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AVANT-PROPOS 

DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Il  est  assez  difficile  de  définir  la  Mécanique  appliquée  et 
d'indiquer  d'une  manière  précise  où  l'on  sort  de  la  théorie 
pure  pour  entrer  dans  les  questions  pratiques  ;  cependant  on 
peut  dire  que,  sauf  un  petit  nombre  d'exceptions,  les  pro- 
blèmes de  Mécanique  dont  la  solution  intéresse  les  ingénieurs 
se  rangent  dans  les  trois  catégories  suivantes  : 

Étude  des  machines  au  point  de  vue  du  mouvement  à  pro-> 
duire,  des  résistances  secondaires  développées,  enfin  de  la 
puissance  employée  pour  obtenir  un  certain  effet; 

Résistance  des  matériaux,  c'est-à-dire  recherche  des  dimen- 
sions minimum  que  doivent  présenter  les  corps  mis  en  œuvre, 
soit  dans  les  machines,  soit  dans  les  constructions  en  char- 
pente, maçonnerie  ou  métal ,  pour  qu'ils  se  conservent  indé- 
finiipent  et  ne  se  désagrègent  pas,  malgré  les  tensions  inté- 
rieures qui  naissent  en  eux,  par  suite  des  forces  appliquées  à 
leurs  différents  points; 

Hydraulique,  ou  étude  théorique  et  expérimentale  des  lois 
qui  régissent  l'équilibre  et  le  mouvement  des  fluides,  en  y 
comprenant  accessoirement  les  machines  hydrauliques,  qui 
pourraient  aussi  se  classer  dans  la  première  catégorie. 

I.   a*  ÉDiT.  a 
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Toutes  ces  applications  figurent  à  un  degré  plus  ou  moins 
marqué  dans  lé  Cours  de  Mécanique  et  Machines  de  l'École 
Polytechnique;  il  a  même  été  jugé  que  les  indications  données 
aux  élèves  sur  le  premier  ordre  de  questions  sont  suffisantes 
pour  les  Ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées»  qui  ont  en  général 
assez  peu  à  s'occuper  de  rétablissement  ou  de  la  direction  de 
machines  {*).  Il  restait  donc  à  développer  les  notions  relatives 
à  la  Résistance  des  Matériaux  et  à  THydrauIique  :  c'est  l'objet 
d'un  Cours  en  deux  Parties»  ou,  si  l'on  veut,  de  deux  Cours, 
que  nous  professons  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  en 
consacrant  alternativement  à  chacun  d'eux  la  durée  d'une 
session  scolaire,  c'est-à-dire  trente-six  ou  quarante  Leçons. 

Disons  maintenant  en  peu  de  mots  quels  sont  les  principes 
génénux  sur  lesquels  nous  nous  appuyons  dans  la  première 
Partie  (ia  Résistance  des  Matériaux}»  et  les  questions  princi-^ 
pales  qui  s'y  trouvent  traitées* 

Toutes  les  formules  pratiques  de  la  Résistance  des  Maté-^ 
riaux»  depuis  longtemps  reconnues  et  sanctionnées  par  l'usage, 
ont  été  déduites  de  données  expérimentales  sur  les  relations 
qui  lient,  dans  quelques  cas  particuliers,  une  force  avec  les 
déformations  correspondantes^  et  d'un  principe  hypothétique 
susceptible  de  s'énoncer  comme  il  suit  :  si  un  corps  prisma* 
tique  ou  composé  de  portions  assimilables,  à  des  prismes 
éprouve»  sous  l'action  de  forces  quelconques,  une  déformation 
en  mâme  temps  qu'un  changement  de  son  état  d'équilibre  in^ 
iérieur»  les  sections  primitivement  planes  et  normales  à  l'axe 


(*)  Une  eiception  a  toutefois  été  faite  pour  les  machines  à  vapeur  :  TEcole 
éeê  Fonts  et  Clmuteéês  leur  a  consacré  un  Ctiur»  spécial^  dont  l^étendue  est  en 
H^ffpori  vmo  Vimf^rtttaoê  du  êig«t%  En  Outre,  ckaffue  Professeur  de  comiruA- 
tion  décrit  les  machines  ou  engins  qui  se  rapportent  plus  spécialement  au 
Cours  dont  il  est  chargé; 
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du  corps  restent  encore  planes  et  normales  dans  Tétat  déiinîtift 
Cette  hypothèse  présente  un  accord  sufiisaDt  avec  les  faits» 
sauf  dans  des  cas  extrêmes  et  pour  ainsi  dire  exceptionneist 
qui  ont  en  définitive  peu  d'importance  pour  les  constructeurs; 
elle  a  été  admise  par  Navier,  par  MM.  Bélanger,  Poncelet, 
Moria  et  beaucoup  d'autres  savants  ou  ingénieurs  ;  Poisson 
lui-même  s'en  est  servi  dans  sa  Mécanique  rationnelle.  Après 
toutes  ces  autorités,  nous  avons  cru  pouvoir  Tadopter  à  notre 
tour.  Sans  doute  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des 
corps  solides  se  présente  comme  une  science  dont  les  prin- 
cipes ont  une  vérité  plus  générale  et  plus  certaine;  à  ce  point 
de  vue,  on  peut  regretter  qu'elle  ne  forme  point  la  base  de 
notre  enseignement.  Mais  nous  avons  dû  nous  arrêter  devant 
ce  que  nous  consîdérions  comme  une  impossibilité  absolue. 
Malgré  les  travaux  des  illustres  géomètres  et  notabilités  scien* 
tiflques  qui  se  sont  donné  pour  tâche  de  la  perfectionner,  la 
théorie  dont  nous  parlons  doit  rester  pour  quelque  temps 
encore  dans  le  domaine  spéculatif  :  telle  qu'elle  existe  actuel* 
lement,  elle  ne  saurait  conduire  à  la  solution  d'une  foule  de 
problèmes  qu'il  est  permis  à  la  science  pure  de  négliger  quand 
ils  dépassent  les  ressources  de  l'analj'se  mathématique,  mais 
qui  sont  indispensables  ou  tout  au  moins  extrêmeaient  utiles 
à  la  pratique  des  ingénieurs. 

Cependant,  quoique  dans  tous  les  calculs  d'application  aous 
nous  soyons  strictement  conformé  au  principe  ci-dessus  posé 
et  aux  conséquences  qui  en  découlent,  nous  avons  pensé  qu'il 
était  convenable  de  l'élargir  un  peu,  en  exposant  dans. les  4eux 
premiers  Chapitres  la  partie  théorique  de  la  Résistance  des 
Matériaux.  Nous  admettons  bien  toujours  que  les  déformations 
des  corps  prismatiques  sont  dues  exclusivement  à  des  mou*- 
irements  relatifs  des  sections  planes  primitif  ement  noiinates  k 
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l'axe  de  la  pièce,  mais  sans  imposer  celle  condilion  reslriclive 
que  les  mêmes  sections  seronl  encore  normales  à  Taxe  dé- 
formé. Le  mouvemenl  relalif  infinimenl  pelil  de  deux  seciions 
infiniment  voisines  peut  être  alors  absolument  quelconque; 
pour  en  étudier  les  effets,  nous  distinguons  d'abord  quatre  cas 
simples  désignés  par  les  noms  d'extension  (ou  compression), 
glissement  transversal,  flexion,  ^orszoTt  .*  puis ,  dans  chacun 
d'eux  nous  établissons,  en  nous  fondant  sur  des  faits  empruntés 
à  la  Physique  expérimentale,  ou  sur  des  analogies,  les  rap- 
ports qui  existent  entre  la  grandeur  du  déplacement,  la  force 
ou  le  couple  dont  il  est  l'effet,  et  les  actions  moléculaires 
correspondantes.  Cela  posé,  quelles  que  soient  les  forces  exté- 
rieures exercées  sur  un  prisme,  à  partir  d'une  section  donnée, 
on  reconnaît  sans  peine  qu'il  est  possible  de  les  équilibrer 
en  faisant  prendre  à  cette  section ,  relativement  à  une  autre 
qu'on  imaginerait  très-près  de  la  première,  quatre  mouve- 
ments simples  convenablement  choisis,  dont  on  saurait  déter- 
miner rétendue.  Et  si  Ton  admet,  comme  nous  l'avons  dit, 
que  les  sections  normales  ne  doivent  pas  se  déformer,  le 
mouvement  relalif  existant  réellement  entre  les  deux  seciions 
considérées  se  composera  en  effet  des  quatre  mouvements 
qu'on  vient  de  trouver,  de  sorte  qu'on  sera  déjà  en  mesure 
de  calculer  l'intensité  des  forces  moléculaires  mises  en  jeu. 
En  outre,  connaissant  ainsi  le  mouvement  relatif  de  deux  sec- 
lions  consécutives  en  fonction  des  forces  extérieures,  si  l'on 
donnait  de  plus  le  déplacement  absolu  d'une  section  quel'^ 
conque,  on  pourrait  en  conclure  celui  de  toute  autre  section: 
par  conséquent  on  pourrait  déterminer  la  situation  nouvelle 
de  la  pièce,  au  moyen  d'une  composition  de  mouvements, 
comme  nous  le  montrons  dans  le  Chapitre  IP.  On  a  donc  résolu 
deux  des  grands  problèmes  qui  font  l'objet  de  la  Résistance 
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des  Matériaux  y  puisque,  les  forces  extérieures  étant  données, 
on  sait  calculer  les  tensions  moléculaires  et  les  déformations 
qu'elles  produisent  :  la  solution  ne  semble  d'abord  directe- 
ment applicable  qu'à  des  prismes,  mais  nous  faisons  voir 
qu'elle  s'étend  à  une  classe  de  corps  dans  laquelle  rentrent  à 
peu  près  toutes  les  pièces  droites  ou  courbes  employées  par 
les  constructeurs. 

Il  existe  encore  un  troisième  problème  général,  qui  consiste 
à  déterminer  partiellement  les  forces  extérieures  appliquées 
à  un  corps,  quand  celles-ci  ne  sont  point  toutes  des  données 
immédiates  de  la  question.  Nous  en  avons  traité  un  certain 
nombre  d'exemples  particuliers  qui  font  sufBsamment  con- 
naître les  méthodes  à  employer  en  pareil  cas. 

De  même  que  l'extension  simple  conduit  à  considérer  un 
coefficient  d'élasticité  ordinairement  désigné  par  E,  de  même 
le  glissement  simple  qui  consiste  en  une  translation  relative 
de  deux  sections  voisines,  parallèlement  à  leur  plan,  fait  intro- 
duire dans  les  calculs  un  second  coefficient  G  qui  joue  un 
rôle  analogue.  Nous  distinguons  les  genres  d'élasticité  qu'ils 
définissent  par  les  épithètes  de  longitudinale  ou  transversale. 
L'élasticité  longitudinale,  ayant  pour  coefficient  E,  fonc- 
tionne non-seulement  quand  il  y  a  extension  ou  compression 
simples,  mais  encore  quand  il  y  a  flexion  simple,  c'est-à-dire 
changement  d'inclinaison  relative  de  deux  sections  voisines, 
^  sans  variation  de  longueur  dans  l'élément  intermédiaire  de 

/  l'axe  du  corps.  Pareillement  l'élasticité  transversale,  carac- 

térisée  par  le  nombre  G,  est  mise  en  évidence  dans  les  phéno- 
*  mènes  de  torsion,  plus  faciles  à  observer  directement  que 
ceux  de  glissement  simple.  Supposer  que  les  sections  primiti- 
vement normales  restent  encore  normales  après  la  déforma- 
tion, cela  équivaut  à  négliger  le  glissement  transversal,  et  par 
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conséquent  à  laisser  de  côté  (du  moins  en  partie)  les  effets  de 
la  seconde  étasUcitë.  Une  longue  pralique  a  sanctionné  cette 
manière  d'opérer,  et  nous  avons  profité,  dans  la  résolution 
des  problèmes  particuliers,  de  la  simplification  qui  en  résulte; 
mais  pour  établir  la  théorie  générale,  nous  avons  cru  qu'il  était 
préférable  de  ne  rien  négliger,  et  de  tenir  compte,  par  cons<)- 
quent,  de  l'élasticité  transversale.  Les  formules  ainsi  obtenues 
deviendront  peut-être  susceptibles,  dans  quelques  occasions, 
de  mieux  s'accorder  avec  certains  faits  qui  s'expliqueraient 
mai  avec  les  anciennes  hypothèses. 

Ordinairement  on  suppose  homogène  la  matière  des  corps 
que  l'on  considère,  et  en  conséquence  on  leur  attribue  des', 
coefficients  d'élasticité  invariables  d'un  point  à  un  autre.  Cela 
est  sans  doute  très-plausible  dans  beaucoup  de  cas,  et  nous 
devons  même  convenir  que  dans  les  applications  usuelles  on 
sera  toujours  forcé  de  procéder  ainsi,  faute  de  données  numé* 
riques  suffisantes.  Cependant  il  y  a  des  matières  pour  les* 
quelles  le  défaut  d'homogénéité  Qe  saurait  être  nié  :  par 
exemple,  quand  on  coule  une  pièce  defonte,  les  iônoTécules 
extérieures  qui  sont  en  contact  avec  le  moule'se  refroidissent 
plus  vite  que  celles  du  centre,  et  prennent  ainsi  des  qualités 
physiques  toutes  différentes.  C'est  pourquoi  nous  avons  cru 
devoir  introduire  une  autre  généralisation  dans  les  formules 
théoriques,  en  admettant  que  l'élasticité  n'est  pas  la  même  en 
tous  les  points  d'une  pièce  donnée.  Il  ne  résulte  de  là,  pour 
ainsi  dire,  aucune  complication;  seulement  le  centre  de  gra- 
vité et  le  moment  d'inertie  d'une  section  transversale  doivent 
recevoir  une  définition  un  peu  différente  de  celle  qu'on  donne 
«en  général. 

Quant  aux  applications  que  nous  avons  faites  dé  la  théorie, 
nous  nous  bornerons  à  mentionner  ici  les  problèmes  sur  les 
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poutres  droites  à  deux  ou  plusieurs  appuis;  les  reeherchea  sur 
la  poussée,  la  déformation  et  la  résistance  des  arcs  circulairet 
à  section  constante,  reposant  sur  deux  appuis;  les  problèmes 
sur  les  vibrations  des  poutres;  enfin  les  théories  des  systèmes 
articulés  et  de  la  poussée  des  terres,  La  Table  des  matières 
suppléera  suffisamment  à  ce  que  cet  énoncé  a  d'incomplet. 
Dans  tous  les  cas,  nous  nous  sommes  toujours  attaché  à  aim« 
plifler  autant  que  possible  les  formules  principales,  et>  pour 
en  faciliter  les  applications,  nous  avons  construit  diverses 
tables  numériques  données  à  la  fin  de  ce  volume* 

Un  Chapitre  spécial  a  été  consacré  à  Texposé  des  résultats 
d*expériences  sur  l'élasticité  et  sur  la  résistance  des  principaux 
corps  employés  dans  les  constructions.  On  sait  que  beauooup 
de  personnes  trouvent  dans  ces  expériences  une  série  de  dé- 
mentis formels  donnés  à  la  théorie  ;  d'oii  il  résulterait  natu- 
rellement que  celle-ci  ne  devrait  plus  inspirer  aucune  espèce 
de  confiance.  A  notre  avis,  c'est  aller  beaucoup  trop  loin.  Les 
formules  de  la  Résistance  des  Matériaux  supposent  essentiel* 
lement,  entre  autres  choses,  qu'il  y  a  proportionnalité  entre  les 
forces  et  leurs  effets  :  par  exemple,  on  admet  .que  ai  un  cer» 
tain  poids  suspendu  à  Textrémité  inférieure  d'un  prisme  élasr 
tique  vertical  produit  un  allongement  /,  un  poids  double  pro- 
duirait dans  les  mêmes  circonstances  l'allongement  double  a/.    1 
Or  cela  est  à  très-peu  près  exact  quand  les  tensions  sont  suffi-/ 
samment  faibles  et  ne  dépassent  pas  les  limites  compatibles 
avec  la  stabilité.  Mais  quand  la  charge  se  rapproche  de  celle 
qui  entraînerait  la  rupture,  il  n'en  est  plus  de  même  :  la  pro- 
^portionnalité  dont  nous  parlons  cesse  complètement,  et,  par 
conséquent,  il  faut  s'attendre  à  ce  que  les  formules  donnent 
des  résultats  contraires  à  ceux  de  l'expérience.  Or  ce  sont 
précisément  des  faits  de  cet  ordre  que  citent  les  détracteurs  de 

Digitized  by  LjOOÇIC 


Zn  AYANT-PROFOS  DB  LA  FISHlftftB  tDITIOlf. 

la  théorie.  La  seule  conclusion  qu'on  en  puisse  tirer,  suivant 
nous,  c'est  qu'il  faut  se  méfier  des  formules  théoriques  dans 
le  cas  où  les  corps  supportent  des  charges  trop  considérables, 
et  en  particulier  lorsqu'ils  sont  sur  le  point  de  se  rompre.  Mais 
lorsqu'au  contraire  les  tensions  ne  dépassent  point  les  limites 
ordinairement  admises  dans  les  constructions,  les  formules 
s'accordent  assez  bien  avec  les  faits  réels,  comme  le  montrent 
diverses  applications  numériques  citées  dans  notre  Cours  et 
les  observations  faites  par  plusieurs  expérimentateurs  habiles. 
Sous  cette  réserve,  les  ingénieurs  peuvent  donc  continuer  à 
s'en  servir. 

En  terminant,  qu'il  nous  soit  permis  d'adresser  nos  remer- 
ctments  à  notre  savant  prédécesseur  M.  Bélanger,  qui  a  bien 
voulu  nous  fournir  sur  la  poussée  des  terres  unl^ail  tout 
lait,  résumant  les  parties  principales  d'un  Mémoire  plus  étendu 
de  M.  le  général  Poncelet.  Nous  avons  d'ailleurs  un  autre  motif 
pour  être  reconnaissant  envers  lui  :  son  cours  de  l'École  des 
Ponts  et  Chaussées,  que  nous  avons  suivi  comme  élève,  a  été 
le  point  de  départ  de  nos  recherches  personnelles,  et  si  nous 
avons  réussi  parfois  à  étendre  le  domaine  de  la  théorie,  nous 
le  devons  sans  doute  en  grande  partie  à  la  lucidité  de  son 
enseignement,  qui  nous  a  épargné  au  début  toute  hésitation 
et  toute  incertitude. 
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La  nouvelle  édition  ^  que  nous  publions  aujourd'iiui ,  de  la 
première  Partie  de  notre  Cours  de  Mécanique  appliquée,  ne 
se  distingue  de  la  précédente  par  aucune  innovation  considé- 
rable. Les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  n'ont  pas  été 
modifiés  ;  le  choix  des  questions  usuelles  présentées  comme 
exemples,  l'ordre  adopté  dans  leur  exposition ,  la  manière 
dont  elles  sont  résolues,  y  sont  restés  à  peu  près  les  mêmes. 
II  y  a  cependant  deux  changements  assez  importants  que  nous 
croyons  devoir  mentionner. 

Dans  le  Chapitre  troisième,  consacré  aux  problèmes  sur  les 
poutres  droites,  il  n'était  pas  possible  de  conserver  le  §  II, 
le  sujet  qui  s'y  trouvait  traité  ayant  fourni  la  matière  d'un 
volume  spécial,  publié  séparément,  comme  une  troisième 
Partie  de  notre  Cours.  En  conséquence,  autant  pour  éviter 
un  double  emploi  que  pour  ne  pas  donner  au  §  II  une  étendue 
inusitée,  nous  avons  passé  sous  silence  la  recherche  des  mo- 
ments de  flexion  et  efforts  tranchants  dans  les  poutres  à  plu- 
sieurs travées  solidaires,  et  nous  l'avons  remplacée  par  celle 
des  réactions  qu'exercent  les  appuis,  ainsi  que  par  le  calcul 
des  flèches.  Ces  éléments,  omis  dans  la  première  édition, 
présentent  cependant  un  intérêt  pratique  bien  réel  :  le  pre- 
mier est  nécessaire  pour  vérifier  la  stabilité  des  piles,  le  second 
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fournit  le  moyen  le  plus  commode  pour  soumettre  les  déduc^ 
tions  théoriques  au  contrôle  de  l'expérience. 

Les  poutres  en  treillis  et  les  poutres  articulées  connues  sous 
les  noms  de  système  de  How,  bow-strings,  sjrstème  Pauli,  sont 
fort  usitées  dans  divers  pays  étrangers  :  depuis  quelques 
I  années  elles  se  sont  répandues  en  France,  et  les  treillis 
tendent  chaque  jour  à  se  substilu^r^aijx^jarois  pleines,  en 
jaisûn..dç,!ewr  supériorité  bien  marquée  au  point  dTé^vue  de 
rélégan^^  architecturale.  Le  calcul  des  pressrôM'Bt  (ensîoiiâ 
supportées  par  les  diverses  pièces*  qui  composent  wn  système 
de  cette  espèce  était  à  peine  indiqué  d'une  manière  sommaire 
dans  nôtre  première  édition,  et  il  y  avait  là  une  lacune  regret- 
table. Nous  avons  essayé  de  la  faire  disparaître,  en  traitant  la 
question  avec  beaucoup  plus  de  développements.  Mais  nous 
ne  prétendons  point  en  avoir  donné  une  solution  entièrement 
satisfaisante  :  les  bases  de  cette  théorie,  telles  qu'on  les  admet 
généralement,  et  telles  que  nous  les  avons  admises  après 
d'autres  Auteurs,  ne  sont  pas  exemples  d'incertitude;  sans 
doute  \e  dernier  mot  n'est  pas  dit  à  leur  égard. 

Le  lecteur  pourra,  en  outre,  remarquer  beaucoup  de  cban* 
gements  de  détail ,  ayant  pour  but  de  corriger,  compléter  et 
améliorer  notre  œuvre.  PuisseH-eile  être  de  quelque  utilité  I 
C'est  la  récompense  que  nous  ambitionnons  le  plus. 
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PROFESSÉ 
A  LlGOLE  mPÉBIAU:  DES  PORTS  ET  CHAUSSÉES. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX  ET  STABIUTÉ  DES  CONSTRUCTIONS. 


INTRODUCTION. 


Objet  de  la  Résistance  des  Matériaux  ;  problèmes  généraux 
qu'elle  doit  résoudre.  —  Dans  la  Mécanique  rationnelle,  quand 
on  étudie  les  conditions  d'équilibre  des  corps  solides,  on  a 
coutume  de  considérer  ceux-ci  comme  absolument  invaria- 
bles, et  les  molécules  dont  ils  se  composent  sont  censées  ne 
pouvoir  s'écarter  ni  se  rapprocher  les  unes  des  autres,  quelles 
que  soient  la  situation  et  l'intensité  des  forces  mises  en  jeu. 
De  même,  on  suppose  à  certains  points  une  complète  fixité, 
on  considère  les  cordes  ou  courroies  comme  tout  à  fait  inex- 
tensibles, et  généralement  on  attribue  aux  liaisons  entre  les 
divers  corps  d'un  système  ou  entre  les  molécules  d'un  même 
corps  une  pyissance  illimitée  que  rien  ne  saurait  ébranler  et, 
à  plus  forie  raison,  détruire.  Aussi,  l'on  s'occupe  générale- 
ment assez  peu  des  efforts  supportés  par  ces  liaisons;  souvent 
même  on  établit  les  conditions  d'équilibre  de  manière  à  ne 
pas  les  introduire  dans  le  calcul  :  c'est  ce  ^\ii  arrive,  par 
exemple,  quand  on  applique  le  théorème  4u-4rayail  virtuel  en 
ne  donnant  au  système  que  les  déplacements  compatibles  avec 
ses  liaisons. 
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Cependant,  les  hypothèses  que  nous  venons  de  rappeler 
brièvement  ne  sont,  comme  on  le  sait  bien,  qu'une  pure 
abslraclion,  et  les  choses  ne  se  passent  point  ainsi  dans  le 
monde  réel.  A  défaut  de  la  Physique,  Texpérience  de  chaque 
jour  suffit  pour  nous  montrer  que  les  corps  de  la  nature, 
même  ceux  dont  la  ténacité  paraît  le  plus  considérable,  sont 
susceptibles  d'être  brisés  ou  divisés  en  plusieurs  fragments, 
sous  l'action  de  forces  suffisamment  grandes  :  ainsi,  une  pièce 
de  bois  ou  de  métal,  un  massif  de  maçonnerie,  peuvent  se 
rompre  par  extension  ou  par  écrasement,  ou  de  toute  autre 
manière,  lorsqu'ils  ont  à  supporter  des  charges  dépassant  une 
certaine  limite.  Les  liaisons  ne  fonctionnent  que  si  on  ne  les 
soumet  pas  à  une  trop  forte  épreuve,  sans  quoi  elles  sont 
supprimées  ;  nous  savons  aussi  que,  même  avant  d'en  arriver 
là,  elles  permettent  de  petites  variations  dans  la  distance  mu- 
tuelle des  molécules,  variations  qui  tiennent  à  une  propriété 
générale  des  corps,  l'élasticité. 

L'ingénieur  qui  projette  une  machine,  un  édifice  ou  une 
construction  quelconque  et  qui  veut  d'avance  être  certain  de 
leur  stabilité,  c'est-à-dire  de  leur  durée  indéfinie,  ne  saurait 
donc  s'en  tenir  aux  conditions  d'équilibre  fournies  par  la  Mé- 
canique rationnelle  :  conditions  nécessaires  sans  doute,  mais 
qui  ne  sont  suffisantes  que  pour  des  corps  abstraits.  Bans 
cette  circonstance,  il  pourra  d'abord  et  devra  même  s'inspirer 
soit  du  sens  pratique  puisé  dans  l'exercice  de  son  art,  soit 
des  modèles  que  lui  auront  fournis  ses  devanciers  pour  des  cas 
analogues;  mais  les  données  obtenues  de  cette  manière  doi- 
vent, autant  que  possible,  être  soumises  au  contrôle  d'une 
science  spéciale  qui  saura  faire  connaître  les  actions  mutuelles 
des  diverses  portions  d'un  système  de  corps  et  les  tensions 
moléculaires  produites  par  telles  ou  telles  forces  extérieures, 
et  aussi  (ce  qui  est  le  plus  important)  saura  en  conclure  si  la 
stabilité  existe  ou  n'existe  pas.  Cette  science,  assez  bien  dé- 
finie par  son  nom  même,  est  la  Résistance  des  Matériaux.  Elle 
touche  en  même  temps  à  la  Physique  et  à  la  Mécanique,  pre- 
nant dans  la  première  diverses  notions  sur  la  constitution 
intime  des  corps  naturels,  dans  la  seconde  les  lois  et  pro- 
priétés de  l'équilibre  ou  du  mouvement. 
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Le  but  final  de  la  Résistance  des  Matériaux,  c'est  d'indiquer 
si  les  corps  employés  dans  les  machines  ou  constructions  de 
toute  nature  seront  capables  de  résister  aux  forces  qui  les 
sollicitent,  c'est-à-dire  s'ils  ne  se  rompront  pas,  soit  immé- 
diatement, soit  après  un  temps  plus  oii  moins  limité.  Mais  ce 
but  entraîne  l'étude  de  plusieurs  problèmes.  Supposons  d'a- 
bord qu'on  y  soit  parvenu  dans  le  cas  où  l'on  connaît  toutes 
les  forces  extérieures  appliquées  à  l'un  des  corps  dont  on 
veut  vérifier  la  résistance.  Il  y  aura  des  cas  où  cela  ne  suffira 
point.  Pour  en  donner  un  exemple  très-simple,  considérons 
une  pièce  de  bois  horizontale  qui  repose  sur  deux  appuis 
fixes  et  qui  est  chargée  de  poids  dans  Tintervalle.  Ce.t  exem- 
ple ne  rentrera  pas  immédiatement^  dans  le  cas  général  qu'on 
vient  de  définir,  car  toutes  les  forces  extérieures  ne  sont  pas 
données,  les  réactions  des  appuis  fixes  devant  être  déter- 
minées par  le  calcul.  A  la  vérité  le  calcul  est  ici  extrêmement 
facile,  et  les  notions  élémentaires  de  la  Statique  suffisent 
pour  l'effectuer;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  :  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  au  lieu  de  deux  appuis  il 
en  existe  trois  en  ligne  droite.  La  Statique  des  corps  solides 
ne  peut  alors  fournir  que  deux  équations  entre  les  trois  réac- 
tions inconnues,  et  le  problème  envisagé  de  cette  manière 
est  indéterminé. 

On  conçoit  bien  à  priori  qu'il  doit  y  avoir  une  infinité  de 
systèmes  de  trois  réactions  exercées  par  les  appuis  qui  peu- 
vent faire  équilibre  aux  charges  données.  En  effet,  imaginons 
d'abord  qu'on  supprime  l'appui  intermédiaire  :  alors  les  réac- 
tions des  deux  autres  sont  connues  par  la  Statique  élémen- 
taire, et  celle  du  milieu  est  nulle.  Les  mêmes  valeurs  se  con- 
serveront si  l'on  met  l'appui  supprimé  en  contact  avec  la  pièce, 
mais  sans  les  presser  Tun  contre  l'autre.  Cela  fait,  on  pourra 
augmenter  progressivement  le  serrage  de  cet  appui  contre  la 
pièce,  et  par  suite  sa  réaction,  sans  que  l'équilibre  soit  troublé  : 
c'est  là  une  proposition  dont  la  vérité  résulte  clairement 
pour  nous  de  l'expérience  acquise.  Or,cette  pression  exercée 
au  milieu  de  la  pièce  est  arbitraire  dans  certaines  limites,  et 
d'un  autre  côté  elle  ne  peut  varier  sans  entraîner  une  variation 
correspondante  dans  les  réactions  des  appuis  extrêmes  :  on 
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aura  donc  tant  de  systèmes  de  valeurs  qu'on  voudra  pour  les 
réactions  inconnues,  en  satisfaisant  toujours  aux  conditions 
générales  de  Téquilibre,  de  sorte  qu'on  ne  peut  savoir  ainsi 
quel  est  celui  qui  existe  réellement. 

Cependant  ces  systèmes  peuvent  se  distinguer  les  uns  des 
autres  par  une  circonstance  particulière,  celle  de  la  flèche 
plus  ou  moins  grande  qui  se  produit  dans  la  pièce  vers  Tap- 
pui  du  milieu,  laquelle  flèche  diminue  à  mesure  que  la  réac- 
tion augmente.  Si  l'on  indique  parmi  les  données  du  pro- 
blème que  les  trois  appuis  sont  au  même  niveau,  la  valeur 
de  la  réaction  intermédiaire  sera  celle  d'une  force  qui,  appli- 
quée au  même  point,  annulerait  la  flèche  produite  par  la 
suppression  de  Tappui  correspondant.  Il  est  donc  possible 
de  faire  cesser  l'indétermination  reconnue  tout  à  l'heure  : 
mais  pour  cela  il  faut  tenir  compte  des  déformations  que  les 
charges  produisent  dans  la  pièce.  D'ailleurs  le  calcul  de  ces 
déformations  peut  avoir  souvent  de  l'intérêt  par  lui-même, 
indépendamment  de  l'application  qui  vient  d'être  signalée. 

Les  explications  précédentes  suffisent  pour  faire  comprendre 
qu'il  se  présente  généralement  dans  la  Résistance  des  Maté- 
riaux trois  problèmes  principaux,  intimement  liés  les  uns  aux 
autres  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Problème  I.  —  Connaissant  toutes  les  forces  extérieures  qui 
sollicitent  un  corps,  trouver  V intensité  des  forces  molécu- 
laires qui  se  développent  en  chaque  points  et  desquelles  dé- 
pend soit  la  conservation,  soit  la  rupture  de  ce  corps. 

Problème  II.  —  Les  forces  extérieures  étant  encore  données  y 
calculer  le  changement  quelles  apportent  dans  la  forme  et  les 
dimensions  du  corps  quelles  sollicitent. 

Problème  III.  —  Parmi  les  forces  extérieures^  déterminer 
celles  qui  ne  sont  point  données  à  priori  et  qui  proviennent 
des  liaisons  du  corps  considéré  avec  d'autres  corps. 

Avant  d'aborder  l'étude  de  ces  trois  problèmes  généraux 
dans  les  limites  que  nous  impose  l'état  actuel  de  la  science, 
nous  commencerons  par  exposer,  à  titre  de  digression,  une 
série  de  notions  purement  géométriques  qui  seront  utiles  par 
la  suite  et  qui  se  rapportent  aux  centres  de  gravité,  moments 
d'inertie  et  centres  de  percussion  des  surfaces  planes. 
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«ÉNÉRALITÉS  ;   PRINCIPES  FONDAMENTAUX.  —  RECHERCHE  DES  TENSIONS 
DANS  LES  DIVERSES  PARTIES  D'uN  CORPS  PRISMATIQUE. 


§  I«r.  —  Digression  sur  la  théorie  des  centres  de  gravité,  moments 
d'inertie  et  centres  de  percussion  des  surfaces  planes. 

1.  Définition  du  centre  de  gravité  d'une  surface  plane ^  de 
son  moment  d'inertie  et  de  son  rayon  de  gyration  relative-- 
ment  à  un  axe. — Supposons  une  surface  plane  ABCD  (fig.  i). 


Fig.  I. 
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et  imaginons  qu'elle  soit  dé- 
composée en  éléments  super- 
ficiels û).  Appelons  : 

X,  y  les  coordonnées  d'un 
point  renfermé  dans  Taire  in- 
finiment petite  w,  par  rap- 
port à  deux  axes  rectangu- 
laires 0.r,  0^'; 
u  la  distance  de  ce  même 
pointa  une  ligne  quelconque,  Oz  par  exemple; 

E  un  nombre  déterminé  en  fonction  de  x  et  de  j,  lequel 
peut  être  constant  ou  variable. 

Conformément  aux  définitions  données  dans  la  Mécanique 
rationnelle,  nous  appellerons  centre  de  gravité  de  la  surface  le 
point  G  dont  les  coordonnées  x,,  j,  satisferaient  aux  relations 

^,  2Ea)  =  2Ea:w, 
^,  2E&)=:2Ejû), 

le  signe  2  étant  l'indice  d'une  sommation  étendue  à  tous  les 
éléments  co. 

Le  point  G  est  indépendant  du  choix  des  axes.  Pour  justifier 
le  nom  qu'on  lui  a  donné,  il  faut  concevoir  que  la  surface  soit 
matérialisée,  qu'elle  ail  pris  une  épaisseur  extrêmement  petite. 
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et  que  le  nombre  E  soit  en  quelque  sorte  la  masse  de  Télé- 
ment  w  rapportée  à  Tunité  superficielle,  ou  plus  simplement, 
si  Ton  veut,  sa  densité.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  ne 
sera  donc  autre  chose  que  celui  d'un  corps  dont  la  masse 
totale  aurait  pour  valeur  2 Ego. 

Une  extension  analogue  a  lieu  pour  les  moments  d'inertie» 
Le  moment  d'inertie  de  la  surface  ABCD  relativement  à  Taxe  O^ 
sera,  par  déûnition,  celui  du  corps  matériel  que  nous  substi- 
tuons à  la  surface  :  il  aura  pour  expression  analytique 

Enfin,  le  rayon  de  gyration  r  relatif  au  même  axe  devra  satis- 
faire à  réquation 

r^lEcô  =  lEu^(ù. 

Les  définitions  que  nous  venons  de  donner,  d'après  les 
traités  de  Mécanique  rationnelle,  diffèrent  un  peu  de  celles 
qu'on  admet  ordinairement  dans  les  traités  de  Résistance  des 
Matériaux.  Pour  les  rendre  identiques,  il  suffirait  de  supposer  E 
constant  et  égal  à  i.  La  généralisation  que  Ton  fait  ici  est  né- 
cessaire pour  mettre  les  formules  d'accord  avec  certains  faits 
observés  dont  il  sera  question  plus  loin;  elle  est  d'ailleurs  tel- 
lement simple,  qu'il  n'y  aurait  pas  d'utilité  à  adopter  des 
dénominations  nouvelles. 

Les  propriétés  des  moments  d'inertie  qui  vont  être  rappe- 
lées sont  une  conséquence  immédiate,  ou,  si  l'on  veut,  un  cas 
particulier  de  celles  qui  appartiennent  en  général  aux  moments 
d'inertie  des  corps  matériels;  c'est  pourquoi  elles  seront  énon- 
cées sans  démonstration. 

2.  Loi  de  la  variation  des  moments  d'inertie  d'une  surface 
plane,  relativement  à  des  axes  parallèles  ou  concourants  situés 
dans  son  plan.  —  Le  moment  d'inertie  d'une  surface  plane, 
relativement  à  un  axe  quelconque,  est  égal  au  moment  d'iner- 
tie de  la  même  surface  relativement  à  l'axe  parallèle  passant 
au  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit  de  la  masse  totale 
de  la  surface  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 
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Soient^  par  exemple^  la  surCsice  ABCD  {Jig,  i); 

G  le  centre  de  gravité; 

Ox  et  Gxx  deux  lignes  parallèles  dont  Tune  contient  le 

point  G  et  qui  sont  séparées  par  la  distance  k; 
Xf^i  les  distances  respectives  d'un  élément  superficiel  à  ces 

deux  axes  ; 
r,  r,  les  rayons  de  gyration  de  ABCD  relativement  à  Ox  et 

En  conservant  les  autres  notations  du  n*"  1>  on  aura 

lEj'w  =  2Ejî  w  +  /,»2Ew, 

ou  bien,  par  suite  de  la  définition  du  rayon  de  gyration, 

r^2Eû)  =  rJIEû)  -f-  A^^IEw, 
c'est-à-dire 

équation  dont  l'énoncé  en  langage  ordinaire  remplace  quel- 
quefois celui  que  nous  avons  donné  ci-dessus. 

Supposons  maintenant  qu'on  cherche  les  moments  d'inertie 
de  la  même  surface  ABCD  relativement  à  divers  axes  situés 
dans  son  plan  et  passant  par  un  même  point  0,  tels  que  0^  ; 
puis  que  sur  chacun  d'eux  on  porte  une  longueur  OS  qui  soit 
en  raison  inverse  du  rayon  de  gyration  correspondant  ;  le  lieu 
des  points  S  ainsi  obtenus  sera  une  ellipse  ayant  le  point  0 
pour  centre  :  propriété  remarquable  qui  donne  une  idée  de  la 
manière  doiit  varient  les  moments  d'inertie  de  la  surface  au- 
tour des  axes  qui  concourent  en  0.  Nous  allons  donner  quel- 
ques développements  sur  cette  loi  de  variation,  pour  la  faire 
connaître  plus  complètement. 

3.  Ellipse  d'inertie;  ellipse  centrale  d'inertie;  axes  princi- 
paux. —  L'ellipse  dont  nous  venons  de  parler  est  ce  que  nous 
appellerons  V ellipse  d'inertie  de  la  surface  pour  le  point  0;  si 
le  point  0  se  confond  avec  le  centre  de  gravité  G  de  la  surface, 
nous  emploierons. la  désignation  d'ellipse  centrale  d'inertie. 
Les  axes  principaux  de  l'ellipse  correspondante  à  un  point  sont 
dits  axes  principaux  d'inertie  de  la  surface  en  ce  point. 
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La  détermination  des  axes  principaux  pour  le  point  0  peut 
être  effeciuée  ainsi  qu'il  suit.  Ayant  tracé  par  ce  point  et  dans 
le  plan  ABCD  [Jig.  i)  trois  axes  0^,  Oj,  Oz,  dont  les  deux 
premiers  se  coupent  à  angle  droit,  landis  que  le  troisième  fait 
Tangle  a  avec  Ox,  nous  appellerons  : 

(ù  l'un  quelconque  des  éléments  superficiels,  répondant  aux 
coordonnées  x  et  /,  et  ayant  une  densité  E  ; 

A  =:  lE/^w,  B  =  2E;r2&),  C  =  lE^joa,  trois  sommes  dont 
les  deux  premières  sonl  les  moments  d'inertie  de  la  sur- 
face relativement  aux  axes  des  x  et  des  j; 

[i.  le  moment  d'inertie  de  cette  même  surface  par  rapport 

Nous  aurons  alors 

[i.  =  Acos'a  H-  Bsin^a  —  aCsinacosa; 

et  si  nous  prenons  OS  =  -7=9  D  étant  une  constante  dont  nous 

fixerons  la  valeur  ultérieurement,  le  lieu  des  points  S,  c'est- 
à-dire  l'ellipse  d'inertie,  aura  pour  équation 

kx^  H-Bj'  —  2,Cxy^=  D^ 

Pour  en  a¥oir  les  axes  principaux,  il  suffira,  conformément  à 
ce  que  l'on  enseigne  dans  la  Géométrie  analytique,  de  prendre 
des  axes  Ox\  0  j'  obtenus  en  faisant  tourner  le  système  jO^, 
dans  le  sens  de  x  vers  y,  d'un  angle  e  déterminé  par  la  condi- 
tion 

tang2e  =  ^— ^. 

Si  Ton  rapporte  l'équation  de  l'ellipse  aux  axes  des  coordon- 
nées Ox"  et  Oy'y  le  double  rectangle  disparaît  et  l'équation  se 
réduit  à 
(i)  \!x''-\-Wf'=^l^\ 

h!  et  B'  étant  déterminés  par  les  relations 

A'-*-B'=rA-^B,     B'-A'=:?^— ^. 

cos2e 
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Dans  certains  cas,  les  axes  principaux  en  un  point  sont 
connus  à  priori  et  sans  aucun  calcul.  Ainsi  Ton  démontre  que 
toute  ligne  de  symétrie  est  un  axe  principal  en  tout  point  de 
son  cours,  si  Ton  admet,  bien  entendu,  que  la  symétrie  existe 
non-seulement  quant  à  la  figure,  mais  aussi  dans  la  distribu- 
tion des  masses  ;  toute  perpendiculaire  à  une  ligne  de  symé- 
trie est  axe  principal  en  son  point  de  rencontre  avec  cette 
ligne  ;  enfin,  toute  ligne  qui  est  axe  principal  et  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  est  axe  principal  dans  tous  les  points 
de  son  cours. 

Lorsque  les  axes  principaux  coïncident  avec  les  axes  coor- 
donnés, le  double  rectangle  2  Cxy  disparaît  de  Téquation  de 
l'ellipse  d'inertie,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué.  On  doit 

donc  avoir 

2Ea:/ck>  =  o, 

relation  qui  peut  servir  à  caractériser  les  axes  principaux  ;  car, 
si  elle  est  satisfaite,  on  voit  que,  réciproquement,  le  terme  en 
xy  manquera  dans  Téquation  de  l'ellipse,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu,  les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires,  que  lorsqu'ils 
sont  eh  même  temps  diamètres  principaux. 

4.  Équation  de  V ellipse  d'inertie  ramenée  à  sa  forme  la 
plus  simple;  propriétés  des  diamètres  conjugués.  — -  Les  lettres 
A'  et  B',  définies  au  n*  3,  ont  pour  les  nouveaux  axes  p^, 
O7'  (fig.  i)  le  même  sens  que  A  et  B  pour  Ojc,  O/;  elles 
représentent  donc  respectivement  les  moments  d'inertie  de  la 
Surface  par  rapport  aux  axes  des  x'  et  des  j',  soit  2E^'^ck>  et 
2E^'*û>.  Appelons  a  et  6  les  rayons  de  gyration  correspon- 
dants, lesquels  sont  déterminés  par  les  relations 

a»2E«r=2Ej"w  =  A', 
6»2Ew  =  2Ea;'»a)  =  B', 

et  posons  en  outre,  pour  fixer  la  valeur  de  la  constante  D, 

D»  =  a»6'2Ew; 

alors  l'équation  (i)  du  n°  3  se  réduit  à 

x'^       f^ 
b^        a^ 
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Le  moment  d'inertie  ii,  par  rapport  à  Oz,  est  exprimé  par 
1)2  D  a^b^ 

— ^>  puisque  0S  =  — =  (n**  3);  on  aura  donc  aussi /:jt  ==  zzzt^Eo), 
OS  VP  OS 

c'est-à-dire  que  le  rayon  de  gyration  correspondant  sera-=:- 

Ou  bien  encore,  en  désignant  par  p  le  demi-diamètre  OS, 
p'  le  demi-diamètre  conjugué  OS',  ô  Tangle  SOS',  on  aura,  en 
vertu  de  la  relation  connue  ab=pp^ sine, 


V  2Ew        p       ^ 


sind; 


r  ne  sera  donc  autre  chose  que  la  perpendiculaire  S'T  abaissée 
du  point  S'  sur  OS;  ou  bien,  en  d'autres  termes,  la  surface 
pourrait  être  condensée,  sans  altérer  son  moment  d'inertie 
relativement  à  un  axe  OS  ou  Oz,  sur  l'extrémité  S'  du  dia- 
mètre conjugué  de  Oz  dans  l'ellipse  d'inertie.  Cette  ellipse 
peut  d'ailleurs  être  prise  pour  un  point  0  quelconque  de 
l'axe  Oz,  et  comme  le  rayon  de  gyration  S'T  ne  peut  pas 
changer,  il  en  résulte  immédiatement  que  le  lieu  des  points  S' 
correspondants  sera  une  ligne  droite  parallèle  à  Oz  et  située  à 
la  distance  r,  conséquence  assez  curieuse  que  nous  mention- 
nons en  passant,  bien  qu'elle  nç  doive  pas  nous  être  utile. 

Premons  maintenant  pour  axes  coordonnés  les  deux  direc- 
tions conjuguées  OS,  OS',  et  nommons  s  et  /  les  coordonnées 
qui  leur  sont  respectivement  parallèles.  Les  autres  notations 
conservant  le  même  sens  que  précédemment,  nous  allons 
montrer  qu'on  a  les  deux  relations 

2E55'»  =  0. 

Pour  établir  la  première  il  suffit  de  remarquer  que  u  et  s'  dé- 
signant deux  distances  d'un  même  élément  w  à  l'axe  Oz,  l'une 
mesurée  normalement  et  l'autre  obliquement,  sous  l'angle  ô, 
on  a 

u  =  s'sind  : 
par  suite, 

lEu^o)  =  r^SEw  =:  sin'âlE^'^w, 
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ei  comme  on  vient  de  voir  que  r  est  égal  à  p'sinS,  il  en  résulte 
immédiatement 

p''s\n^dlE(ù  =  sin*d2E5'»&), 

ce  qui,  par  la  suppression  du  facteur  commun  sin^â,  donne 
notre  première  relation. 

Quant  à  la  seconde,  on  y  arrive  en  se  servant  des  formules 
de  transformation  qui  permettent  de  passer  des  coordonnées 
obliques  5,  s'  aux  coordonnées  rectangulaires  x\  7'.  En  appe- 
lant e  et  Q'  les  angles  ^'OS,  ^OS',  ces  formules  sont  (comme 
on  le  retrouve  facilement  par  le  moyen  ordinaire  des  projec- 
tions) : 

5sinô==x'sin9'  -i-j'cosÔ', 

*'sin5  =  ^'sin  â  —  j'cosâ. 
Il  en  résulte 

w'sin^ô  =rr  j:'*sin  0sin0'  —  j'»cos0  COS0'  +  x^  y'  sin  (  6  —  B'); 

or,  en  vertu  de  ce  que  Ox'  et  Oj'  sont  axes  principaux  pour 
le  point  0,  on  a  (n**  3)  2Ea7'j'&)  =  o;  donc 

sin'32E55'wr=sin9sin9'2Ea:"&)  —  cos0cos0'2Ej"w 
=rsin0sin0'.6^2Ea)  —  cos0cos0'.a*2Eot) 


=  6'cos0cos0'2Eû)  Uang0 tango'  —  ^ ■ 


On  sait,  par  la  Géométrie  analytique,  que  les  angles  Q  et  B'  sont 
liés  par  la  relation  tango  tang0'=r:  —  :  donc  enfin  la  somme 
lEss'tù  est  bien  égale  à  zéro. 

5.  Recherches  des  moments  d* inertie  par  le  calcul  inté- 
gral; moment  d* inertie  d'une  surface  plane  relativement  à  un 
axe  perpendiculaire  à  son  plan.  —  Un  axe  quelconque  étant 
tracé  dans  une  surface  plane,  prenons-le  pour  axe  des  x  et 
traçons  une  perpendiculaire  qui  sera  Taxe  des  y.  Si  Ton  dé- 
compose la  surface  en  portions  infiniment  petites  par  des 
parallèles  aux  deux  axes,  et  qu'on  appelle,  comme  ci-dessus, 
E  la  masse  rapportée  à  Tunité  de  surface  en  un  point  quel- 
conque, le  moment  d'inertie  de  la  surface  relativement  à  Taxe 
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des  X  sera  exprimé  analyliquemenl  par  |  |  'Ex^dxdjTy  l'inté- 
grale devant  être  étendue  à  tous  les  points  de  la  surface.  Le 
rayon  de  gyration  r  correspondant  devra  satisfaire  à  la  relation 


'ff-Edxdr  =ffEx'dxdx. 


Pour  que  le  problème  soit  défini,  E  doit  être  connu  en  fonc- 
tion de  X  et  de  j,  et  il  faut  connaître  aussi  la  forme  du  péri- 
mètre ;  dès  lors  la  recherche  dont  il  s'agit  se  réduit  à  une 
difficulté  d'analyse,  qu'on  peut  toujours  surmonter,  au  besoin, 
par  les  procédés  d'approximation  connus. 

Quand  il  s'agit  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  sur- 
face, en  le  prenant  pour  axe  de  z  et  laissant  les  x  et  les  x 
comme  ci-dessus,  le  moment  d'inertie  ^'exprimera  par  l'inté- 
grale double 


E(^*  +JÎ)  dxdx 


ou  par 


/  I  Ex^dxdx-^  I  I  Ex^dxdx, 


ce  qui  ramène  très-simplement  ce  cas  au  précédent.  On  voit 
en  effet  qu'il  suffit  de  faire  la  somme  des  deux  moments 
d'inertie  de  la  surface  relativement  à  deux  axes  rectangulaires 
quelconques  situés  dans  son  plan  et  se  coupant  au  point  où 
elle  est  rencontrée  par  l'axe  donné.  Si  ces  deux  axes  rectan- 
gulaires sont  axes  principaux  d'inertie  pour  leur  point  de  con- 
cours, on  aura,  suivant  les  notations  du  n*»  4, 

j    iEf'dxdx=  a'IEck),       C jlE,x^dxdx=  ft^IEw, 

et,  par  l'addition  membre  à  membre  de  ces  égalités, 

rrE(:c»-l-j*)rfxdfj==(a»-l-6')2Eû): 

on  conclut  facilement  de  là  que  le  carré  du  rayon  de  gyration 
répondant  à  l'ax^  perpendiculaire  au  plan  de  la  surface  est 
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égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  demi-diamètres  princi- 
paux de  Tellipse  d'inertie  ayant  son  centre  au  pied  dudit  axe 
dans  le  plan. 

Quand  Tintégration  rigoureuse  des  expressions  ci-dessus 
données  sera  impossible  ou  trop  difficile,  on  fera  usage  des 
méthodes  d'approximation.  Par  exemple,  on  pourra  partager  la 
surface  en  éléments  finis,  mais  assez  petits,  que  Ton  considé- 
rera comme  autant  de  points  matériels  ;  puis  on  calculera  le 
moment  d'inertie  de  chacune  de  ces  masses,  et  on  en  fera  la 
somme.  Si  la  surface  est  homogène,  et  que  l'axe  donné  soit 
dans  son  plan,  on  la  divisera  en  tranches  parallèles  à  cet  axe, 
et  l'intégrale  double  sera  alors  remplacée  par  l'intégrale  simple 
des  moments  d'inertie  de  ces  tranches;  la  méthode  de  Simp- 
son deviendra  donc  applicable. 

Il  serait  aisé  de  poser  d'autres  formules  symboliques  en 
employant  les  coordonnées  obliques  ou  les  coordonnées  po- 
laires; on  ne  s'y  arrêtera  pas  ici. 


6.  Expressions  toutes  calculées  de  moments  d'inertie  de  surfaces  homo- 
gènes, —  Nous  allous  maintenant  donner  les  valeurs  toutes  calculées  des 
moments  d'inertie  et  des  rayons  de  gyration  de  quelques  surfaces  planes 
par  rapport  à  des  axes  déterminés.  Nous  supposerons  la  densité  constante 
et  égale  à  Tunité,  valeur  particulière  qui,  une  fois  rhomogénéité  admise, 
n'altère  pas  la  position  du  centre  de  gravité,  ni  les  rayons  de  gyration, 
ni  l'ellipse  d'inertie  relative  à  un  point. 

i"  Rectangle  plein  et  homogène,  —  Soient  /  la  largeur  AB  [Jig,  a),  A  la 
hauteur  BD,  0  le  centre  du  rectangle,  Ox,  0/deux  parallèles  aux  côtés. 

Le  moment  d'inertie  relativement  à  Ojt,  ou  2/^w,  est  égal  à  —/^S 


Fig.  2. 


et  le  rayon  de  gyration  correspondant  a  pour  carré 


y 

A B 

G  D 


Ah^ 


soit  ■ 


Ih  1-2 

Le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  Oj,  s'ex- 
prime de  même  par  —  ^/%  et  le  carré  du  rayon 

de  gyration  par  — P, 

D'après  une  remarque  du  n**  3,  Ox  et  0/  sont 
les  axes  principaux  pour  le  centre  de  gravité. 
En  conséquence^,  l'ellipse  centrale  d'inertie  sera  représentée  par  l'équa- 
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lax*       i2j' 


ï; 


elle  sera  semblable  à  l'ellipse  inscrite  dans  le  rectangle,  et  aura  pour 

h 


demi-axes  les  longueurs  -/  i/«ï  -à  i/o»  soit  0,577 -  et  0,577; 


Fig.  3. 


2°  Rectangle  évidé  homogène,  —  Nous  suppo- 
serons d'abord  que  la  surface  soit  symétrique 
par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Ox, 
O7  (fig.  3),  dont  le  point  do  rencontre  sera 
le  centre  de  gravité.  Soient  Â5  =  /,  BD  =  A , 
ÊF  +  GH  =  /',  HM  =  ^'.  On  aura  : 

Pour  le  moment  d'inertie  relativement  à  Ox, 

Pour  le  moment  d'inertie  relativement  à  Ojr, 

2x*a)  =  ^[{/'  -  hy  +  h^l-^ljy, 

Pour  l'aire  de  la  surface, 

2w  =  /A~/7i'. 


On  en  déduira  aisément  les  rayons  de  gyration  autour  de  Ox  et  0^,  ed 
l'on  pourra  construire  ToUipse  centrale  représentée  sur  la  figure. 

Dans  le  cas  où  la  symétrie  n'existerait  pas,  la  recherche  de  l'ellipse 
centrale  d'inertie  serait  un  peu  plus  complexe,  parce  que  le  centre  de 
gravité  ne  serait  pas  connu  d'avance.  Néanmoins  les  calculs,  quoique  plus 
longs,  ne  présenteront  aucune  difficulté,  et  nous  ne  croyons  pas  utile 
d'en  donner  un  exemple.  Le  problème  se  résoudra  toujours  au  moyen  des 
indications  générales  précédemment  données. 

3**    Cercle  plein    ou  couronne    circulaire   ïwmogène,  —  Le  moment 

d'inertie  d'un  cercle  de  rayon  R  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  Ox  (fig.  4), 
passant  par  son  centre,  a  pour  valeur 

^ttR^  Le  rayon  de  gyration  s'exprime  par 

—       ou  par  -R.  L'ellipse  centrale 
d'inertie  sera  donc  un  cercle  OA  ayant  un 


V  ttR^ 


rayon  moitié  de  celui  du  cercle  proposé  OB. 
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S'il  s'agit  d^une  couronne  circulaire,  en  appelant  R  le  rayon  5Ï  du 

cercle  extérieur  (fg,  5),  r  le  rayon  OB 
du  cercle  intérieur,  le  moment  d'inertie 
relativement  à  un  diamètre  Ox  s'expri- 
mera par  T  ^(R* —  ''*  )j  1®  rayon  de  gyra- 
tion  correspondant  par 


v/^ 


Fig 

€ 

.6. 

f^r 

vS~ 

'J-  J 

H                  y^ 

C'est  le  rayon  du  cercle  OC  qui  remplace  Tellipse  centrale  d'inertie. 

4**  ElUpse  pleine  m  couronne  elliptique  homogène,  —  Soit  l'ellipse 
ACBD  {fig.  6),  dont  nous  désignerons  le  grand  axe  ÂB  par  /,  et  le  petit 
axe  CD  par  h,  Le^  moments  d'inertie  de  la  surface,  relativement  aux  lignes 

AB  et  CD,  ont  respectivement  pour  va- 
leur 7^7  7r /A'  et  F7^^^'-  L'aire  de  l'ellipse 

étant  d'ailleurs  égale  à  -zt^lh^  les  deux 
4 

rayons  de  gyration  correspondants  seront 
~^/^'  et  i/"^^S  c'est-à-dire  -7^  et 

jl\  d'où  il  suit  que  l'ellipse  centrale  d'inertie  (dont  les  axes  principaux, 

d'après  une  remarque  du  n°  3,  sont  dirigés  suivant  AB  et  CD)  sera  l'el- 
lipse donnée- dont  les  dimensions  auraient  été  réduites  de  moitié. 

Lorsque  l'ellipse  présentera  un  vide  intérieur  de  forme  elliptique,  il  y 
aura  toujours  possibilité  de  trouver  sa  surface  et  son  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  quelconque,  en  calculant  la  différence  des  surfaces 
et  des  moments  d'inertie  de  deux  ellipses  pleines.  Dans  le  cas  particulier 
où  le  contour  du  vide  serait  concentrique  et  semblable  au  contour  exté- 
rieur, et  semblablement  placé,  on  reconnaît  aisément,  au  moyen  de  cette 
méthode,  qu'en  appelant  m  le  rapport  des  dimensions  de  l'ellipse  inté- 
rieure avec  celles  de  la  grande  ellipse,  l'ellipse  centrale  d'inertie  est  encore 
semblable  aux  deux  premières,  qu'elle  est  semblablement  placée,  et  qu'elle 
a  pour  axes 

-/i/i4-/«*    et    -h  i/i-hm*. 
a    ^  a 

Nous  nous  bornerons  à  ces  exemples.  Le  lecteur  pourra  trouver  d'autres 
expressions  toutes  calculées  de  moments  d'inertie  des  surfaces  homogènes, 
dans  les  ouvrages  sur  la  Résistance  des  Matériaux  et  les  Aide-Mémoire  de 


Digitized  by 


Google 


l6  GHÀPITRB  PAEMIBR. 

Mécanique  pratique.  Quant  aux  moments  d'inertie  de  surfaces  non  homo- 
gènes, il  sera  bien  rare  qu'on  puisse  en  faire  usage  dans  les  applications, 
car  les  données  numériques  manqueraient  pour  cela.  Si  toutefois  le  cas  se 
présentait,  on  se  reporterait  aux  considérations  générales  que  nous  avons 
placées  au  commencement  du  n°  5. 

7.  Centre  de  percussion  d'une  surface  plane.  —  Après  avoir 
matérialisé  une  surface  plane ,  comme  nous  Tavons  fait  au 
n^  ly  en  attribuant  à  Tun  quelconque  de  ses  éléments  o  une 
densité  constante  ou  variable  E,  on  peut  assujettir  ce  corps, 
en  forme  de  disque  extrêmement  mince,  à  tourner  autour 
d'un  axe  contenu  dans  son  plan.  Il  y  aura  ators  à  considérer 
un  centre  de  percussion,  c'est-à-dire  un  point  tel,  qu'en  y 
appliquant  une  impulsion  perpendiculaire  à  la  surface,  l'axe 
n'éprouverait  aucune  pression.  Telle  est  la  définition  méca- 
nique :  nous  allons  voir  qu'on  peut  lui  en  substituer  une  qui 
soit  purement  géométrique. 
Soient,  en  effet,  A  la  surface  donnée  (fig.  7),  Ox,  Ojr  deux 
Fig. 7.  axes   des   coordonnées,  rectangu- 

laires entre  eux,  dont  l'un,  0.r,  est 
celui  autour  duquel  la  surface  est 
assujettie  à  tourner.  Appelons  Xy  et 
j,  les  coordonnées  du  centre  de  per- 
cussion. On  sait  d'abord  que  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'axe  0^  est 
égale  à  la  longueur  du  pendule  simple  équivalent  au  disque 
matériel  représenté  par  A,  ce  qui  conduit  à  la  relation 

_2E7'6û 
^'~  ^iEjco' 

En  second  lieu,  0^  doit  être  axe  principal  d'inertie  au  point  où 
il  est  coupé  par  un  plan  qui  lui  serait  perpendiculaire,  et  qui 
contiendrait  le  centre  de  percussion.  Donc,  si  Ton  transportait 
l'axe  des  j  parallèlement  à  lui-même  en  ce  point,  on  aurait 
2E:r'/'ck)  =  G  (n®  3),  ^'  et  /'  étant  les  coordonnées  nouvelles; 
ou  bien,  comme  on  a^^j^,  ^'  =  ar  — jti,  on  posera 

2Ey(a:  — a7,)&)  =  o, 
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relation  qui  donne  la  valeur  de  Xi  : 

lExyùy 


x,= 


lEjû> 


On  voit,  en  conséquence,  que,  d'après  la  définition  ci-dessus 
donnée,  nous  avons  trouvé  les  coordonnées  a:, ,  ^i  du  cenire 
de  percussion.  Réciproquement,  on  pourrait  se  servir  des  va- 
leurs JT,  et  j,  pour  définir  le  centre  de  percussion,  et  alors  la 
propriété  mécanique  dont  jouit  ce  point  ne  serait  plus  en  évi- 
dence :  on  aurait  une  définition  purement  géométrique. 

8.  Propriétés  diverses  du  centre  de  percussion  d'une  surface 
plane.  —  Le  centre  de  percussion  de  la  surface  plane  A  (Jig.  7) 
peut  encore  être  considéré  à  un  autre  point  de  vue  qui  sera 
souvent  utile.  Supposons  un  prisme  droit  qui  aurait  A  pour 
base,  et  attribuons  à  chaque  élément  de  volume  de  ce  prisme 
la  même  densité  qu'à  l'élément  superficiel  w  sur  lequel  il  se 
projette  dans  le  plan  de  la  base;  admettons  enfin  que  ce  prisme 
soit  terminé  à  un  second  plan  passant  par  Ox  :  le  centre  de 
gravité  du  volume  hétérogène  ainsi  formé  se  projettera  sur  le 
plan  de  A,  en  un  point  qui  sera  précisément  le  centre  de  per- 
cussion de  cette  surface.  En  effet,  soit  z  la  hauteur  de  Télé- 
ment  prismatique  qui  a  cù  pour  base  ;  soient  X2 ,  />  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  en  projection  ;  le  théorème  des 
moments  donne  ^^--?^r^ 

X2li'Ez(ù=:2'ExZ(^.  v  -m-  --    \ 

n  M    */  • 

Or,  -  est  égal  à  une  constante;  donc  V  ^       *  ,y  •      Ij 

^^»  =  Ie7^=^^-     ^»^TË7^  =  ^''      — ^^ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Celte  nouvelle  manière  d'envisager  le  centre  de  percussion 
d'une  surface  plane  conduit  à  des  consé(JUences  qu'il  suffit 
d'énoncer  pour  en  apercevoir  la  démonstration,  et  qui  bien 
souvent  donneront  une  détermination  immédiate  de  ce  point. 
Voici  ces  conséquences  : 

I,     1^    ÉDIT.  2 


\^- ^'^V 


/."•> 
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i""  S'il  existe  dans  la  surface  plane  A  un  diamètre  dont  les 
cordes  conjuguées  soient  parallèles  à  Taxe  de  rotation;  si,  en 
outre,  sur  chacune  de  qes  cordes  les  masses  sont  symétrique- 
ment distribuées  de  part  et  d'autre  du  point  de  rencontre  avec 
le  diamètre,  le  centre  de  percussion  de  A  sera  sur  le  diamètre 
dont  il  s'agit. 

a*»  Quand  ou  voudra  trouver  le  centre  de  percussion  de  l'en- 
semble de  deux  surfaces  dans  un  même  plan,  on  pourra  cher^ 
cher  celui  de  chacune  des  deux  surfaces  isolées,  par  rapport  à 
Taxe  de  rotation  donné;- joindre  ces  deux  points,  puis  prendre 
sur  la  ligne  de  jonction  un  point  qui  la  divise  en  deux  seg- 
ments inversement  proportionnels  aux  moments  des  deux 
surfaces  (XE/w)  relativement  à  Taxe  de  rotation.  Il  est  clair 
que  cette  propriété  peut  facilement  s'étendre  à  la  différence 
de  deux  surfaces,  ou  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
surfaces,  toujours  dans  un  même  plan. 

3«  Le  centre  de  percussion  d'une  surface  plane  est  iden- 
tique avec  le  centre  de  forces  parallèles  appliquées  sur  ses  di- 
vers éléments,  et  proportionnelles,  pour  chacun  d'eux,  d'une 
part  à  sa  masse  Eco,  d'autre  part  à  la  distance  qui  le  sépare 
de  l'axe. 

4**  Voici  encore  une  propriété  bonne  à  connaître.  Si  l'on 
transforme  la  surface  plane  A ,  en  menant  par  un  point  quel- 
conque M  une  ligne  MP  de  direction  constante,  et  par  le 
point  P  où  elle  coupe  l'axe  de  rotation  une  autre  ligne  PM', 
de  direction  également  déterminée,  dont  la  longueur  serait 
celle  de  MP  amplitiée  ou  diminuée  dans  un  rapport  constant, 
le  centre  de  percussion  de  la  surface  transformée  s'obtiendra 
en  exécutant  sur  le  centre  de  percussion  de  A  l'opération  géo- 
métrique qui  vient  d'être  définie. 

Désignons,  en  effet,  par  des  lettres  avec  un  accent  tout  ce 
qui  se  rapporte  à  la  surface  transformée  :  on  aura ,  pour  les 
coordonnées  de  son  centre  de  percussion, 

2E/-C0-  lE^ryo)^ 

Or  il  y  a  d'abord  un  rapport  invariable  entre  l'aire  &>  et  sa  trans- 
formée 0)',  car  la  transformation  n'altère  pas  les  dimensions 
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parallèles  aux  x  et  multiplie  par  un  nombre  déterminé  celles 
qui  sont  parallèles  aux/;  de  plus,  on  voit  immédiatement  que 

/'=m/    et    :r'=:  07-4-/1/, 
m  et  /i  étant  des  constantes.  Par  suite,  on  peut  écrire 

•^  *  lE/w         -^  *       2E7W  SE/ût)  «^ 

donc  enfin  le  point  (^',  ,yi)  est  bien  identique  avec  le  point 
déduit  du  centre  de  percussion  de  A ,  par  la  transformation 
géométrique. 

9-  Exemples  de  la  recherclie  des  centres  de  percussion*  —  Nous  allons 
indiquer  ici  les  centres  de  percussion  de  quelques  surfaces  homogènes 
tournant  autour  d'axes  déterminés. 

I**  Rectangle  ou  parallélogramme  homogène  tournant  autour  d'un  de 
ses  côtés,  —  Les  considérations  présentées  au  n°  8  prouvent  immédiate- 
ment que  le  centre  de  percussion  se  trouve  sur  la  médiane  qui  rencontre 
l'axe  de  rotaUon,  et  aux  deux  tiers  de  la  hauteur,  à  partir  dudit  axe.  On 
arrive  à  la  même  conséquence  par  l'emploi  des  valeurs  de  x^  et  /,  don- 
nées au  n""  7.  En  appelant  /  la  longueur  du  cété  autour  duquel  tourne  la 
surface,  h  l'autre  dimension ,  puisque  E  ne  varie  pas  d'un  point  à  un  autre, 
on  aura 


£ 


3  a, 


^-•  =  -71 =  T7,  =  3^- 

Jo    ^^'^^        ^ 

Il  est  visible  d'ailleurs,  dans  le  cas  du  rectangle,  que  le  centre  de  perçus* 
sion  doit  se  trouver  sur  la  ligne  perpendiculaire  au  milieu  de  la  lon- 
gueur /;  car,  si  l'on  prend  cette  ligne  pour  axe  des  f,  il  y  a,  pour  un 
élément  quelconque  &>,  un  autre  élément  symétrique  ayant  même  ordon- 
née J'y  et  une  abscisse  égale  et  de  signe  contraire  :  donc  2Ej:/w  =  0, 
et,  par  suite,  .r,  =  o.  Pour  le  parallélogramme,  la  vérification  de  la  va- 
leur de  x^  exigerait  un  petit  calcul^  bien  facile  à  trouver  et  auquel  il  nous 
semble  inutile  de  nous  arrêter. 

2*  Triangle  homogène  tournant  autour  d'un  de  ses  côtés.  '—  Soit  le 
triangle  ABC  tournant  autour  de  AC  (Jîg,  8)  :  pour  avoir  le  centre  de 
percussion,  il  faut  avoir,  en  projection  sur  le  plan  ABC,  le  centre  de  gra- 
vité d'un  tétraèdre  dont  A,  B,  C  seraient  trois  sommets ,  et  dont  le  qua- 
trième, que  nous  appellerons  B',  se  projetterait  en  B.  Or,  rien  n'est  plus 

2. 
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facile.  On  sait  que  le  centre  de  gravité  d*nn  tétraèdre  se  trouve  au  point 
de  rencontre  des  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés.  Pre- 


Fig.  8. 


nous  donc  le  milieu  D  de  ÂC  et  joignons-le  au 
milieu  de  BB'  ;  nous  aurons,  en  projection ,  la 
ligne  BD.  D'un  autre  côté,  les  milieux  de  AB' 
et  CB'  se  projetant  respectivement  sur  les  mi- 
lieux de  ÂB  et  CB,  en  E  et  H,  la  ligne  EH 
passera  aussi  par  la  projection  du  centre  de 
gravité.  Donc  ce  point  ne  sera  autre  que  G, 
milieu  de  BD. 
Ainsi,  pour  obtenir  le  centre  de  percussion  du  triangle  homogène  ABC, 
tournant  autour  de  AC,  on  joindra  le  milieu  de  AC  au  sommet  opposé,  et 
Ton  prendra  le  milieu  G  de  la  ligne  de  jonction  :  G  sera  le  centre  de 
percussion  cherché. 

3**  Trapèze  homogène  tournant  autour  (Vtm  des  deux  côtés  non  parai- 
lèlcs,  —  Soit  ABDC  le  trapèze  donné  {fig,  9),  AC  Taxe  de  rotation  qui 
rencontre  en  S  le  côté  opposé  BD,  Posons  BD  =  //, 
BS  =  mh.  Imaginons  un  plan  quelconque  passant  par 
la  droite  SCA,  et  désignons  par  B',  D' les  points  de  ce 
plan  qui  se  projettent  respectivement  sur  B  et  D. 
Le  centre  de  percussion  du  trapèze  ABDC  sera  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  la  pyramide  tron- 
quée ABDCD'B',  différence  des  deux  tétraèdres  sem- 
blables SABB',  SCDD',  ayant  S  pour  sommet  commun. 
Ces  deux  tétraèdres  ont  leur  centre  de  gravité  sur  tme 
droite  partant  de  S  et  aboutissant  au  centre  de  gravité 
de  la  base  ABB',  et  comme  le  centre  de  gravité  de  ABB' 

se  projette  au  point  F,  tel  que  BF  =  ~ÂB,  nous  connaissons  ainsi  une 

ligne  SF  qui  contient  le  centre  de  percussion  du  trapèze.  Pour  achever 
de  le  déterminer,  on  cherchera  la  distance  x,  comptée  parallèlement 
à  BD,  qui  le  sépare  de  la  ligne  AB.  A  cet  effet  on  remarquera  que  les 

tétraèdres  SABB',  SCDD'  sont  respectivement  proportionnels  à  SB  ,  SD  , 
soit  à  w^,  (m  — 1)\  et  que  les  distances  de  leurs  centres  de  gravité  au 
plan  ABB',  comptées  (comme  la  distancer)  parallèlement  à  BD,  sont 

7 SB,  --SD-I-BD,  ou  encore  7/wA,  7(^4-3)//.  Le  théorème  des  mo- 
4         4  4  4 

ments  donne  donc 

_  i    //iVi~(///~i)MfflH-3)A  _  I  ,  6w^ 
•^"4*  7,/»^  (/,!-, y»  "~4''3//i' 


8/w-h3 


3  /«  -h  I 
Pour  m  =  i,  cas  auquel  le  trapèze  dégénérerait  en  triangle,  on  a 


Digitized  by  LjOOÇIC 


généralités;    principes   FONDAHENTAUX ,   ETC. 


ai 


x  =  -j//;  si  m  varie  en  croissant  depuis  i  jusqu'à  œ ,  x  crott  aussi  et 
4 

tend  vers  la  limite  -^h.  Dans  ce  cas  limite  le  trapèze  devient  un  parallé- 
logramme. Les  deux  résultats  qu'on  vient  de  trouver  concordent  avec 
ceux  qu'on  a  donnés  ci-dessus  (i""  et  a°). 

4°  Segment  de  cercle  homogène  tournant  autour  de  sa  corde,  —  Con- 
Fig.  lo:  sidéron^  le  segment  MLP  (fg.  \o),  pris  dans  un 

cercle  homogène  de  rayon  R,  et  devant  tourner 
autour  de  sa  corde  MP.  Le  centre  de  percussion 
se  trouvera  en  U,  sur  la  ligne  diamétrale  OQ, 
perpendiculaire  au  milieu  de  MP  (n""  8)  :  il  sera 
complètement  déterminé,  si  l'on  peut  trouver  sa 
distance  au  centre  du  cercle  0,  ou  simplement  le 

rapport  -^  =  /i.  C'est  à  quoi  nous  parviendrons 

en  nous  servant  de  la  formule  du  n°  7,  qui  nous 
donne  la  valeur  de  x^  ou  de  QÎÎ.  Pour  l'appliquer,  partageons  la  surface 
en  éléments  dxdy  par  des  parallèles  aux  lignes  QP  et  QL,  prises  pour 
axes  des  x  et  des  /;  nous  aurons,  en  appelant  ^  l'angle  POL^ 


QH  =  R{/i-cos|l|^<i|-^ 


dxdj  ' 


E  disparait  encore,  comme  facteur  constant  commun  aux  deux  ternies  de 
la  fraction.  Une  première  intégration,  faite  pour  l'une  des  rangées  d'élé- 
ments disposés  suivant  une  parallèle  aux  x^  donnera  l'équation     ^ 


(/i  —  cos^)R 


'  x^dj  =  / 

0  t/o 


Il(i  — cosy) 


j'j?^(r, 


dans  laquelle  x  et  7  ne  désignent  plus  que  les  coordonnées  d'un  point  S 
quelconque  de  l'arc  LP.  Or,  si  Ton  désigne  par  a  l'angle  LOS  que  fait 
avec  OL  le  rayon  passant  par  ce  point,  on  a 

X  =  Rsina, 

^•=  R(C0S7.  —  C0S<î>), 
dy  =i  -^  Rsina^a, 

valeurs  qui,  substituées  dans  la  dernière  équation,  donnent 

(/i  — cos^)/     sin*a(cosa  —  COS<î>)f/a  =  /     8in^a(cosa  —  C0S<î>)*^/a. 
Jo  .  .  Jo 
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Pour  effectuer  les  intégrations,  on  se  rappellera  que 


/ 
/ 
/ 


sin'acosacfa  =  ^sin'a, 

.  n     ,        I         I   . 
sm*aflfa  =  -a smacosa, 

sm'acos^arfa  =  7sm'acosa4-^a  — -sma  cosa. 
4  00. 


On  obtiendra  donc  sans  difficulté  la  valeur  de  n, 

—  T?  —  ?8in^y  cosy  —  Isiny  cos<p 
"■    fsin'<p  — <pcos<î>-hsinycos*<p  ' 

ce  qu'on  peut  encore  écrire  de  la  manière  suivante  : 

_i    f  —  sinycosy —  Isin^^pcostp 
~"4*      sinf  —  <j>  cos<p  —  jsin^<ï> 

Voici  les  résultats  de  quelques  substitutions  : 


Pour  f  =  TT     on  trouve 

n  =  o,25o, 

5n 
6 

0,295, 

37r 

4 

0,335, 

27r 
T 

o,4io, 

TT 
2 

0,589, 

3 

0,790, 

TT 

4 

0,876, 

TT 

6 

0,943, 

0 

1,000, 

Une  interpolation  facile  à  concevoir  donnerait  approximativement  les 
valeurs  de  n  correspondant  à  des  valeurs  y  non  comprises  dans  le  tableau 

précédent  :  par  exemple,  quand  «p  sera  égal  à  -^j  on  posera  la  proportion 


0,589  -  ff  :  û,589  -  0,410  ::  -  - 1  :  î -  i, 
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d'où 

n  =  0,482. 

Le  calcul  direct  donne  pour  résultat 

n  =  0,476. 

Si  le  segment  circulaire ,  au  lieu  d'être  plein,  se  réduisait  à  la  circon- 
férence, ou,  si  Ton' veut,  aune  couronne  très-mince,  en  conservant  les 
notations  précédentes,  on  aurait 


£ 

/       (C0Sa--C0S<p)^/a 


(cosa— cos<p)'rfa 

/ï  —  COS  (p  = 


d'où  l'on  tire 

I    9  —  sinycosç 
a    smçp— -ycosy 

Voici  encore  les  valeurs  numériques  de  n  correspondantes  à  quelques 
valeurs  de  f  : 


ur  ç  =  -TT 

on 

trouve 

n  =0,500, 

57r 

6 

o,55i, 

37r 

4 

0,602, 

aTT 
3 

0,661, 

2 

0,785, 

3 

0,897, 

4 

0,940, 

TT 

6 

0,973, 

o  1,000. 

5°  Segment  elliptique  homogène  tournant  autour  de  sa  corde.  —  Ce 
problème  se  ramène  au  précédent.  Soit,  en  effet,  MLP  {fig.  1 1)  le  segment 
elliptique  donné ,  ayant  son  centre  en  0  ;  soient  LI  et  OK  deux  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  OK  est  parallèle  à  MP.  Par  un  point  quelconque  G, 
pris  sur  l'ellipse,  menons  GF  parallèle  à  LI;  puis  par  le  point  F  et  per- 
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pendiculairement  à  MP,  la  ligne  FG',  que  nous  terminerons  à  son  point  de 
rencontre  avec  la  ligne  GG',  de  direction  indéterminée,  mais  constante 
Fig, ,,.  pour  tous  les  points.  On  aura 

^'^Nv  /'^^'^S""^  ■  /  i       )g        On  démontre  sans  difficulté  que 

\»    X,^^    /V^  -^'n   ^     '       /       le  lieu  des  points  G' est  une  ellipse 

\     ^1>\       \     /^^v'     /  ayantpouraxes,  d'une  part,  la  pro- 

/Ç  .1^^^  ^\)^'''"^''>^^^<.  jection  oblique  de  LI  sur  la  per- 

^     ''    ^  pendiculaire  L'I'  élevée  au  milieu 

de  MP,  la  projection  étant  faite  par 
des  parallèles  à  GG'  ;  d*autre  part,  le  double  de  ÔK .  La  courbe  transformée, 
lieu  des  points  G',  sera  un  cercle,  en  choisissant  convenablement  la  di- 
rection indéterminée  G  G'  ;  il  suffira  de  faire  en  sorte  que  la  projection 
oblique  de  OL,  c'est-à-dire  O'L',  soit  égale  à  ÔK  :  ce  qui  est  un  pro- 
blème très-simple  de  Géométrie  élémentaire.  Le  centre  de  ce  cercle 
sera  0',  projection  oblique  du  centre  0  de  l'ellipse. 

Ayant  construit  le  segment  circulaire  ML'P;  on  déterminera  son  centre 
de  percussion  H',  relatif  à  l'axe  MP,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut. 

QTrp 

On  obtiendra  le  rapport =  /;,  en  substituant  dans  son  expression 

l'angle  ^  dont  le  cosinus  est  —  •==-  ou  —  r^  •  Connaissant  H',  on  mè- 
^  O'L'  OL 

nera  H' H  parallèle  à  G' G,  et  son  intersection  H  avec  LI  sera  précisément 
le  centre  de  percussion  du  segmeni  elliptique.  En  effet,  nous  avons  appli- 
qué ici  purement  et  simplement  la  dernière  propriété  démontrée  au  n^  8. 
Pratiquement  il  ne  serait  pas  nécessaire  de  passer  par  la  détermination 

TTTTp  (\VK 

du  point  auxiliaire  H'.  En  effet  -rr^^  =  T=r  =  n  ;  donc,  après  avoir  cher- 

O'L'       OL 

ché  le  rapport  n  qui  répond  à  l'angle  y  dont  le  cosinus  est  —  :=—)  il 

suffira  de  porter  sur  OL  la  distance  OH  égale  à  /z.ÔL  :  le  point  H  sera 
le  centre  cherché. 


10.  Recherche  générale  des  centres  de  percussion  par  le 
Calcul  intégral  ou  par  la  Géométrie.  —  Les  valeurs  des  coor- 
données Xi ,  Xx  du  centre  de  percussion  d'une  surface  plane 
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tournant  autour  d'un. axe  situé  dans  son  plan  sont  exprimées 
au  moyen  de  trois  sommes  étendues  à  tous  les  éléments  su- 
perficiels. Il  est  clair  que  chacune  de  ces  sommes  peut  â.tre 
calculée  au  moyen  d'une  intégrale  double,  comme  on  l'a  vu  à 
propos  des  moments  d'inertie  (n°5).  Ces  sommes  peuvent 
également  se  trouver  à  l'aide  des  procédés  approximatifs^con- 
nus,  tels  que  la  méthode  de  Simpson. 

On  peut  aussi  employer  dans  cette  recherche  un  procédé 
géométrique.  Nous  le  croyons  d'autant  plus  intéressant  à  con- 
naître qu'il  conduit  à  des  résultats  simples  et  élégants,  et  que 
(  comme  nous  le  montrerons  tout  à  l'heure  )  il  est  directement 
applicable  à  la  détermination  du  centre  de  pression  d'une  aire 
plane  plongée  dans  un  liquide  pesant  et  homogène. 

Soit  donc  CD  [fig.  12  )  la  surface  plane,  de  forme  quelcon- 

Fig.  12. 


que,  dont  on  veut  avoir  le  centre  de  percussion  relativement  à 
l'axe  TT'  contenu  dans  son  plan.  Soit  0  son  centre  de  gravité, 
autour  duquel  on  suppose  tracée  l'ellipse  centrale  d'inertie. 
Menons  par  le  point  0  les  axes  principaux  d'inertie  Oj;,  O7, 
et  en  outre  deux  droites  0(v,  Ov,  l'une  parallèle  et  l'autre 
conjuguée  à  la  direction  TT';  nommons 

Xy  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  par  rapport  aux 

axes  Ox,  Oj; 
v,  w  les  coordonnées  obliques  de  ce  même  point  relativer 

ment  à  Ov,  Otv; 
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Xt9  y\9  V\9  Wi  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques 
du  centre  de  percussion  demandé; 

Vi  la  valeur  particulière  de  v  pour  un  point  quelconque  de 
TT',  c'est-à-dire  la  distance  OÂ  prise  avec  le  signe  —  ; 

p  la  longueur  du  demi-diamètre  OP; 

i  l'angle  POw  qu'il  fait  avec  son  conjugué; 

u  la  quantité  v  sin  d  pour  un  point  quelconque,  c'est-à-dire 
la  distance  normale  de  ce  point  à  Ow,  prise  avec  le 
signe  -h  ou  avec  le  signe  — ,  suivant  que  l'ordonnée  v  est 
positive  ou  négative  ; 

tti ,  Ml  les  valeurs  particulières  de  u  pour  le  centre  de  per- 
cussion et  l'axe  TT'; 

r  le  rayon  de  gy ration  de  la  surface  CD  relativement  à  0(v. 

Le  centre  de  percussion  est,  comme  on  l'a  vu  (n** 8),  le 
centre  de  forces  parallèles  appliquées  aux  divers  éléments  w 
de  la  surface,  et  proportionnelles,  pour  chacun  d'eux,  au  pro- 
duit de  sa  masse  Eût)  par  sa  distance  à  l'axe  de  rotation;  d'ail- 
leurs cette  distance  s'exprime  ici  par  a— m^  ou  par  (f — f ,)  sin  d. 
Appliquant  en  conséquence  le  théorème  des  moments  par  ' 
rapport  aux  lignes  Ocv,  Ovj  on  trouvera 

c,2E(i'— -Cj)ck)=2Ev(t'— <',)ût), 
W|2E(('— t',)û)=2Ew(c'  — i'ijck); 

ou  bien  en  tenant  compte  de  ce  que  le  centre  de  gravité  est  à 
l'origine,  ce  qui  entraîne  la  nullité  des  sommes  2Ei^&),  ZEu^ot), 
il  vient 

—  CiCa2E&);=2E(/'w, 

(V|Va2E&)=:2Ei'<VCk). 

Or  on  a  démontré  au  n""  k  les  égalités 

2E(;»û)  =  /?»IE&), 
2Ec«;c«)  =  o: 

les  deux  précédentes  donneront  donc  enfin 

(1)  ^i<'»4-/>'  =  0, 

(2)  (V,  =  0. 
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On  pourra  poser  aussi  »  en  vertu  de  (i), 

^  v,v,sin'3  4-p*sin*ô  =  o; 

or,  par  définition,  Vi  sind  et  c'asind  ne  sont  autre  chose  que  Ut 
et  M,,  et,  d'un  autre  côté,  psini  est  égal  à  r{n»4);  donc 

(3)  M,iij-f-r'  =  o, 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  font  connaître  le  centre  de  per- 
cussion par  ses  coordonnées  Ci ,  w, ,  m,  ,  qui  se  trouvent  ex- 
prltaées  en  fonction  des  données  m»,  Cj,  r,  p.  Interprétons 
maintenant  ces  équations  en  langage  ordinaire. 

L'équation  (2)  nous  apprend  que  w,  est  nul,  et  que  par  con- 
séquent le  centre  de  percussion  se  trouve  quelque  part  sur  la 
ligne  Oi/,  en  H  par  exemple.  L'équation  (i)  montre  que  Vt  et  c^, 
sont  de  signes  contraires  ;  que,  par  suite,  le  centre  de  gravité  0 
est  compris  entre  le  centre  de  percussion  H  et  le  point  A  où 
Taxe  de  rotation  est  coupé  par  Ov;  enfin  que  OP  est  moyen 
proportionnel  entre  DA  et  OH.  Quant  à  l'équation  (3),  elle 
définit  la  distance  normale  du  point  H  à  Oiv;  on  aurait  pu  la 
trouver  en  exprimant ,  suivant  les  théories  connues ,  que  le 
centre  de  percussion  demandé  se  trouve  sur  l'axe  d'oscillation 
de  la  surface  CD  considérée  comme  un  pendule  tournant  au- 
tour de  l'axe  de  suspension  TT'. 
En  résumé,  nous  pouvons  énoncer  la  règle  suivante  : 
Pour  déterminer  le  centre  <te  percussion  dune  surface  plane 
CD,  relativement  à  un  a^e  Tï\  on  mènera  par  le  centre  de 
gravité  0  de  cette  surface  le  diamètre  kOv  conjugué  de  TT' 
dans  V ellipse  centrale  d'inertie;  puis,  dans  le  prolongement 

ôp' 

de  AO,  l'on  portera  la  longueur  OU  égale  à  -r=r  ,  OP  étant 

le  rayon  de  Vellipse  dans  la  direction  AO.  Ou  bien  encore» 
après  avoir  tracé  AOt',  on  prendra  la  rencontre  H  de  cette 
ligne  avec  une  parallèle  à  TT'  menée  au  delà  du  centre  de 

gravité,  à  la  distancé  OG  =-=r,  r  étant  le  rayon  de  gpxUion 

OB 

relativemeni  àOw^ 
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Nous  avons  dit  que  les  résultats  trouvés  pour  les  centres  de 
percussion  étaient  directement  applicables  à  la  recherche  des 
centres  de  pression,  problème  qu'on  iraite  dans  THydrosta- 
tique.  Supposons,  en  effet,  que  CD  soit  une  aire  plane  plongée 
dans  un  liquide  pesant  et  homogène  en  équilibre,  la  pression 
étant  en  outre  censée  nulle  au  niveau  supérieur  du  liquide  (si 
elle  ne  Tétait  pas,  on  relèverait  ce  niveau  d'une  quantité  égale  à 
la  hauteur  représentative  de  la  pression  qui  s'y  trouve  exercée). 
Soit  IT  l'intersection  du  plan  CD,  prolongé  au  besoin,  avec 
le  plan  horizontal  du  niveau  supérieur.  Les  pressions  exercées 
par  le  liquide  sur  les  divers  éléments  superficiels  w  de  l'aire 
CD  seront,  pour  chacun  d'eux,  proportionnelles  au  produit  de 
ié  par  sa  profondeur  au-dessous  du  niveau,  et  par  conséquent 
aussi  au  produit  de  w  par  sa  distance  à  TT.  Or,  dans  l'hypo- 
thèse où  le  nombre  E  serait  constant,  c'est  précisément  la  loi 
que  suivent  les  forces  parallèles  dont  H  est  le  centre  ;  et  comme 
ce  centre  ne  change  pas  quand  toutes  les  forces  varient  dans 
un  même  rapport,  il  en  résulte  que  le  point  H  déterminé  par 
la  règle  ci-dessus  n'est  autre  chose  que  le  centre  de  pression 
de  l'aire  CD.  Dans  la  règle  en  question  il  faut  comprendre 
seulement  que  TT'  désigne  l'intersection  du  plan  de  l'aire 
donnée  avec  le  plan  du  niveau  supérieur;  de  plus,  l'ellipse 
d'inertie  doit  être  calculée  en  admettant  l'homogénéité  de  la 
surface;  enfin,  si  cette  surface  était  partiellement  hors  du 
liquide,  il  est  bien  entendu  que  la  portion  extérieure  serait 
considérée  comme  n'existant  pas,  et  qu'on  devrait  appliquer 
la  règle  à  la  partie  plongée,  prise  toute  seule. 

11.  Problème  inverse  :  iroucer  l'axe  de  rotation  quand  le 
centre  de  percussion  est  donné.  Lieu  géométrique  des  centres 
de  percussion  d*une  surface  quand  Vaxe  de  rotation  varie 
dans  son  plan  suivant  une  certaine  loi.  —  Quand  le  centre  de 
percussion  H  est  donné,  il  est  bien  facile  de  revenir  à  l'axe 
TT'  [Jig.  12)  :  il  suffit,  en  effet,  d'après  ce  qu'on  a  vu  ci-des- 
sus (n**  10),  de  joindre  le  point  H  au  centre  de  gravité  0  de 

la  surface,  de  prolonger  HO  d'une  quantité  OA=-=r-,  enfin, 
de  mener  par  le  point  A  ainsi  obtenu  une  parallèle  au  dia- 
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mètre  Om^,  conjugué  de  OH.  Ou  bien  encore,  ayant  mené  en  H 

la  ligne  HG  parallèle  à  0(v  et  abaissé  de  0  la  perpendiculaire 

P^ 

OG,  on  prolongerait  GO  de  la  quantité  OB  =-==•,  ce  qui  dé- 
terminerait B  et  parlant  IT. 

Cherchons  encore  Téquation  de  TT'  par  rapport  aux  axes 
rectangulaires  Ox^  Oy.  Conservons  les  notations  du  n<*  10 
et  soit 

y=:mx  -hn' 

cette  équation,  m  ein  étant  deux  quantités  à  trouver.  La  dis- 
tance d'un  point  quelconque  du  plan  à  cette  droite  sera  propor- 
tionnelle à  j  -—  mx  —  n,  et  les  forces  parallèles  dont  H  est  le 
centre  le  sont  au  produit  £(/  —  mx  —  /ijw;  donc  en  écrivant 
le  théorème  des  moments  pour  les  axes  coordonnés,  on  aura 

Xt2E{x—  mx  —  /i)û)  =2E(/—  mx  —  n)^w, 
^*,2E(j' —  mx  —  ;i)&)  z=2E(j  —  mx  —  n)ybu 

Or,  les  axes  Oo;  et  O7  étant  les  axes  principaux  dlnerlie  au 
centre  de  gravité,  on  a  aussi 

2Ej7a)  =  o,     2Ej&)=:o,     2E^7a)  =  o; 

si  nous  nommons,  en  outre,  a  et  6  les  deux  rayons  princi- 
paux de  l'ellipse  et  que  nous  posions,  comme  au  n"  4, 

2E7»w=ia»2Ea),     2E^»w  =  6*2Ea), 

les  deux  équations  ci-dessus  se  réduiront,  par  la  suppression 
du  facteur  2Ea),  à 

—  n  j,  =  a\ 
d'où  Ton  tire 

a}  nxx a?Xx 

L'équation  de  la  droite  TT'  sera  donc 

a}XxX      a^ 
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OU  bien  encore 

(4)  f -¥=  +  ■=»• 

On  reconnaît  dans  l'équation  (4)  celle  de  la  polaire  du 
point  H,  sauf  le  changement  de  signe  du  terme  indépendant 
de  X  et  de  x»  lequel  changement  a  pour  effet  de  faire  passer 
la  droite  dans  la  position  symétrique  par  rapport  au  centre  0. 
Ainsi  TT'  n*est  pas  précisément  la  polaire  du  point  H,  mais 
c'est  une  droite  parallèle  à  la  vraie  polaire  //',  placée  symé- 
triquement de  Taulre  côté  du  centre,  et  que  pour  cette  raison 
nous  nommerions  volontiers  Vantipolaire  de  H.  Réciproque*^ 
ment  H  serait  V antipôle  de  TT',  c'est-à-dire  un  point  pris  sur 
le  prolongement  de  la  droite  qui  joint  le  pôle  h  au  centre,  à 
la  dislance  OH  =  0A.  Celte  observation,  qu'on  aurait  pu  dé- 
duire de  la  règle  établie  au  n*  10,  aussi  bien  que  de  l'équa- 
tion (4),  permet  d'étendre  immédiatement  toutes  les  proprié- 
lés  des  pôles  et  polaires  aux  centres  de  percussion  et  axes  de 
rotation  correspondants.  De  ce  que  le  centre  de  percussion  a 
Taxe  correspondant  pour  son  antipolaire,  résultent  les  propo- 
sitions ci-après  : 

1®  Quand  le  centre  de  percussion  varie  sur  une  même  droite, 
les  axes  de  rotation  correspondants  passent  par  un  même 
point;  ce  point  est  le  centre  de  percussion  relatif  à  la  droite. 

2<*  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  passe  par  le  centre  0, 
les  axes  sont  tous  parallèles  à  la  direction  conjuguée  dans 
l'ellipse,  et  réciproquement. 

3*»  Si  l'axe  de  rotation  se  meut  en  restant  toujours  langent 
à  une  certaine  courbe  (K)  dans  le  plan,  le  centre  de  percus- 
sion décrit  une  autre  courbe  (K')  :  ces  deux  courbes  sont 
réciproques,  c'est-à-dire  que  si  Taxe  enveloppe  (K'^)  le  centre 
de  percussion  se  meut  sur  (K).  Ces  courbes  sont  les  antipo- 
laîres  réciproques;  le  degré  de  l'une  étant  connu,  le  degré  de 
l'autre  le  sera  pareillement;  on  démontre,  par  exemple,  que 
si  l'une  est  du  second  degré,  il  en  est  de  même  pour  l'autre. 

La  seconde  proposition  peut  être  donnée  comme  un  corol- 
laire de  la  construction  géométrique  par  laquelle  on  trouve 
le  centre  de  percussion  pour  un  axe  de  rotation  donné.  La 
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première  se  démontre  bien  facilement»  sans  avoir  recours  à 
la  théorie  des  polaires»  Supposons  en  effet  que  Taxe  de  rota* 
tion  varie»  mais  qu'il  doive  passer  toujours  par  un  certain 
point  fixe  dont  nous  appellerons  les  coordonnées  (»  ri  :  pour 
chaque  axe  particulier  il  y  aura  un  centre  a)uint  Xi ,  y^  pour 
coordonnées»  et  puisque  Taxe  passe  au  point  (^»  v})»  il  faudra 
que  ces  quantités  vérifient  Téquation  (4).  Donc 

donc  les  coordonnées  x^  /i  sont  liées  par  une  équation  du 
premier  degré,  et  le  point  qu'elles  représentent  se  meut  par 
conséquent  en  ligne  droite.  D'ailleurs  la  forme  de  cette  équa- 
tion, oii  :r,»  ji  désignent  les  coordonnées  courantes,  compa- 
rée à  celle  de  l'équation  (4)>  montre  clairement  que  la  ligne 
dont  il  s'agit  est  l'axe  de  rotation  répondant  ^au  centre  de  per- 
cussion [\y  yî). 

Quant  aux  propriétés  énoncées  dans  le  troisième  alinéa  (3")» 
nous  nous  contenterons  de  les  avoir  rattachées  à  la  théorie 
des  polaires.  Leur  démonstration  exigerait  de  trop  longs  dé- 
veloppements et  nous  écarterait  trop  de  notre  but.  Nous  avons 
hâte  d'aborder  la  Résistance  des  Matériaux  proprement  dite, 
dont  nous  n'avons  encore  exposé  que  des  prolégomènes* 

§  II.~  Des  forces  capables  de  produire  sur  nn  prisme  une  déforma- 
tion donnée;  tensions  correspondantes  dans  les  divers  points. 

12.  Définitions.  —  Si  l'on  prend  une  portion  de  prisme 
comprise  entre  deux  sections  normales  à  la  longueur»  très- 
voisines  l'une  de  Tautre;  que  l'on  décompose  ce  volume  en 
éléments  prismatiques  très-petits  en  tous  sens,  ayant  leurs 
arêtes  parallèles  à  celles  du  prisme  donné»  l'un  quelconque 
de  ces  éléments  recevra  le  nom  défibre  élémentaire  ou  quel- 
quefois d'élément  défibre.  Une  file  d'éléments  di^osée  paral- 
lèlement aux  arêtes  est  ce  que  nous  nommerons  une  fibre  du 
prisme. 

Un  prisme  est  susceptible  de  se  déformer  d'une  infinité  de 
manières;  mais  nous  n'étudierons  qu^une  classe  restreinte  de 
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déformations.  Nous  exclurons  toutes  celles  qui  comporteraient 
\in  changement  quelconque  dans  la  figure  des  sections  trans- 
versales, de  sorte  que  le  prisme  se  déformera  uniquement  par 
les  changements  de  position  des  sections  relativement  les  unes 
aux  autres.  Maintenant,  on  peut  supposer  à  deux  sections  voi- 
sines quatre  mouvements  relatifs  simples  dont  nous  allons 
successivement  analyser  les  effets. 

13.  Extension  ou  compression  simples  d'un  prisme  homo^ 
gène.  —  Quand  un  prisme  élastique  homogène,  de  faibles  di-  " 
mensions  transversales,  est  tiré  par  une  force  appliquée  suivant 
son  axe,  on  sait  qu'il  s'allonge  proportionnellement  à  sa  lon- 
gueur primitive,  à  Tinverse  de  sa  section  droite  et  à  cette 
force.  Si  Tefforl  exercé  devient  assez  grand,  il  est  vrai  que  la 
proportionnalité  cesse  ou  du  moins  que  le  rapport  entre  l'al- 
longement et  la  force  ne  conserve  pas  sa  valeur  primitive. 
Toutefois,  comme  la  valeur  limite  de  la  force,  qui  donne  lieu 
à  ce  changement,  est  encore  inférieure  à  celle  qui  serait  fixée 
par  les  constructeurs  pour  avoir  des  garanties  suffisantes  de 
stabilité,  nous  admettrons  toujours  la  proportionnalité  dont  il 
s'agit,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  toujours  la  force  au- 
dessous  de  la  limite  nécessaire  à  la  conservation  du  prisme. 

Si  la  force  change  de  sens  et  produit  une  compression  (toute 
courbure  dans  l'axe  étant  d'ailleurs  empêchée  par  des  moyens 
quelconques),  on  pourra  répéter  identiquement  la  même 
chose,  à  part  que  le  prisme  sera  raccourci  au  lieu  d'être  al- 
longé. Ainsi  donc,  en  appelant: 

L  la  longueur  primitive; 

/l'allongement  regardé  comme  positif  dans  le  cas  de  l'ex- 
tension, et  négatif  dans  le  cas  de  la  compression; 

Q  la  section  transversale  ; 

E  un  nombre  constant  pour  une  même  matière; 

T  la  tension  longitudinale,  positive  ou  négative  en  même 
temps  que  /; 

on  aura  la  relation  fournie  par  l'expérience 

TL 
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d'où  l'on  tire  la  valeur  de  la  tension  correspondante  à  un  al- 
longement donné, 

.      T,     Eu/ 

Le  nombre  E  est  ce  que  nous  appellerons  coefficient  d'élasti- 
cité longitudinale  pour  la  matière  qui  compose  le  prisme; 
c'est,  comme  on  le  voit,,  le  rapport  entre  la  tension  par  unité  de 

T  l 

surface  rr  et  l'allongement  proportionnel  correspondant  y  (*)• 

,  14.  Généralisation  des  notions  précédentes  pour  un  prisme 
hétérogène.  —  Lorsqu'un  prisme  n'est  pas  homogène,  mais 
que  ses  qualités  physiqlies  varient  seulement  d'un  point  à 
l'autre  d'une  section  transversale,  toutes  les  sections  étant 
d'ailleurs  identiques  entre  elles,  on  peut  imaginer  qu'il  est 
formé  d'une  infinité  de  prismes  homogènes  juxtaposés.  Alors 
si  l'on  appelle  w  la  section  de  l'un  des  éléments,  t  sa  tension 
pour  une  augmentation  l  de  sa  longueur  primitive  L,  E  son 
coefficient  d'élasticité,  on  pourra  toujours  poser 

(,)  /  =  -j^-. 

On  peut  admettre  avec  assez  de  vraisemblance  que  E  reste 
constant  pour  un  même  élément  ou  fibre  quand  t  varie;  ce 
qui  revient  à  supposer  qu'une  fibre  se  comporte  comme  une 
tige  isolée  et  qu'elle  n'est  pas  influencée  par  les  fibres  voisi- 
nes. Le  nombre  E,  variable  seulement  d'une  fibre  à  une  autre, 
sera  ce  que  nous  appellerons  coefficient  d*élasticité  longitur- 
dinale  du  prisme  donné,  dans  les  points  qui  se  trouvent  sur 
la  fibre  considérée. 

La  même  notion  s'étend  immédiatement  à  un  prisme  de  na- 
ture quelconque,  pourvu  qu'on  y  suppose  L  infiniment  petit, 
car  il  est  clair  qu'on  rentrerait  ainsi  dans  le  cas  que  nous 


(*)  Quelques  expérimentateurs  ont  attribué  au  coefficient  d'élasticité  de  U 
fonte  ou  à  celui  du  fer  des  valeurs  différentes  suivant  qu'il  s'agit  de  l'exten- 
sion ou  de  la  compression.  Mais,  outre  que  la  différence  n'est  pas  bien  posiU- 
vement  établie,  elle  est  assez  faible  pour  pouvoir  être  négligée  en  vue  de  sim- 
pUfier  la  théorie. 

I.     a*  ÉDIT.  3 
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venons  d'examiner.  Ainsi  nous  appelons  coefficient  d'élasti- 
cité longitudinale  en  un  point  quelconque  d'un  prisme,  le 
rapport  supposé  constant  entre  la  tension  longitudinale  de 
rélément  de  fibre  qui  contient  ce  point,  par  unité  de  surface, 
et  rallongement  proportionnel  qui  répond  à  cette  tension. 

Cela  posé,  il  est  facile  d'avoir  la  résultante  des  tensions  dans 
une  section  transversale  quelconque,  pour  une  extension  ou 
compression  uniforme  de  toutes  les  fibres,  c'est-à-dire  quand 
une  section  n'éprouve  relativement  à  celle  qui  la  précède  ou« 
la  suit  immédiatement  qu'une  translation  perpendiculaire  à 
leur  plan.  Il  suffira  de  faire  pour  toute  la  section  la  somme  ou 

intégrale  des  valeurs  de —^—j  ce  qui  donne  pour  l'intfensité 

de  la  résultante 

h)  T  =  -^2Ea), 

équation  qui  peut  aussi  faire  connaître  l'allongement  l  quand 
les  autres  quantités  sont  données.  La  quantité  2E6)  qui,  mul- 
tipliée par  l'allongement  proportionnel,  donne  la  tension  to- 
tale, est  ce  que  nous  nommerons  ressort  longitudinal  du 
prisme;  plus  elle  est  grande,  moins  le  prisme  s'allonge  pour 
une  tension  totale  déterminée;  ce  qui  justifie  le  nom  que 
nous  lui  donnons.  Quant  au  point  d'application  de  la  force 
résultante  T,  il  est  clair  que  puisque  ses  diverses  composantes 
sont  en  chaque  point  proportionnelles  au  produit  Ew,  il  coïn- 
cidera avec  le  centre  de  gravité  de  la  section,  déterminé  en 
attribuant  à  chaque  élément  superficiel  une  densité  égale  à 
son  coefficient  d'élasticité  longitudinale. 

15.  Cas  du  glissement  simple  par  translation  de  deux  seC'- 
lions  voisines.  —  Au  lieu  de  supposer,  comme  tout  à  l'heure, 
qu'une  section  se  déplace  relativement  à  celle  qui  est  infini- 
ment voisine,  par  une  translation  suivant  une  perpendiculaire 
à  son  pian,  prenons  le  cas  où  cette  translation-  s'effectuerait 
parallèlement  audit  plan.  Il  est  alors  bien  difficile  de  con- 
stater directement  par  l'expérience  la  relation  entre  cet  effet 
et  la  force  qui  serait  capable  de  le  produire,  parce  que  le 
phénomène  est  toujours  compliqué  par  des  circonstances 
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étrangères  à  celles  que  Ton  veut  étudier;  pour  l'établir,  nous 

nous  fonderons  sur  une  analogie  avec  le  cas  traité  ci-dessus* 

Soient  AB,  ÀiBi  (Jig.  i3)  deux  sections  transversales  infini- 

Fig.  i3.  ment  voisines,  dont  la  distance  primitive 

J^ AAi  sera  désignée  par  L.  Admettons  que 


^'  )       A|Bi  glisse  dans   son   plan,  par  rapport 

à  AB  supposé  fixe,  d'une  quantité  repré- 

^Li X      sentée  par  A,  A'  =  y,  qui  est  la  même  pour 

^^  tous  les  points.  L'élément  superficiel  <ki, 

venu  en  w',  tendra  en  vertu  de  l'élasticité  à  reprendre  sa 
position  primitive;  la  force  exercée  sur  lui  dans  ce  but  sera, 
d'une  part,  proportionnelle  à  w,  et  d'autre  part  fonction  du 

glissement  relatif  jr  •  Il  est  assez  naturel  d'admettre  qu'elle  lui 

sera  proportionnelle  dans  une  certaine  limite  et  de  poser,  en 
appelant  6  cette  force, 

(3)  e=G^, 

relation  dans  laquelle  G  est  tm  coefficient  constant  pour  une 
même  fibre  élémentaire,  mais  variable  de  l'une  à  l'autre;  il 
représente  d'ailleurs  [comme  E  dans  l'équation  (i)]  le  rapport 

constant  entre  la  force  ~  par  unité  de  surface  et  le  glissement 

relatif  y  vuous  l'appellerons  coefficient  d'élasticité  transver- 

sale. 

La  force  Q  est  opposée  au  glissement;  la  résultante  0  de 
toutes  les  forces  parallèles  appliquées  aux  divers  éléments 
superficiels  w  sera  . 

(4)  0  =  j2Ga). 

Cette  équation,  tout  à  fait  pareille  à  l'équation  (2)  du  n"  14, 
donne  le  rapport  entre  une  force  0  et  le  glissement  y  qu'elle 
produit.  La  quantité  2Gci)  pourra  donc  par  analogie  être  ap- 
pelée ressort  transversal  du  prisme.  On  remarquera  en  outre 
que  la  force  0  est  située  dans  le  plan  de  la  section  et  qu'elle 

3. 
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passe  par  son  cenire  de  gravité,  déterminé  comme  si  chaque 
élément  avait  une  densité  égale  au  nombre  G  correspondant» 

16.  Centre  d'élasticité  d'une  section  transversale.  —  Pour 
un  même  élément  a  pris  dans  une  section,  il  existe  deux 
coefficients  d'élasticité  E  et  G,  dont  la  définition  vient  d'être 
donnée.  Ces  nombres  dépendant  de  la  constitution  de  la  ma- 
tière peuvent  être  variables  d*un  élément  à  l'autre;  mais  ordi- 
nairement, dans  les  applications  numériques  de  la  Résistance 
des  Matériaux,  faute  de  données  suffisantes  à  ce  sujet,  on  est 
obligé  de  les  supposer  Tun  et  l'autre  constants  pour  un  même 
corps.  Nous  ferons  donc  une  hypothèse  encore  plus  générale 
en  admettant  que  les  corps  dont  nous  nous  occupons  sont  tels> 
qu'il  y  a  un  rapport  constant  entre  les  coefficients  E  et  G  aux 
différents  points.  C'est  au  reste  ce  qui  paraît  approximative- 
ment résulter  des  expériences  qui  ont  fixé  les  valeurs  E  et  G 
pour  les  corps  le  plus  souvent  employés  dans  les  construc- 

E 

tiens;  car  le  rapport  jr  s'écarle  ordinairement  assez  peu  de  3» 

Une  conséquence  immédiate  de  l'hypothèse  que  nous  ve- 
nons de  faire,  c'est  que  les  deux  résultantes  T  et  0  des  actions 
moléculaires  produites  dans  une  section,  soit  par  une  exten- 
sion ou  compression  simples,  soit  par  un  glissement  simple,, 
passent  en  un  même  point.  Elles  se  rencontrent  en  effet  au 
cenire  de  gravité  de  la  section  déterminé  en  considérant  cha- 
que portion  de  la  surface  comme  ayant  une  densité  égale  à  E  . 
ou  à  G.  A  cause  du  rôle  que  joue  l'élasticité  dans  la  détermi- 
nation de  ce  point,  il  paraît  convenable  de  l'appeler  centre 
d'élasticité.  La  fibre  qui  contient  les  centres  d'élasticité  de 
toutes  les  sections  se  nommera yîére  moyenne. 

Nous  avertissons  en  outre  ici  que  quand  nous  parlerons  soit 
de  l'ellipse  d'inertie  d'une  surface,  soit  de  son  rayon  de  gyra- 
tion,  ces  quantités  devront  être  déterminées  en  adoptant  pour 
densité  en  chaque  point  la  valeur  E  ou  G. 

17.  Cas  delà  flexion  simple.  —  Nous  disons  qu'un  prisme 
éprouve  une  flexion  simple  quand  une  section  quelconque  n'a, 
relativement  à  celle  qui  est  infiniment  voisine,  qu'un  mouve- 
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ment  de  rotation  autour  d'un  axe  contenu  dans  son  plan  et 
passant  par  le  centre  d'élasticité. 


Fig.  14. 
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AB  et  CD  {Jlg.  14  )  les  sections  considérées  j 

CD'  la  position  occupée  par  cette  dernière  après  la  défor- 
mation, relativement  à  AB  supposé  fixe; 

O  le  centre  d'élasticité  de  CD; 

OW  Taxe  de  flexion;  OV  son  diamètre  conjugué  dans  l'el- 
lipse centrale  d'inertie; 

ê  l'angle  aigu  de  ces  deux  lignes; 

v|;  l'angle  infiniment  petit  des  plans  CD,  CD'; 

L  la  longueur  AC  ; 

V,  (V  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  F  relativement 
aux  axes  obliques  OV,  OW; 

«,  a'  les  distances  de  ce  même  point  à  OW  et  à  OV; 

E  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale  en  F  ; 

6)  un  élément  superficiel  contenant  ce  point. 

La  fibre  élémentaire  ayant  o  pour  base  éprouvera  un  allon- 
gement simple,  toujours  exprimé  algébriquement  par  ij/w, 
pourvu  que  u  soit  pris  négatif  du  côté  de  OW  où  il  y  a  raccour- 
cissement ;  la  tension  correspondante,  positive  ou  négative, 

sera  Eco  -y-  (  n"  1&-  )  ;  la  tension  par  unité  de  surface  variera  donc 

d'un  point  à  l'autre  proportionnellement  au  produit  Em. 
Cherchons  maintenant  à  composer  entre  elles  toutes  les  ten* 

sions  telles  que  Eû)~->  pour  les  réduire  à  une  force  ou  à  un 

couple  unique.  On  remarquera  d'abord  que  leur  somme  algé- 

brique  est  j-^Euùi,  quantité  nulle  puisque  OW  passe  au  cen- 
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tre  d'élasiiciié  de  CD;  comme  d'ailleurs  toutes  ces  forces  sont 
parallèles  à  Taxe  du  prisme,  il  est  clair  qu'elles  se  réduisenfrà 
un  couple  situé  dans  un  plan  également  parallèle  à  cet  axe, 
couple  qui  sera  complètement  déterminé  si  l'on  parvient  à 
trouver  une  parallèle  à  la  trace  de  son  plan  sur  celui  de  la 
section  CD  et  la  grandeur  de  son  moment. 

A  cet  effet  rappelons-nous  que,  les  diamètres  OV,  OW  étant 
conjugués  dans  l'ellipse  centrale  d'inertie,  on  a  (n*  4) 

or  V  et  (V  sont  dans  un  rapport  constant  avec  u  eX  u'  :  donc 
aussi 

2Emm'&)  =  o, 

pourvu  qu'on  ait  soin  de  changer  u  de  signe  en  même  temps 
que  V,  et  u'  en  même  temps  que  w,  c'est-à-dire  de  donner  à 
ces  distances  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  qu'elles  sont 
comptées  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  leurs  axes  respectifs. 
Moyennant  cette  précaution ,  nous  pouvons  dire  également 
que  la  somme  algébrique  des  moments  des  forces  molécu- 
laires relativement  à  OV  s'exprime  par  ^ZEtt^'w.  Donc  cette 

somme  est  nulle  en  vertu  de  la  dernière  équation;  donc  le 
couple  résultant  coupe  le  plan  de  la  section  suivant  une  pa- 
rallèle à  OV,  ou  encore  sa  trace  est  conjuguée  de  l'axe  de 
flexion  dans  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  section  CD. 

Quant  à  l'intensité  X  de  ce  couple,  voici  comment  on  l'ob- 
tiendra. D'après  la  direction  que  nous  avons  trouvée  pour  son 
plan,  on  voit  que  son  axe  représentatif  est  contenu  dans  le 
plan  CD  et  qu'il  a  la  direction  perpendiculaire  à  OV;  cet  axe 
fait  donc  avec  OW  un  angle  complémentaire  de  ô.  Par  suite, 
le  moment  du  couple   résultant   relativement  à  OW   sera 

X  cos  ( 3  J  ou  X  sin  5,  comme  on  le  sait  par  la  théorie  des 

moments  et  des  couples.  On  en  a  une  autre  expression  en 
prenant  la  somme  des  moments  des  tensions  élémentaires 
par  rapport  au  même  axe  OW;  l'une  de  ces  tensions  ayant 
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pour  intensité  f-Eucù  agit  sur  le  bras  de  levier  u  et  donne 

m       '  Là  >» 

lieu  au  moment  j^Em'w  :  le  moment  total  est  donc  j-lEu^cù. 
Égalant  ces  deux  valeurs  de  la  même  quantité,  on  posera 

Xsinô=  ^2Ea^w, 

ou  bien,  si  Ton  nomme  r  le  rayon  de  gyration  de  CD  par  rap- 
port à  OW, 

(5)  X  =  -4-^H2Ea). 

^   '  Lsind 

Telle  est  la  relation  enlre  la  rotation  ou  flexion  simple  vp  et 
le  moment  résultant  des  tensions  moléculaires  qu'elle  produit. 
Les  explications  précédentes  laissent  un  peu  dans  le  vague 
le  sens  du  couple  X  corrélatif  à  un  sens  donné  de  ^.  Cette 
lacune  est  aisée  à  combler,  si  Ton  observe  que,  par  la  nature 
même  des  forcés  élastiques,  leur  effet  doit  être  ici  de  ramener 
la  section  de  la  position  finale  CD'  à  la  position  initiale  CD. 
U  faut  par  conséquent  que  le  moment  Xsind  soit  opposé  à  la 
rotation  ^;  et,  comme  sinô  est  positif,  cela  revient  à  dire  que 
Vaxe  représentatif  du  couple  fait  un  angle  obtus  avec  l'axe 
représentatif  de  la  rotation  correspondante.  Si,  au  lieu  de 
prendre  le  couple  résultant  des  actions  moléculaires,  on  eût 
pris  le  couple  égal  et  de  sens  contraire,  qui  serait  capable  de 
les  équilibrer  et  par  suite  de  maintenir  le  prisme  en  état  de 
flexion,  alors  les  deux  axes  feraient  entre  eux  un  angle  aigu, 

La  valeur  de  l'angle  est  d'ailleurs  -  -f-  ô  dans  le  premier  cas, 

et S  dans  le  second. 

En  résumé,  on  voit  qu'une  flexion  simple  donne  lieu  à  des 
forces  moléculaires  se  réduisant  à  un  couple;  que  la  trace  de 
ce  couple  sur  le  plan  de  la  section  fléchie  est  parallèle  au  dia- 
mètre de  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  section,  conjugué 
avec  Taxe  autour  duquel  la  flexion  s'opère;  enfin  que  le  mo- 
ment du  même  couple  est  proportionnel  à  l'angle  de  flexion 
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rapporté  à  l'unité  de  longueur  (y")^  ^  l'inverse  du  sinus  de 

l'angle  3,  et  à  la  quantité  r»2E&>  qui  est  le  moment  d'inertie 
de  la  section  fléchie  pris  relativement  à  l'axe  de  flexion.  Cette 
dernière  quantité,  indépendante  de  la  flexion,  mais  dépen- 
dante seulement  de  la  surface  CD  et  de  ses  qualités  physi- 
ques, peut  être  considérée  comme  donnant  la  mesure  de  l'ef- 
fort à  employer  pour  produire  une  flexion  donnée,  autour 
d'un  axe  déterminé,  entre  les  sections  très-voisines  CD,  AB  ; 
par  cette  raison,  nous  pensons  qu'on  pourrait  la  nommer  mo- 
ment d'inflexibilité  de  la  section  CD,  relativement  à  l'axe  OW, 
afin  de  rappeler  le  rôle  qu'elle  joue  dans  la  théorie  qu'on 
vient  d'exposer  (*). 

18.  Cas  de  la  torsion' simple.  —-  Un  prisme  éprouve  une 
torsion  simple,  quand  une  section  tourne,  relativement  à  une 
section  infiniment  voisine,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  .à 
leurs  plans  et  passant  par  leurs  centres  d'élasticilé.  Reportons- 
nous  à  la^gf.  i4,  conservons  les  notations  du  n**  17  et  appe- 
lons en  outre 

G  le  coefficient  d'élasticité  transversale  pour  l'élément  o  ; 
p   sa  distance  à  l'axe  de  torsion  Oz; 
X  l'angle  dont  a  tourné  la  section  CD  relativement  à  AB 
supposé  fixe. 

L'élément  6>  supporte,  dans  son  plan  et  perpendiculairement 

à  p,  une  tension     ,^  (n°  15);  la  tension  par  unité  de  surface 

varie  donc  comme  le  produit  Gp. 

Pour  composer  entre  elles  toutes  ces  tensions,  on  les  pro- 
jettera  d'abord  sur  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Oj,  O-s,  dont 
les  deux  premiers  soient  dans  le  plan  CD.  La  somme  des  pro- 
jections sur  Oz  sera  nulle  d'elle-même;  quant  à  la  projection 

totale  sur  Oar,  elle  est  ^  ZGw/,  c'est-à-dire  nulle,  puisque  O 

est  le  centre  d'élasticité;  et  il  en  est  de  même  des  projections 

(  *  )  Dans  la  première  édition  de  cet  ouvrage,  nous  disions  :  moment  deflexi^ 
MUté,  Mais  notre  dénomination  actuelle  paraîtra  peut-être  plus  juste,  puisque 
la  difficulté  de  fléchir  le  prisme  croit  comme  la  quantité  dont  il  s'agit. 
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sur  Ox*  Donc  les  tensions  se  composent  en  un  couple  con- 
tenu dans  le  plan  CD,  couple  dont  Taxe  est  évidemment  dirigé 
en  sens  contraire  de  celui  qui  représente  la  rotation  %•  L^ 
moment  V  de  ce  couple  ne  sera  autre  que  la  somme  des  mo* 
ments  des  tensions  relativement  à  un  point  quelconque  du 
plan,  O  par  exemple  :  donc  on  aura 

(6)  V=î:|2Gp»a). 

Le  moment  d'inertie  2Gp»&)  peut  s'exprimer  autrement.  On 
a  vu  en  effet  (n"  5)  que  le  carré  du  rayon  de  gyration  corres- 
pondant, ou  -^/  "?  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 

demi-diamètres  principaux  a  et  6  de  l'ellipse  d'inertie,  con- 
struite pour  le  point  0  de  la  surface  :  donc 

2Gp>a)  =  (a»-i-fc«)2G«. 

A  la  vérité  a  et  b  devraient  être  déterminés  en  attribuant  à 
chaque  élément  une  densité  G;  mais  si  Ton  admet  l'hypothèse 
d'un  rapport  invariable  entre  les  deux  coefficients  d'élasticité, 
le  résultat  serait  le  même  en  attribuant  la  densité  E,  et  les 
lettres  a  et  6  auraient  la  même  signification  dans  les  deux 
cas. 

Comme  on  le  voit  aisément,  le  moment  d'inertie  2Gp'ck)  ou 
(a'  H-  6')2Gû)  joue  ici  un  rôle  tout  à  fait  analogue  à  celui  du 
moment  lEu^cù  ou  r'2Eû)  dans  la  flexion  simple  :  il  serait 
donc  naturel  de  l'appeler  moment  dintqrsibiliié  (*)  de  la  sec- 
tion CD,  si  ce  dernier  mot  existait  en  français,  comme  on 
pourrait  le  désirer,  pour  exprimer  la  difficulté  d'être  tordu, 
de  même  qu* inflexibilité  exprime  la  difficulté  d'être  fléchi. 

19.  Observation  sur  la  composition  de  deux  ou  plusieurs 
mouvements  simples  de  même  nature.  —  Supposons  d'abord, 
pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  la  flexion.  La  rotation  vp,  étudiée 
au  n?  17  et  constituant  une  flexion,  peut  être  regardée  comme 

{*)  n  y  aurait  à  répéter  ici  une  observation  analogue  à  celle  qui  est  renfer- 
mée dans  la  noté  de  la  page  précédente. 


Digitized  by 


Google 


4a  CHAPITRE   PREMIER. 

produite  par  plusieurs  rotations  ou  flexions  Yf  Y*- ..,. autour 
d'axes  différents,  tous  passant  par  le  centre  d'élasticité  de  la 
section  et  contenus  dans  son  plan.  La  flexion  ip  donne  lieu  à  des 
actions  moléculaires  qui  équivalent  en  somme  au  couple  X; 
de  même  à  ^^,  ip'', . . .  répondront  d'autres  couples  X',  X'',. .  • 
ayant  chacun  leur  orientation  déterminée  par  Taxe  de  flexion 
correspondant.  Nous  voulons  établir  que  X  est  le  couple  ré- 
sultant de  X',  X'^ . 

En  effet,  puisque  4'  est  la  résultante  de  ip',  Y  y  •  •»  l'allon- 
gement, positif  ou  négatif,  produit  par  ^  dans  une  fibre  élé- 
mentaire quelconque,  sera  la  résultante  ( on  pourrait  même 
dire  ici  la  somme  algébrique  )  de  ceux  que  produiraient  isolé- 
ment ip',  ^'\....  On  est  en  droit  d'en  dire  autant  pour  les  ten- 
sions moléculaires,  car  elles  sont  proportionnelles,  dan^ 
chaque  élément  de  fibre,  à  l'allongement  éprouvé  par  celui-ci. 
Ainsi  donc  les  tensions  produites  par  la  flexion  résultante 
d'une  part,  et  d'autre  part  toutes  les  tensions  qui  seraient 
dues  aux  flexions  composantes,  forment  deux  systèmes  équi- 
valents. Or  quand  deux  systèmes  de  forces  sont  équivalents, 
on  ne  trouble  pas  l'équivalence  en  opérant  sur  chacun  d'eux 
telle  composition  ou  décomposition  partielle  que  l'on  veut; 
nous  aurons  donc  encore  deux  systèmes  équivalents  quand 
nous  aurons  remplacé  le  premier  par  le  couple  X,  et  le  second 
par  les  couples  X',  X",..!,  dont  chacun  s'obtient  en  prenant 
à  part  une  portion  des  forces  à  composer.  C'est  justement  en 
cela  que  consiste  notre  théorème. 

La  même  démonstration  s'appliquerait,  presque  mot  pour 
mot,  si  au  lieu  d'une  flexion  nous  avions  considéré  l'un  des 
trois  autres  mouvements  simples,  savoir,  une  extension,  un 
glissement  transversal ,  une  torsion.  Elle  s'appliquerait  en- 
core, évidemment,  si  les  mouvements  composants  n'étaient 
pas  de  même  nature,  pourvu  que  tous  produisissent  sur  cha- 
que fibre  élémentaire  une  extension  simple  (positive  ou  né- 
négative,  indifféremment),  ou  qu'ilsi  produisissent  tous  un 
glissement  transversal.,  On  pourrait  joindre,  par  exemple,  les 
extensions  simples  avec  les  flexions  ;  les  glissements  transver- 
saux simples  pourraient  aussi  se  mêler  avec  les  torsions.  On 
arriverait  toujours  à  cette  même  conclusion  :  l'ensemble  des 
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forces  moléculaires  dues  au  mouvement  résultant  équivaut 
au  système  des  résultantes  partielles  obtenues  en  considérant. 
à  part  chaque  mouvement  composant. 

§  in.  —  Problème  inverse  :  Étant  données  les  forces  qui  doivent 
être  équilibrées  par  les  actions  moléculaires  dans  une  section 
d'nn  prisme,  trouver  la  tension  par  unité  de  surface  en  chaque 
point. 

20.  Solution  générale,  —  Quand  on  connaît  toutes  les  forces 
extérieures  sous  l'action  desquelles  un  prisme  se  maintient 
en  équilibre,  il  est  clair  qu'on  connaît  par  cela  même  la  résul- 
tante ou  plus  généralement  les  deux  résultantes  des  actions 
moléculaires  dans  une  section  quelconque  :  car  ces  actions 
4!oivent  faire  équilibre  à  toutes  les  forces  extérieures  qui 
agissent  entre  la  section  considérée  et  Tune  des  extrémités  du 
prisme.  Le  problème  posé  dans  ce  paragraphe  est  donc  l'un 
deslroia  problèmes  généraux  énoncés  dans  l'introduction  du 
Cours.  Sa  solution  se  déduit  immédiatement  d'une  double 
hypothèse  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  ï**  les  seules  déforma- 
tions qui  se  produisent  sous  l'action  des  forces  données  sont 
les  déformations  simples  mentionnées  ci-dessus,  au  §  II,  ou 
bien  elles  résultent  de  la  composition  des  mouvements  rela- 
tifs de  sections  auxquels  sont  dues  lesdites  déformations 
simples;  2*»  les  tensions  produites  par  un  mouvement  relatif 
de  deux  sections  voisines,  composé  de  deux  ou  plusieurs 
mouvements  simples,  sont  les  résultantes  des  tensions  qui  se 
produiraient  si  les  mouvements  composants  existaient  chacun 
à  l'exclusion  des  autres  [celte  deuxième  proposition  a  été 
partiellement  reconnue  vraie  ci-dessus  (n°  19);  mais  le  rai- 
sonnement, fondé  sur  la  proportionnalité  entre  les  forces  et 
les  dérangements  qu'elles  produisent ,  n'est  pas  applicable  au 
cas  où  il  y  a  simultanément  extension  et  glissement  transversal 
pour  une  fibre  élémentaire  donnée]. 

Soient  en  effet  CD  [Jig.  i5)  la  section  transversale  dans  la- 
quelle on  veut  déterminer  les  tensions,  0  son  centre  d'élasti- 
cité. Toutes  les  forces  qui  agissent  depuis  CD  jusqu'à  l'extrémité 
de  la  pièce  pourront  toujours  être  ramenées  par  la  composi- 
tion à  une  résultante  de  translation  R  appliquée  en  0,  et  à  un 
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couple  dont  Taxe  représentatif  sera  OS  par  exemple.  Puis  la 
force  R  sera  décomposée  en  une  force  N»  dirigée  normale- 
ment à  CD,  et  en  une  force  P  située 
dans  le  plan  CD  ;  de  même  le  couple 
représenté  par  OS  sera  décomposé 
en  deux  autres  représentés  par  les 
axes  OX  et  OV,  le  premier  couple 
composant  ayant  son  plan  normal 
à  la  section,  l'autre  étant  contenu 
dans  cette  section.  Cela  posé,  pour  produire  des  actions  mp- 
léculaires  susceptibles  d'équilibrer  le  système  N,  P,  X,  Y>  il 
suffira  d'imaginer  que  CD  a  pris  relativement  à  la  section  infi- 
niment voisine  ÂB  les  quatre  mouvements  simples  suivants  : 

NL 

1°  Une  translation  parallèle  à  ON,  exprimée  par-^-rr-?  la- 

quelle  donnera  lieu  à  la  tension  résultante  N  {n°  14); 
2*>  Un  glissement  dans  son  plan,  dirigpé  suivant  OP,  exprimé  ' 

PL 

par  y7T~?  lequel  produira  une  force  égale  et  contraire  à*P 

(nM5); 

3°  Une  flexion  simple  ou  rotation  autour  d'un  axe  conjugué, 
dans  l'ellipse  centrale  d'inertie,  avec  la  perpendiculaire  à  OX 
(n*»  17)  :  en  appelant  à  l'angle  de  la  perpendiculaire  à  OX  avec 
son  diamètre  conjugué,  rie  rayon  de  gyration  de  CD  autour 
de  ce  diamètre,  et  adoptant  pour  grandeur  de  cette  rotation 

^yp.     j  on  produira  des  actions  moléculaires  dont  l'ensemble 

sera  équivalent  et  contraire  au  couple  X; 

4°  Enfin  une  torsion  simple  ou  rotation  autour  de  l'axe 
normal  à  CD  et  passant  au  point  0,  dont  la  grandeur  serait 

VL 

7-; — .,>v^  -  y  aeib  étant  les  rayons  de  gyration  principaux 

de  la  surface  CD  en  0,  Les  actions  moléculaires  produites  par 
ce  dernier  mouvement  feront  équilibre  au  couple  V  (n**  18). 

Ainsi  donc  on  pourra,  moyennant  les  hypothèses  fondamen- 
tales sur  lesquelles  nous  nous  appuyons,  trouver  dans  le  cas 
le  plus  général,  quant  à  la  distribution  des  forces  et  à  la  nature 
du  prisme ,  les  quatre  mouvements  relatifs  simples  de  deux 
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sections  infiniment  voisines,  dont  l'ensemble  produirait  des 
tensions  capables  de  faire  équilibre  aux  forces  dopnées.  Con- 
naissant ces  mouvements  9  on  en  déduira  la  tension  due  iso- 
lément à  chacun  d'eux  dans  les  divers  éléments  de  fibre  qui 
traversent  la  section  considérée;  puis  composant  pour  chaque 
élément  de  fibre,  d'une  part  les  actions  dues  à  l'extension 
simple  et  à  la  flexion,  d'autre  pan  celles  qui  produisent  le 
glissement  transversal  simple  et  la  torsion,  on  aurait  pour  ce 
même  élément  de  fibre  les  deux  forces  résultantes  qui  le  sol- 
licitent longitudinalement  et  transversalement. 

Sur  les  quatre  quantités  N,  P,  V,  X  qui  dépendent  des  forces 
extérieures  appliquées  à  la  pièce,  il  y  en  a  une  P  que  l'on  dé- 
signe souvent  sous  le  nom  à! effort  tranchant.  En  raison  du 
rôle  que  joue  V  dans  la  déformation,  nous  l'appellerons  couple 
ou  moment  de  torsion;  par  un  motif  analogue,  X  sera  le  couple 
ou  moment  deflexion,  ou  encore  le  moment  fléchissant.  Quant 
à  la  force  N,  il  ne  semble  pas  très-utile  de  lui  donner  un  nom 
spécial  :  celui  de  tension  totale  se  comprend  de  lui-même. 

21.  Cas  particulier  des  pièces  droites  chargées  transversale- 
ment. —  Soit,  par  exemple,  un  prisme  soumis  uniquement  à 
des  forces  perpendiculaires  à  sa  longueur  et  situées  dans  un 
même  plan,  qui  sera  supposé  contenir  aussi  la  fîbTC  moyenne. 
Il  s'agitd'étudierladistribution  desforces  moléculaires  dans  une 
section  (Jonnée  quelconque  CD  (^g-.  16). 
Soient  P  la  résultante  des  forces  exté- 
rieures pour  la  portion  de  prisme  com- 
prise entre  la  section  CD  et  l'extrémi- 
té F;  H  le  point  d'application  de  P.  Ce 
point  H  et  l'intensité  P  varieront  gé- 
néralement avec  la  position  de  CD;  ils 
ne  resteraient  constants  que  s'il  y  avait 
une  force  unique  appliquée  au  prisme. 
Dans  tous  les  cas,  la  résultante  P  pourra  être  remplacée  par  une 
force  égale,  parallèle  et  de  même  sens,  passant  au  centre  d'élas- 
ticité 0  de  CD,  et  par  le  couple  (P,  —  P),  dont  nous  désignerons 
le  moment  par  PA.  On  voit  alors  qu'il  n'y  aura  dans  CD  qu'un 
glissement  transversal  et  une  flexion  simples,  relativement  à  la 
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section  très-voisine  ÂB«  Le  premier  de  ces  mouvements,  ayant 

PL 

pour  étendue  y^    y  donnera  lieu  sur  chaque  élément  à  la  ten- 

sion  transversale  par  unité  de  surface  P  vtt-  (  n**  15  ).  Le  second 

s'effectuera  autour  d'un  axe  conjugué,  dans  Tellipse  centrale 
d'inertie ,  avec  l'intersection  mutuelle  des  plans  (  P,  —  P  ) 
et  CD;  sa  grandeur  sera,  en  conservant  les  notations  du  n**  17, 

exprimée  par  — ^y^ —  5  enûn  la  tension  longitudinale  qu'elle 

produit  dans  chaque  fibre,  par  unité  de  surface,  seraEw  -^y=— • 

Elle  changerait  de  signe  avec  m,  c'est-à-dire  (n"  17)  qu'il  y 
aurait  extension  d'un  côté  de  l'axe  de  flexion  et  compression 
de  l'autre;  le  sens  du  couple  (P,  —  P)  indique  d'ailleurs  faci- 
lement le  sens  de  la  rotation  prise  par  CD,  et  par  suite  celle  des 
fibres  qui  sont  allongées,  ainsi  que  celles  qui  sont  raccourcies. 

Ordinairement  on  néglige  l'action  de  glissement  P  Vp— 

Il  est  rare  que  cela  ait  de  graves  inconvénients  en  pratique  ; 
cependant  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  l'existence  de  cette  ac- 
tion; parfois  elle  subsiste  seule,  et  alors  c'est  à  elle  qu'il  faut 
songer  quand  on  fixe  les  dimensions  de  la  section  CD.  Par 
exemple,  si  P  est  une  force  unique  appliquée  au  prisme,  il  est 
clair  que,  pour  une  section  faite  en  H,  PA  serait  nul,  et  l'effort 
de  glissement  subsisterait  seul. 

On  admet  aussi  le  plus  souvent  l'hypothèse  restreinte  d'une 
pièce  homogène,  symétrique  par  rapport  au  plan  qui  passe  par 
la  fibre  moyenne  et  contient  les  forces  extérieures.  Le  plan 
(P,  —  P)  coupe  alors  celui  de  la  section  suivant  un  axe  prin- 
cipal de  l'ellipse  centrale  d'inertie,  et  le  diamètre  conjugué  de 
cet  axe  n'est  autre  que  la  ligne  menée  en  0  perpendiculaire- 
ment au  plan  de  symétrie  OPH.  En  continuant  donc  à  négliger 
le  glissement. transversal  et  appelant  I  le  moment  d'inertie  de 
la  section  CD,  calculé  avec  la  valeur  constante  E  =  i,  relative- 
ment à  la  ligne  qu'on  vient  de  définir,  la  tension  positive  ou 
négative  par  unité  de  surface  produite  par  la  flexion  serait, 

PAm 
pour  un  point  quelconque,  —z — 
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Nous  aurons  occasion  plus  tard,  dans  un  chapitre  spécial,  de 
revenir  sur  ces  considérations ,  que  nous  nous  bornons  ici  à 
indiquer  sommairement,  et  d'y  ajouter  alors  des  détails  qui 
en  feront  mieux  saisir  la  portée. 

22.  Solides  d'égale  résistance.  —  Supposons  encore  qu'au 
lieu  d'une  pièce  rectilîgne  à  section  constante,  nous  ayons  une 
pièce  dont  l'axe  pourrait  être  soit  droit,  soit  légèrement  courbe, 
et  dont  la  section  pourrait  varier  progressivement  et  d'une 
manière  lente.  Alors  on  pourra  considérer  à  part  chaque  por* 
lion  comprise  entre  deux  sections  très -voisines,  comme  un 
prisme,  et  en  déterminant  ses  tensions  sous  l'action  de  charges 
transversales,  on  arriverait  aux  formules  du  n''21,  dans  les- 
quelles P/i  désignerait  toujours  la  somme  des  moments  des 
forces  comprises  entre  la  section  considérée  et  l'extrémité  de 
la  pièce.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une  pièce  homogène  et  symé- 
trique par  rapport  au  plan  des  forces,  la  tension  longitudinale 

serait  exprimée  généralement  par  -^*  D'un  point  à  l'autre 

d'une  même  section,  cette  quantité  varie  et  devient  maximum 
en  même  temps  que  u  ;  d'une  section  à  l'autre  ce  maximum 
peut  en  général  varier  avec  PA,  I  et  le  maximum  de  u.  Quand 
il  est  constant  dans  toutes  les  sections,  on  dit  que  la  pièce  ou 
le  soHde  est  d'égale  résistance. 

Montrons  par  quelques  exemples  comment  celte  condition 
concourt  à  déterminer  la  forme  de  la  pièce.  Soit  une  pièce  à 
section  rectangulaire  de  dimensions  6  et  c,  encastrée  à  une 
extrémité  et  supportant  à  l'autre  un  poids  unique  F,  dont  x 
désignera  la  distance  à  une  section  quelconque.  I  sera  ici  égal  à 

—  Ac?*  (n®  6),  la  valeur  maximum  de  u  sera*-c,  et  l'expression 

-y-  aura  pour  maximum  dans  chaque  section  -r-^*  Ainsi  1  on 
devra  satisfaire  à  la  condition 

-r-r  =  constante. 

Celte  équation  entre  trois  variables  x,  b,  c  ne  suffit  pas  pour 
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fixer  tout  à  fait  la  forme  de  la  pièce,  car  on  pourrait  se  donner 
6  ou  c  en  fonction  de  x  et  en  conclure  l'autre  également  en 
fonction  de  a?.  Si,  par  exemple,  le  solide  a  toujours  la  même 
épaisseur  mesurée  perpendiculairement  au  plan  passant  par  P 

et  la  flbre  moyenne,  h  étant  constant,  -  le  sera  aussi,  et  par 

c 

conséquent  dans  ce  plan  le  profil  de  la  pièce  serait  une  para- 
bole, c'esl-à-dire  que  les  hauteurs  c  des  sections  successives 
croîtraient  comme  les  ordonnées  d'une  parabole  du  second 
degré ,  dont  le  sommet  serait  sur  la  force  P.  Ce  résultat  est 
d'ailleurs  subordonné  à  ce  que  Ton  néglige  les  actions  dues 
au  glissement,  ce  qui  permet  de  réduire  à  zéro  la  valeur  de  c 
près  du  point  d'application  de 'la  force  P  :  en  pratique  cette 
réduction  ne  pourrait  pas  avoir  lieu,  et  il  faudrait  renforcer  le 
solide  aux  environs  du  point  dont  il  s'agit. 

Si  la  charge,  au  lieu  d'être  unique,  était  uniformément  répar- 
tie suivant  la  longueur,  p  étant  sa  valeur  par  mètre  courant,  le 

moment  PA  serait  -px"^.  Il  faudrait  donc  poser 
-r-r=  constante, 

et  dans  le  cas  de  b  constant,  -  serait  une  constante,  c'est-à- 

c 

dire  que  la  parabole  serait  remplacée  par  une  ligne  droite. 

En  revenant  au  cas  de  la  charge  unique,  si,  au  lieu  de  sup- 

poser  h  constant,  on  prenait  ?  constant  et  égal  à  un  nombre 
donné  K,  on  aurait 

6KP^ 

: —  =  constante  ; 

on  voit  que  la  parabole  du  second  degré  serait  remplacée  par 
une  parabole  du  troisième  degréji 

Les  exemples  pourraient  être  multipliés  à  l'infini  :  nous  nous 
en  tiendrons  à  ceux  qui  précèdent. 

Nous  allons  maintenant  traiter  avec  quelques  détails  un  cas 
particulier  du  problème  de  la  résistance  des  prismes,  qui  nous 
fournira  des  résultats  intéressants. 
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§  IV.  —  DéTeloppement  de  la  solatioii  générale  du  problème  posé 
an  §  III,  pour  le  cas  où  les  actions  moléculaires  ioat  équilibre  à 
une  force  unique  normale  au  plan  de  la  section. 

23.  Expressions  analytiques  de  la  tension  en  chaque  point. -^ 
Prenons  un  prisme  dont  AB  et  CD  [fig.  17  )  sont  deux  sections 
consécutives  inflniment  voisines,  et  supposons  que  toutes  les 
forces  extérieures  agissant  au  delà  de  CD,  jusqu'à  rexlrémlté 
du  prisme,  se  réduisent  à  une  résultante  N  parallèle  aux  fibres 
et  coupant  en  H  le  plan  CD,  auquel  elle  est  perpendiculaire. 
Cette  force  pouvant  se  transposer  parallèlement  à  elle-même 

Fig.  17. 
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au  point  0,  centre  d'élasticité  de  CD,  à  la  condition  d'y  joindre 

un  couple  (N,  —  N)  formé  de  la  force  primitive  et  d'une  force 

égale  et  directement  opposée  à  la  force  transportée,  on  voit 

que  dans  la  théorie  générale  du  n*»20  il  faut  faire  P  =  6,  ¥=  o; 

alors  les  quatre  mouvements  relatifs  de  CD  par  rapport  à  AB  se 

]^L 

réduisent  à  deux,  savoir  :  1°  une  translation  00'  =  ^-î^—  paral- 

lèle  à  N,  par  laquelle  CD  arrive  en  CD';  2<>  une  rotation  autour 
d'un  axe  contenu  dans  le  plan  CD',  par  laquelle  il  prendra  la 
position  finale  CiDf  En  continuant  à  suivre  la  voie  tracée  au 
n"*  20 ,  on  arriverait  à  la  détermination  des  tensions  sur  les 
divers  éléments  superficiels  de  la  section  CD,  et  on  en  trou- 
verait toutes  les  lois.  Mais  la  marche  suivante  nous  a  paru 
conduire  plus  simplement  et  plus  directement  au  but. 

Les  plans  CiDi,  CD  se  coupent  suivant  une  certaine  ligne 
TT'  s'éloignant  parfois  à  l'infini,  mais  ne  pouvant  devenir  ima- 
ginaire. Tous  les  points  du  plan  CD  se  mouvant  dans  la  direc- 
tion normale  à  ce  plan  pour  arriver  dans  C1D4 ,  il  en  résulte  que 

T.    a*  ÉDIT.  4 
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les  points  deTT'  ont  dû  rester  immobiles,  et,  par  suite,  que  le 
mouvement  total  de  CD  relativement  à  AB  se  ramène  à  une 
roution  autour 'de  TT'.  Sur  cette  ligne  il  n'y  a  pas  d'allonge- 
ment et  conséquemment  pas  de  tension  (en  supposant,  bien 
entendu,  que  la  loi  des  allongements  ou  tensions  s'étende, 
s'il  le  faut,  même  au  delà  des  limites  de  l'aire  CD);  pour  cette 
raison  nous  nommerons  TT'  Vaxe  neutre. 

Le  point  H ,  par  où  passe  la  résultante  des  tensions  molécu- 
laires, puisque  celles-ci  doivent  équilibrer  la  force  N,  sera 
pour  nous  le  centre  des  tensions. 

Or  la  corrélation  entre  le  point  donné  H  et  la  ligne  inconnue 
TT'  est  bien  facile  à  découvrir.  L'allongement  d'une  fibre  élé- 
mentaire quelconque,  ayant  une  section  «,  est  proportionnel 
à  la  dislance  d  qui  la  sépare  de  l'axe ,  et  si  nous  appelons  E 
son  coefficient  d'élasticité  longitudinale,  sa  tension  sera  (sauf 
un  facteur  constant)  Ewc?.  Toutes  les  tensions  sur  l'ensemble 
des  éléments  &>  varient  donc  comme  le  produit  de  E«  par  la 
distance  é/  :  donc,  en  convenant  d'attribuer  partout  à  la  sur- 
face une  densité  E,  nous  pourrons  dire  (n°8)  que  le  centre  H 
de  ces  forces  parallèles  est  le  centre  de  percussion  de  la  surface 
CD  relatif  à  TT'  prise  pour  axe  de  rotation.  Cela  permet  (n°  11) 
de  construire  TT',  puisque  nous  connaissons  H  ;  cette  ligne  a 
une  direction  conjuguée  du  rayon  OHP  dans  l'ellipse  centrale 
d'inertie  de  CD,  et  coupe  le  prolongement  de  ce  rayon  en  un 
point  F  qu'on  sait  trouver. 

Pour  conclure  de  là  l'expression  analytique  de  la  tension, 
concevons  tracée  autour  du  point  0  l'ellipse  centrale  d'iner- 
tie, dont  Ox  et  Oj  seront  les  axes  principaux,  et  nommons  : 

a,  b  les  rayons  de  gyration  de  l'aire  CD  relativement  à  ces 
axes; 

Xyy  les  coordonnées,  relativement  aux  mêmes  axes,  d'un 
point  quelconque  M  appartenant  à  l'élément  m; 

V  son  ordonnée  parallèle  à  OV,  dans  le  système  d'axes  obli- 
ques OV,  OW,  cette  dernière  ligne  étant  le  diamètre  con- 
jugué de  OHV; 

u  la  distance  normale  de  M  à  OW,  prise  avec  le  signe  de  Tor- 
donnée  v] 


Digitized  by  LjOOÇIC 


généralités;    PAINaPBS  rOMOAMENTlUX ,    ETC.  Si 

XiyT^iUiyVx^  les  valeurs  particulières  des  variables  Xf  y  y  u,  v 

pour  le  centre  des  tensions  H  ; 
U2y  v^  les  valeurs  de  u  et  de  i'  pour  tout  point  de  TT'^  pour  F 

par  exemple  ; 
p  la  longueur  ÔP  du  rayon  de  l'ellipse  dans  la  direction  OHj 
r  le  rayon  de  gyraiion  de  Taire  CD  autour  de  Taxe  OW; 
^'la  tension  par  unité  de  surface  sur  Télément  a>. 

On  a  démontré  au  n**  11  les  relations 

a,Ma  -f-r'nro,         t'.t'a  H- /?' =  O, 

dont  Tune  ou  Tautre  suffit  pour  définir  le  point  F;  on  a  vu 
aussi  que  TT'  est  représentée  par  Téquation 

Cela  posé,  la  distance  d  s'exprime  par  u—Ut^oxx  bien  (sauf 
des  facteurs  constants)  par  t^  —  c,  et  par  i  4-  ^  +'^5  donc 
on  peut  écrire,  en  désignant  par  K,  K'»  K^  trois  constantes, 
/  =  KE(m— i/a), 


,  =  K-E(.*^*f), 


Ui 


ou  bien»  si  Ton  remplace  u-^  et  if%  par  leurs  valeurs  —  -^^ 


—  ^?  et  quon  pose 


il  viendra 


r  =  CE 

t 


4. 
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Les  trois  constantes  se  déterminent  en  remarquant  qu'au 
point  0  rallongement  ÔO'  est,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

NL 
^rs—  »  en  sorte  que  si  E'  désigne  la  valeur  de  E  pour  ce  point, 

NE' 
la  tension  /'  par  unité  de  surface  doit  y  être  ^pr- •  Égalant  cette 

valeur  à  celle  que  donnent  les  trois  dernières  équations  lors- 
qu'on y  fait  u  =  o,  if  =  o,  ^  =  o,/  =  o,  E  =  E',  on  trouve 

N 


lEo)' 
ce  qui  permet  d'écrire  finalement  : 

En  résumé,  la  discussion  à  laquelle  nous  venons  de  nous 
livrer  conduit  aux  énoncés  suivants  : 

1*»  Le  centre  des  tensions  est  identique  avec  le  centre  de 
percussion  de  la  section  transversale,  considérée  comme  as- 
sujettie à  tourner  autour  de  Taxe  neutre;  ou  bien  l'axe  neutre 
est  l'antipolaire  du  centre  des  tensions  dans  l'ellipse  centrale 
d'inertie. 

a«  La  tension  par  unité  de  surface  au  centre  d'élasticité 
prend  la  même  valeur  que  si  la  force  y  était  transportée  paral- 
lèlement, auquel  cas  il  ne  se  produirait  qu'un  mouvement 
d'extension  simple. 

3®  La  tension  par  unité  de  surface  en  un  point  quelconque 
varie  proportionnellement  au  produit  du  coefficient  E  d'élas- 
ticité longitudinale  en  ce  point,  par  sa  distance  à  l'axe  neutre  ; 
ce  qui  permet,  l'axe  neutre  étant  trouvé,  de  déduire  toutes 
les  tensions  de  celle  qui  a  lieu  au  centre  de  gravité.  La  ten- 
sion change  de  signe  d'un  côté  à  l'autre  de  l'axe  neutre. 

4*  Toutes  ces  tensions  s'expriment  analytiquement  par  les 
formules  (7),  (8),  (9). 
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2i*  Remarques  sur  les  signes  à  donner  aux  quantités  algé- 
briques entrant  dans  les  formules  précédentes»  —  Dans  les  trois 
formules  (7  ),  (8)  el  (9)  la  tension  de  la  fibre  moyenne  est  tou- 

NE' 
jours  exprimée  par  ^p— >  en  nommant  E'  la  valeur  particu- 
lière de  E  pour  le  point  0  {Jig.  17);  comme  E'  et  SEw  sont 
des  quantités  essentiellement  positives,  pour  que  la  formule 
puisse  donner  un  résultat  négatif  quand  il  s'agit  d'une  pres- 
sion, on  voit  que  N  devra  recevoir  le  signe  -f-  ou  le  signe  — 
suivant  que  cette  force,  transportée  parallèlement  à  elle-même 
au  point  0,  tendrait  à  écarter  ou  à  rapprocher  les  deux  sec- 
tions infiniment  voisines  CD,  AB.  Les  lignes  m  et  (^  doivent 
être  positives  d'un  côté  de  OW  et  négatives  de  l'autre  ;  peu 
importe  d'ailleurs  le  sens  adopté  comme  positif,  car  si  on  le 
changeait,  u  et  Ui,  ou  bien  v  et  Vi,  changeraient  à  la  fois  de 
signe,  et  les  produits  uui  et  W|  conserveraient  le  leur.  Quant 
aux  quantités  ^1,^1,  x,  y^  elles  suivent  les  conventions  admises 
dans  la  Géométrie  analytique.  Moyennant  ces  précautions,  les 
calculs  d'où  nous  avons  déduit  les  formules  en  question  au- 
ront toute  la  généralité  désirable. 

25.  Positions  diverses  de  l'axe  neutre  quand  le  centre  des 
tensions  varie;  noyau  central  d'une  section.  —  Lorsque  le 

centre  des  tensiqns  H  d'une 
section  CJ)(Jig.  18)  varie  de 
position  en  partant  du  centre 
d'élasticité  0  et  s'éloignant 
indéfiniment  sur  le  rayon 
vecteur  OV,  la  direction  de 
l'axe  neutre  T^  ne  change 
pas,  puisque  c'est  toujours 
celle  de  la  tangente  à  Kellipse 
centrale  d'inertie,  au  point  P 
où  elle  est  coupée  par  OH. 
Mais  la  position  de  cet  axe  change;  sa  distance  au  point  0, 

exprimée  en  valeur  absolue  par  —  (n*»  23),  varie  depuis  l'infini 

jusqu'à  zéro. 
Ainsi,  lorsque  H  sera  très-près  de  0,  Taxe  neutre  rencon- 
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trera  le  prolongement  de  VO  à  une  très-grande  distance,  qui 
diminuera  progressivement  et  deviendra  nulle  à  la  limite, 
lorsque  H  sera  infiniment  éloigné.  11  y  aura  donc  une  position 
particulière  H'  de  ce  point,  telle,  que  Taxe  neutre  correspon- 
dant T'^'  n'ait  qu'un  point  D  commun  avec  la  section  CD, 
quHl  laissera  tout  entière  d'un  même  côté.  Pour  obtenir  ce 
point  H',  il  suffira  de  mener  au  périmètre  de  la  section  la  tan- 
gente T'/'  parallèle  à  Tt,  laquelle  coupera  en  F'  la  ligne  OH 
prolongée;  on  aura,  comme  on  le  sait  (n°  11), 

ôh'.5f'=:Ôp\ 

ce  qui  détermine  OH'. 

Sur  chaque  rayon  vecteur  partant  du  centre  de  gravité,  il  y 
aura  un  point  analogue;  et  le  lieu  de  ces  points  constituera 
une  courbe  ou  un  contour  polygonal  fermé.  L'axe  neutre  cou- 
pera ou  ne  coupera  pas  la  surface  CD,  suivant  que  le  centre 
des  tensions  sera  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  ce  contour; 
dans  le  second  cas,  tous  les  éléments  superficiels  seront  pres- 
sés ou  tendus,  suivant  la  direction  de  la  résultante  N  qui  agit 
sur  le  prisme  dont  CD  est  une  section  ;  la  nature  de  l'effort  sera 
partout  la  même  qu'au  centre  d'élasticité.  Nous  appellerons 
noyau  central  de  la  section  la  portion  d'aire  située  à  l'in- 
térieur de  la  courbe  ou  du, contour  dont  nous  venons  de 
parler. 

D'après  la  manière  même  dont  il  est  obtenu,  on  voit  que  le 
noyau  central  est  le  lieu  des  positions  prises  par  le  centre  de 
percussion  de  la  surface,  quand  l'axe  de  rotation  correspon- 
dant se  meut  en  restant  continuellement  en  contact  avec  le 
périmètre  extérieur  de  celle-ci;  ou,  si  l'on  veut,  c'est  (n°  11) 
l'antipolaire  réciproque  de  ce  périmètre  extérieur  par  rapport 
à  l'ellipse  centrale  d'inertie. 

Les  propriétés  générales  des  polaires  ou  antipolaires  réci- 
proques trouvent  donc  encore  ici  leur  application.  Ainsi,  quand 
le  périmètre  extérieur  aura  une  partie  limitée  par  une  courbe 
du  second  degré,  le  noyau  central  présentera  une  courbe 
correspondante  du  même  degré.  Quand  le  périmètre  exté- 
rieur présente  un  angle,  alors  il  y  a  par  ce  point  une  infinité 
de  tangentes  qui  viennent  y  passer,  d'où  il  résulte  que  le  noyau 
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central  présente  une  partie  rectiligne,  lieu  des  antipôles  dç  ces 
tangentes  (n*»  11).  Le  sommet  de  l'angle  serait  lui-même  Tan- 
lîpôle  de  la  partie  recliligne  dont  il  s*agit.  Par  suite,  si  le  pé- 
rimètre extérieur  est  un  polygone  à  n  sommets,  le  noyau 
central  sera  un  autre  polygone  ayant  un  pareil  nombre  de 
côtés;  de  plus,  il  est  aisé  de  reconnaître,  en  raison  de  la  réci* 
procité  des  deux  polygones,  que  les  sommets  du  noyau  cen- 
tral sont  les  antipôles  (  ou  centres  de  percussion  )  répondant 
aux  côtés  du  périmètre  extérieur.  Ces  théorèmes  sont  remar- 
quables en  ce  qu'ils  ne  seraient  pas  infirmés  par  l'existence, 
dans  la  section,  d'un  vide  intérieur  de  forme  quelconque; 
seulement,  comme  l'ellipse  d'inertie  changerait,  le  noyau  cen- 
tral éprouverait  des  modifications  correspondantes. 

Voici  maintenant  divers  exemples  de  la  détermination  du  noyau  cen- 
tral de  quelques  surfaces  homogènes. 

1°  Rectangle  homogène,  —  Soit  donné  le  rectangle  ABCD  [fig.  19); 
menons  lès  médianes  LN,  FM  et  divisons  chacune  d'elles  en  trois  parties 

égales ,  par  les  points  E ,  F,  G ,  K ,  telle- 
ment pris  qu'on  ait 

PÊ  =  ÊG==GM  =  iÂC, 

LKa=  KF=:FN=iCD* 

Le  centre  de  percussion  répondant  à 
Taxe  CD  serait  le  point  E  (n°9);  ce  se- 
rait F  pour  l'axe  AC.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  il  parcourra  la  droite 
EF  pendant  que  divers  axes  neutres  ayant  le  seul  point  C  commun  avec 
le  périmètre  passeraient  de  la  d'irection  CD  à  la  direction  CA.  En  pour- 
suivant le  môme  raisonnement  on  verrait  que  le  noyau  central  se  conti- 
nue par  les  droites  FG,  GK,  KE.  C'est  donc  un  losange  concentrique  au  . 
rectangle  donné ,  et  dont  les  diagonales  sont  les  tiers  intermédiaires  des 
deux  médianes. 

a**  Couronne  circulaire  ou  cercle  plein  homogène,  —  Soient  R  le  rayon 
extérieur,  rie  rayon  intérieur.  On  sait  (n°  6)  que  l'ellipse  centrale  est 

un  cercle  de  rayon  -  /R*  +  r^;  par  conséquent  tous  les  demi-diamètres 
d^  cette  ellipse  ont  pour  carré  -(R'  +  /"M»  D'ailleurs  la  quantité  désignée 
par  OF  au  commencement  du  n**  25  est  ici  le  rayon  R  du  cercle  exté- 
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/ 

rieur;  donc  — ^n —  représente  la  distance  constante  du  centre  d'élasti- 

cité  au  périmètre  du  noyau  central.  Ce  périmètre  est  donc  un  cercle  con- 
centrique à  ceux  qui  limitent  la  section  donnée  ;  son  rayon  est  sensible- 
ment -Ksi  la  couronne  est  mince:  il  est  -R  si  le  cercle  est  plein.  C'est 

ce  qu'on  trouve  en  faisant  successivement  r  =  R ,  r=io, 

y*  Couronne  elliptique  comprise  entre  deux  ellipses  semblables  ou 
ellipse  pleine  homogène,  —  Appelons,  comme  au  n""  6,  /  le  grand  axe  et 
h  le  petit  axe  de  l'ellipse  extérieure,  ml  et  mh  les  dimensions  homologues 
de  l'ellipse  intérieure  :  les  axes  de  l'ellipse  centrale  d'inertie  seront  (n*  6) 

I     ^    ■ .   ■  I 

-//iH-z/î'     et    -A  y/i-h/zr. 

Ainsi  donc,  si  l'on  désigne  par  p  un  demi-diamètre  quelconque  de  la  pre- 
mière ellipse,  "p  v/i  +  m^  sera  le  demi-diamètre  homologue  dans  l'ellipse 

centrale  d'inertie,  lequel  est  désigné  par  OP  au  commencement  du  n**  25. 
Ce  diamètre  coupera  le  contour  du  noyau  central  à  une  distance  du 

centre  d'élasticité  égale  à  \iEjL L,  c'est-à-dire  k  -p  (i-hm^). 

P  4 

Donc  enfin  le  noyau  central  aura  pour  périmètre  une  ellipse  semblable  à 
celles  qui  terminent  la  section;  le  rapport  de  similitude  avec  la  plus 

grande  sera  7  (i  +  wi*),  soit  environ  -  ou  bien  -j  suivant  qu'il  s'agira 
4  ^4 

d'une  couronne  très-mince  ou  d'une  section  pleine. 


§  V,  —  Répartition  d'une  charge  totale  snr  la  base  d'nn  prisme 
n'ayant  pas  d'adhérence  avec  son  appni. 

26.  Généralités,  Deux  cas  à  distinguer.  Solution  du  pre^ 
mier  cas,  —  Lorsqu'un  corps  reposant  sur  un  plan  est  soumis 
à  une  ou  plusieurs  forces  dont  la  résultante  est  normale  au 
plan,  et  qu'il  n'y  a  pas  d'adhérence  entre  ce  corps  et  son 
appui,  pour  que  l'équilibre  existe,  on  sait  qu'il  y  a  deux  condi- 
tions nécessaires  :  i"  la  résultante  doit  passer  à  l'intérieur  du 
polygone  convexe  formé  parles  points  d'appui;  :2*»  elle  doit 
tendre  à  serrer  le  corps  contre  sa  base.  Ces  conditions  devront 
être  remplies  par  le  prisme  dont  nous  nous  proposons  d'étudier 
l'équilibre  intérieur. 
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Supposons  donc  un  corps  P  sensiblement  prismatique  aux 
environs  de  la  section  normale  AB  {Jig.  20  ),  à  laquelle  il  se 
termine  et  sur  laquelle  il  est  porté.  Les  forces  exercées  sur  ce 
Fig.  30.  corps  donnent  une  résultante  N  satisfaisant 

aux  conditions  ci-dessus  énoncées.  On  de- 
mande la  pression  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  AB. 
^  Il  y  a  dans  ce  problème  deux  cas  à  dis- 

[^ tinguer.  Le  prisme  étant  fictivement  pro* 


Al  _B 


A''<  !B'         longé  en  A'B'   dans   l'intérieur  de   son 

support,  de  manière  que  AB  devienne  ainsi  une  section  nor- 
male intermédiaire,  il  peut  arriver,  premièrement ,  que  la 
théorie  exposée  au  §  IV  conduise  à  reconnaître  l'existence  de 
pressions  dans  toutes  les  fibres  élémentaires  qui  traversent  AB  ; 
c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  force  N  agit  à  l'intérieur  du  noyau 
central  (n''  25),  car,  d'une  part,  toutes  les  fibres  supporte- 
ront des  actions  de  même  nature,  et,  d'autre  part,  ces  actions 
seront  bien  des  pressions,  puisque,  d'après  le  sens  admis 
pourN,  la  fibre  moyenne  doit  être  comprimée.  Or,  il  est  na- 
turel de  supposer  que  les  choses  se  passeront  encore  de  même, 
si  la  prolongation  fictive  du  prisme  est  remplacée  par  un  appui 
ne  faisant  pas  corps  avec  lui,  car  ce  défaut  d^adhérence  n'em- 
pêche pas  lies  actions  répulsives  nécessaires  à  l'équilibre  de 
s'exercer  tout  aussi  bien  que  s'il  s'agissait  d'un  corps  continu. 
Ainsi  donc,  le  cas  où  la  force  agirait  à  l'intérieur  du  noyau  cen- 
tral de  la  base  n'a  pas  besoin  d'une  étude  particulière;  il  se 
trouve  compris  dans  la  théorie  du  §  IV^  qui  permettra  d'en 
calculer  toutes  les  circonstances. 

Mais  il  en  sera  différemment  quand  la  force  N,  tout  en  sa- 
tisfaisant aux  conditions  générales  de  l'équilibre,  rencontrera 
la  base  en  dehors  du  noyau  central.  Si  l'on  voulait  procéder 
encore  comme  nous  venons  de  le  faire  et  appliquer  la  même 
théorie,  on  trouverait  dans  la  base  un  axe  neutre  qui  la  cou- 
perait; pour  les  points  situés  du  même  côté  que  la  force  et 
le  centre  d'élasticité,  par  rapport  à  cet  axe  neutre,  on  trou- 
verait une  pression,  comme  pour  la  fibre  moyenne  (n'*23),  et, 
de  l'autre  côté  de  cet  axe,  on  serait  conduit  à  reconnaître  une 
tension.  Or  cela  ne  peut  pas  être  admis,  car  l'appui  qui  sup- 
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porte  le  prisme  est  bien  capable  d'exercer  snr  lui  des  actions 
répulsives,  mais  il  ne  saurait,  par  hypothèse,  donner  lieu  à 
des  forces  attractives,  puisque  Fadhérence  est  nulle.  Les  points 
qui  ne  sont  pas  pressés  n'ont  pas  de  tension  à  supporter,  La 
base  AB  doit  donc  alors  se  diviser  en  deux  parties,  l'une  résis- 
tant à  des  pressions,  l'autre  ne  résistant  à  aucun  effort. 

27.  Solution  générale  du  deuxième  cas.  ■—  On  voit,  par  les 
considérations  précédentes,  qu'une  nouvelle  théorie  est  néces- 
saire pour  résoudre  le  problème  posé  au  n°  26,  dans  le  second 
cas,  celui  où  la  résultante  des  charges  agit  en  dehors  du  nojau 
central.  Nous  aurons  recours  à  une  hypothèse  assez  naturelle, 
consistant  à  admettre  que  la  partie  pressée  se  comporte  comme 
un  prisme  isolé,  et  que  le  surplus  est  juxtaposé  sans  exercer 
aucune  influence.  Il  en  résulte  immédiatement  que,  dans  la 
partie  pressée,  la  pression  par  unité  de  surface  suivra  les 
mêmes  lois  que  celles  auxquelles  est  soumise  la  pression  ou 
la  tension  en  un  point  quelconque  de  la  section  transversale 
d'un  prisme  droit.  La  seule  difficulté  consiste  à  trouver  la  ligne 
de  séparation  des  deux  parties  ;  une  fois  cette  ligne  connue, 
on  peut  faire  abstraction  de  la  partie  non  pressée  et  détermi- 
ner, dans  l'autre,  la  pression  en  chaque  point,  comme  nous 
l'avons  fait  au  n°  26,  pour  le  premier  cas. 

Nous  voyons  d'abord  que  la  ligne  de  séparation  dont  il  s'agit 
est  une  ligne  droite.  En  effet,  c'est  le  lieu  des  points  pris  dans 
la  partie  résistante  de  la  base  pour  lesquels  il  n'y  a  ni  pression 
ni  tension  ;  or  dans  cette  partie  la  théorie  du  §  IV  est  appli- 
cable, ainsi  que  nous  venons  de  le  voir.  La  ligne  des  points  où 
la  pression  s'apnule  est  donc  une  ligne  droite  (n*»  23),  et  cette 
ligne  n'est  autre  chose  que  l'axe  neutre  de  la  partie  résistante. 
Nous  savons,  de  plus,  que  le  centre  des  tensions,  c'est-à-dire 
le  point  d'application  de  la  force  N,  doit  être  le  centre  de  per- 
cussion de  la  partie  résistante  de  la  base. 

En  conséquence,  le  problème  de  la  détermination  de  la  ligne 
séparative  des  deux  parties,  lorsque  le  point  d'application  de  N 
est' donné,  peut  être  posé  en  ces  termes  : 

Étant  donnés  une  surface  plane  (la  base  du  prisme)  et  un 
point  de  celte  surface  (  celui  où  agit  N  ),  tracer  une  ligne  droite 
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Fig.  ai. 
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qui  coupe  cette  surface  en  deux  portions  telles,  que  celle  des 
deux  qui  contient  le  point  donné  ait  ce  point  pour  centre  de 
percussion  relatif  à  la  ligne  demandée. 

La  solution  générale  de  ce  problème  sera  obtenue  par  des 
tâtonnements.  Voici  l'idée  de  la  manière  dont  on  pourrait  les 

diriger  :  soient  ATBT'  [fig.  21)  la 
surface  donnée,  H  le  point  d'appli- 
cation de  la  force  N,  TT'  la  ligne 
inconnue.  Prenant  une  direction  ar- 
bitraire SS',  on  tracera  une  série  de 
lignes  parallèles  entre  les  positions 
extrêmes  SS',  S"  S'"  tangentes  au  pé- 
rimètre de  Taire  donnée,  ou  n'ayant 
qu'un  point  commun  avec  lui,  s'il 
est  polygonal.  On  cherchera,  pour 
chacune  de  ces  lignes,  PQ  par  exemple,  le  centre  de  percussion 
de  la  surface  PBQ  située  au-dessus,  en  ayant  égard  à  sa  densité 
variable  qui  sera  supposée,  en  chaque  point,  égale  au  coeffi- 
cient d'élasticité  E.  Le  lieu  des  centres  ainsi  obtenus  formera 
une  courbe  BC  partant  du  noyau  central  pour  aller  au  périmètre 
extérieur  ;  le  point  C  répondrait  à  Taxe  SS'  et  le  point  B  à 
l'axe  S^'S'^.  En  faisant  varier  la  direction  des  lignes  SS',  on  aura 
d'autres  courbes  analogues  qui  rayonneront  dans  toutes  les 
directions  autour  du  noyau  central;  on  arrivera  donc,  par 
tâtonnement,  à  faire  passer  l'une  de  ces  courbes  par  le  point 
donné  H,  et  alors  il  est  visible  que  le  problème  sera  résolu. 

28.  Tracé  de  la  tangente  à  la  courbe  des  centres  de  percussion  rela- 
tifs à  une  série  d'axçs  parallèles,  —  Proposons-nous  de  mener  une  tan- 
gente à  la  courbe  BC,  dont  nous  venons  de  parler,  courbe  formant  le 
lieu  des  centres  de  percussion  d'une  série  de  segments  interceptés  dans 
la  surface  APBQ  par  des  lignes  parallèles^  ces  centres  étant  relatifs  à  une 
rotation  autour  de  la  ligne  droite  qui  est  pour  ainsi  dire  la  corde  du 
segment.  Nous  pouvons  résoudre  cette  question  fort  simplement  dans 
l'hypothèse  d'une  surface  homogène,  c'est-à-dire  d'une  surface  dans  la- 
quelle le  coefficient  E  ne  varierait  pas  d'un  point  à  l'autre. 

Soient  : 

PQ  l'un  de  ces  axes  parallèles  ; 

M  le  point  correspondant  de  la  courbe  BC,  c'est-à-dire  le  centre  de 
percussion  du  segment  PBQ  relativement  à  Taxe  PQ  ; 
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Do;  et  l>x  les  axes  coordonnés,  dont  l'un,  Djt,  est  une  des  positions 
limites  de  PQ; 

9}  la  distance  DG  de  PQ  à  Taxe  des  x; 

h  la  distance  des  deux  positions  limites  de  PQ,  ou  la  longueur  DS'; 

x',  x"  les  abscisses  des  deux  points  où  une  ligne  P'Q'  parallèle  aux  x, 
menée  entre  PQ  et  S' S*",  coupe  le  périmètre  de  la  surface; 

X,,  7,,  les  coordonnées  du  centre  de  percussion  du  segment; 

^î»  7a  >  les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité; 

u  Tun  des  éléments  superficiels  déterminés  dans  la  surface  de  ce  seg- 
ment par  des  parallèles  aux  axes  coordonnés  infiniment  voisines  les 
unes  des  autres  ; 

1  le  signe  d*unè  sommation  étendue  à  tous  les  éléments  u. 

Les  formules  du  n**  7  permettent  d'avoir  les  coordonnées  du  centre  de 
percussion  en  prenant  pour  axes  les  lignes  GQ  et  Gj;  pour  les  avoir 
relativement  aux  axes  coordonnés  que  nous  avons  choisis,  il  suffira  de( 
changer  /  en  /  —  >j,  et  l'on  aura 

(/,->î)2E{j->î)co  =  2;E{j  — »î)»w,  ..'      i 

.r,2E(/  — iï)w=  ZE(j  — >ï)xw. 

E  disparaît,  puisque  nous  supposons  une  surface  homogène;  ta  peut  être 
remplacé  par  dxdy-y  et  l'on  trouve 

X,    /   /   (j  — ïî)r/xf//=    /    /  x(j— »i)r/xr(r. 

Si  l'on  effectue  une  première  intégration  pour  les  éléments  qui  con- 
stituent une  tranche  parallèle  à  l'axe  des  x ,  ces  deux  équations  devien- 
dront 

Sous  le  signe  /  nous  n'avons  que  des  fonctions  de  j,  et,  après  l'inté- 
gration effectuée,  nous  n'aurons  plus,  dans  ces  deux  équations,  que  des 
fonctions  de  yi  :  nous  pouvons  donc  différentier,  par  rapport  à  cette  va- 
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riable,  suivant  les  règles  connues,  ca  qui  donne 

Pour  simplifier  ces  équations,  nous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que 

Jf     (  j;'  —  X*)  (/  —  >î)  r/j  représente  le  moment  total  de  la  surface  PBQ 

/•A 
rapport  à  la  ligne  PQ;  secondement,  que  /     (a:'—  x^j^r  est  cette  sur- 

Éace  elle-même;  enfin  que-  /     [x'"^  —  a^^)dy  est  Texpression  de  son 
moment  par  rapport  à  Taxe  des  y.  Donc  on  a 


/  (^'-^")(r->î)^(r=(r.-'î)2«, 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  deux  dernières  équations  donne 

Par  suite, 

<ir,       j?,  —  jTj  ' 

d'où  résulte  cette  conséquence  intéressante  que  la  tangente  cherchée  est 
la  ligne  qui  joint  le  centre  de  percussion  du  segment  PBQ  à  son  centre 
de  gravité. 
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Au  point  B,  la  valeur  ^  se  présente  sous  la  forme  -;  mais,  en  pre- 
nant le  rapport  des  différentielles  de  7,-/2  et  de  ^j  — a?,,  on  trouve 
pour  ce  point 

dx^       dx^  —  dx^       dx^ 

ce  qui  montre  que  le  lieu  des  centres  de  percussion  se  raccorde  tangen- 
tiellement  avec  le  lieu  des  centres  de  gravité. 

29.  Exemples  simples  de  Vapplication  de  la  théorie  précé-- 
dente.  —■  Nous  allons  appliquer  la  théorie  du  §  V  (  n^'  26  et 
27)  à  quelques  exemples  simples,  dans  lesquels  nous  suppo- 
serons que  la  matière  est  homogène,  ou  du  moins  que  le 
coefricient  d'élasticité  ne  varie  pas  d'une  fibre  élémentaire  à 
l'autre,  dans  toute  l'étendue  de  la  surface  d'appui. 

i®  Rectangle  homogène  pressé  par  une  force  qui  agit  sur 
l'un  des  deux  axes  de  symétrie.  —  Distinguons  deux  cas, 


Fig.  22. 


comme  dans  la  théorie  gé- 
nérale. Si  le  centre  de 
pression  H  est  à  rintérieur 
du  noyau  central  EFGK 
(Jig.2,1),  c'est-à-dire  si 

l'on  aÔH<^âP(n"25), 

on  rentre  dans  l'applica- 
tion des  formules  du  §  IV, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n*»  26.  L'axe  neutre  est  en  TT' 
et  sa  distance  au  centre  de  gravité  0  est  la  troisième  pro- 
portionnelle au  rayon  de  gyration  b  de  la  surface  autour  de 
LN  et  à  OH,  cette  distance  devant  être  portée  en  sens 
contraire  de  OH,  à  partir  de  0;  ou  bien,  comme  6*  a  pour 

valeur  —  PM   (n*»  6),  si  Ton  pose  OH  =  /i.OM,  on  aura 
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La  pression  maximum  se  produira  au  point  le  plus  éloigné  de 
l'axe  neutre,  parce  que  le  coefficient  d'élasticité  ne  varie  pas 
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(n«  23)  ;  elle  aura  donc  lieu  en  P,  et  Ton  obtiendra  sa  valeur 
en  faisant  dans  la  formule  (7)  (n°  23) 

M  =  OP  =  OM,      —  =  ==r  ^ 


'••        OT        OM 

Appelant,  en  outre,  û  Taire  totale  de  la  surface,  nous  trou- 
vons pour  la  pression  maximum  p  due  à  la  charge  N,  dans  le 
premier  cas, 

formule  applicable  quand  n  est  au-dessous  de  ^• 

Supposons  maintenant  le  point  H'  d'application  de  la  force  N 
toujours  sur  PM,  mais  en  dehors  du  noyau  central.  Si  QR  est 
alors  la  ligne  séparative  de  la  portion  résistant^  du  rectangle 
et  de  la  portion  non  pressée,  ff  sera  le  centre  de  percussion 
de  la  surface  BDQR  tournant  autour  de  QR  (n'*  27);  donc  on 
aura 

SÏF  =  |PS  (n«9),      ou  bien      PS  — SPÎT, 

ce  qui  détermine  QR.  Cela  posé,  on  observera  que  la  pression 
maximum  se  produit  sur  Tarête  BD  par  la  même  raison  que 
ci-dessus,  et  que  celte  pression  est  double  de  celle  qui  a  lieu 
au  centre  d'élasticité  ou  de  gravité  de  BDQR,  puisque  ce  point 
est  deux  fois  moins  loin  de  Taxe  neutre  que  le  c&té  BD.  Donc 

la  pression  maximum  a  pour  valeur  -^>  car  ; —   -^  est 

^  ^  BD.P8  BD.PS 

(n®  23)  la  pression  au  centre  d'élasticité.  En  appelant  encore  n 

*  OH' 
le  rapport  -=•»  on  aura 
^^       OM 

PS  =  3PÏr  =  30M(t  — n); 


(*)  Ici,  et  dans  tous  leaexfimplds  qui  terminent  le  $  V,  nous  faisons  àbstrad- 
tion  du  «igno  de  li»  parce  que  la  nature  de  Teflort  eat  connue  d'avance; 
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par  suite,  la  pression  maximum 

4         N  I  N         4 

^      3    BD.aOM     i~«  û    3(i  — /i) 

Cette  formule  convient  aux  cas  où  la  précédente  cesse  de 
s'appliquer,  c'est-à-dire  à  ceux  où  Ton  a  /i  >  ^» 

a®  Cercle  homogène,  —  Soit  donné  le  cercle  de  rayon  OL  (Jig.  lo), 
H  le  centre  des  tensions^  auquel  est  appliquée  une  force  N  parallèle  aux 
arêtes  du  prisme  dont  le  cercle  donné  est  la  base.  Le  coefficient  d'élasti- 
cité est  invariable  dans  retendue  de  cette  base.  On  demande  comment 
variera  la  pression  maximum  par  unité  de  surface  quand  H  changera  de 
distance  au  centre  0  du  cercle. 

Soient  A  la  surface  du  cercle  et  R  son  rayon;  soit  de  plus  n  le  rap- 

Qll  j 

port  •==••  Lorsque  l'on  aura  «  <7>  la  force  agira  dans  le  noyau  ceû* 
ÔL  4 

tral  (n**  25),  et  toute  la  surface  A  sera  utilisée  pour  supporter  la  pres- 
sion (n^'âô).  Nous  en  conclurons  immédiatement  que  la  pression  par 

N 
unité  de  surface  au  point  0  sera  —  (n**  23).  D'un  autre  côté,  l'ellipse 

centrale  d'inertie  étant  un  cercle  de  rayon  -R  (n""  6),  les  fibres  égale* 

ment  pressées  sont  sur  des  perpendiculaires  à  OH  (n""  23)  et  Taxe  neutre 

est  distant  du  point  0  d'une  quantité  égale  à  —J-  =  7— •  La  fibre  la  plus 

OH       4«  ^ 

pressée  étant  celle  du  point  L,  le  plus  éloigné  de  l'axe  neutre,  on  aura 

la  pression  maximum  p  par  unité  de  surface,  en  augmentant  celle 'qui  a 

R         R 
lieu  en  0  dans  le  rapport  de  —  à  j-  4-  R,  car  c'est  bien  là  le  rapport 

des  distances  des  deux  points  à  l'axe  neutre.  On  trouve  ainsi 

La  question  devient  plus  complexe  quand  H  n'est  plus  dans  le  noyau 
central  du  cercle,  ce  qui  arrive  lorsque  n  dépasse  la  valeur  o,a5.  Soit 
alors  MP  la  ligne  séparative  des  deux  parties  du  cercle,  l'une  le  seg- 
ment MLP  résistant  à  la  force  N,  l'autre  ne  supportant  ni  pression  ni 
tension.  Le  point  H  devant  être  (n®  27)  le  centre  de  percussion  du  seg- 
ment MLP  tournant  autour  de  MP,  si  l'on  appelle  ?  l'angle  POL,  on 
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aura  {n**  9) 

^  __  I    y  "~  siny  cosy  —  |  sin'  y  cosy 
4       siny  —  ycosy  — Isin'y      ' 

relation  dans  laquelle  on  connaît  /?,  et  d'où  Ton  pourra  déduire  y  par 
tâtonnement.  Après  avoir  obtenu  cet  angle ,  il  est  clair  que  MP  sera  dé- 
terminée,  et  la  question  reviendra  à  trouver  la  pression  maximum  pro- 
duite dans  le  prisme  ayant  pour  base  le  segment  MLP,  par  une  force 
appliquée  au  point  H,  tellement  placé,  que  Taxe  neutre  correspondant 
est  MP. 

Pour  arriver  à  la  solution,  nous  avons  encore  besoin  de  connaître  la 
surface  n'  du  segment  MLP  et  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au 
centre  du  cercle.  Appelant  m  le  rapport  de  cette  distance  au  rayon ,  on 
trouve  aisément 

a  sin'  y 

3   y  — smycosy 
Cl*  =  R^(y  —  sinycosy). 

N 
Donc  la  pression  moyenne  sur  la  surface  û',  ou  bien  — j  j  s'exerce  sur  un 

élément  dont  la  distance  à  Taxe  neutre  MP  a  pour  valeur  —  R  cos  y  -t-  /w  R  ; 
la  pression  maximum  /?,  s'exerçant  en  L  à  la  distance  maximum  de  MP, 
aura  pour  valeur 

N  QL 

iV  *  R  (/Il —  cosy)' 


où  bien 


ou  enfin 


N  n     I  —  cos  © 
Q,'  £Ï''  m  —  cosy' 


N  TT  (  I  —  cos  y  ) 

'        û   smy  —  y  cosy  —  {sm'y 

Comparaison  des  résultats  obtenus  pour  le  rectangle  et  pour  le  cercle, 
—  Supposons  deux  surfaces  homogènes,  Fune  circulaire,  l'autre  en  forme 
de  rectangle.  Le  quotient  de  la  charge  totale  divisée  par  Taire  de  la  sur- 
face est  le  même  de  part  et  d'autre;  la  charge  agit  sur  le  rectangle  en 
un  point  de  l'un  des  axes  de  symétrie  ;  enfin  le  rapport  désigné  par  n 
dans  les  deux  exemples  traités  ci-dessus  a  la  même  valeur  pour  le  cercle 
et  pour  le  rectangle.  Il  s'agit  de  voir  celle  de3  deux  surfaces  où  la  pres- 
sion maximum  sera  la  plus  forte. 

Pour  faire  cette  comparaison,  on  se  rappellera  les  résultats  numériques 
donnés  au  n"*  9,  concernant  quelques  valeurs  correspondantes  de  /t  et  de  y 

I.     a*  ÉDIT.  5 
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pour  le  cercle.  On  a  trouvé  nolamxnent  que  pour  .7  égal  à 

on  avait  respectivement  pour  n  les  valeurs 

0,25,    0,335,    0,589,    0,876,     1,000. 

Ces  valeurs ,  introduite  dans  les  formules  données  ci-dessus ,  condui- 
ront aux  résultats  suivants  : 


V'ALEURS  DE  n. 

PRESSIONS 

MAXIMA 

Dans  le  cercle. 

Daos  le  re( 

itang 

0,000 

N 
1,000.  ~ 

1,000  • 

N 
il 

o,25o 

N 
2,000.^ 

i,75o. 

N 

0,335 

0  «    N 
2,378.-^ 

2,005« 

N 
il 

0,589 

3,^44- 

N 
il 

0,876 

0      N 
^7,i39-^. 

10,753  . 

N 
il 

1,000 

00 

00 

On  voit  que  si  n  s'écarte  de  o,  c'est-à-dire  que  si  la  force  n'est  pas 
appliquée  très-près  du  centre  de  gravité  des  sections  transversales,  le 
cercle  est  de  plus  en  plus  désavantageux  relativement  au  rectangle;  mais 
cette  conclusion  est  naturellement  subordonnée  aux  conditions  admises 
dans  l'énoncé  du  problème,  savoir  l'homogénéité  des  surfaces  et  la  situa- 
tion du  centre  des  tensions  sur  l'une  des  lignes  médianes  du  rectangle. 

3®  Ellipse  pleine  homogène,  —  Considérons  l'ellipse  pleine  et  homo- 
gène MLGPI  (Jîg.  Il)  soumise  à  une  force  appliquée  en  H.  Nous  n'avons 
rien  de  particulier  à  dire  sur  le  cas  où  ce  point  serait  à  Fintérieur  du 
noyau  central,  et  nous  renverrons  aux  considérations  générales  du  n**  S26. 
Supposons  donc  cette  condition  non  remplie  :  alors  l'axe  neutre  MP  divi'> 
sera  la  surface  en  deux  segments,  dont  un  seul,  celui  où  se  trouve  le 
centre  des  tensions,  subira  l'action  de  la  force.  Pour  rentrer  dans  les 
cas  d'application  des  formules  données  au  §  IV,  il  suffît  de  trouver  la 
ligne  MP;  et,  cela  fait,  les  pressions  se  détermineront  conmie  si  le 
segment  MIP  n'existait  pas  (n°  27).  On  a  vu  au  n**  27  que  H  devait  être 
le  centre  de  percussion  du  segment  MLP,  relatif  à  l'axe  MP  ;  d'un  autre 
côté,  on  sait  (n°  9)  que  le  centre  de  percussion  d'un  segment  d'ellipse j 
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relativement  à  sa  corde,  se  trouve  sur  le  diamètre  conjugué  à  cette  corde  : 
donc,  en  menant  une  corde  conjuguée  du  diamètre  OH,  on  aura  la  direc- 
tion de  la  ligne  inconnue  MP.  On  pourra  donc  achever  de  déterminer 
cette  ligne  par  un  tâtonnement  simple ,  car  on  sait  trouver  le  centre  de 
percussion  d'un  segment  d'ellipse  relativement  à  sa  corde  ;  il  n'y  aura 
qu'à  faire  varier  cette  corde,  dont  la  direction  est  connue,  jusqu'à  ce  que 
le  centre  de  percussion  du  segment  MLP  soit  précisément  le  point 
donné  H;  on  sera  dispensé  de  faire  varier  sa  direction. 

Voici  encore,  pour  trouver  la  position  de  MP,  l'indication  d'un  procédé 
qui,  au  fond,  n'est  autre  chose  que  l'application  des  tâtonnements  dont 
nous  venons  de  parler.  Imaginons  que,  après  avoir  trouvé  MP,  on  trans- 
forme l'ellipse  en  cercle,  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  9,  pour  trouver 
le  centre  de  percussion  du  segment  MLP.  H',  0'  et  L'  étant  les  points 

transformés  qui  répondent  à  H,  0  et  L,  «  le  rapport  -==-  et  f  l'angle 

PO'L',  on  aura  n  en  fonction  de  y  (n°  9).  Or  /z  est  aussi  égal  au  rapport 

connu  T=^  ;  donc  on  pourra ,  par  tâtonnement ,  calculer  <p.  Alors  on 

connaîtra  ^-=-r.-  >  c'est-à-dire  -r^  ?  et,  par  suite,  Q  sera  connu. 
O'L'  OL        ^ 

4**  Rectangle  tiomogene  pressé  par  une  force  agissant  en  dehors  des 
axes  de  symétrie.  —  Le  cas  où  la  force  agit  à  l'intérieur  du  noyau  cen- 
tral ne  présentant  rien  de  particulier,,  nous  admettrons  tout  de  suite  que 
le  centré  des  tensions  est  en  dehors  de  cette  partie  du  rectangle  ou  tout 
au  moins  sur  son  contour.  La  détermination  de  l'axe  neutre  peut  alors 
devenir  très-complexe,  car  elle  exigerait,  en  général,  la  solution  d'équa- 
tions de  degré  supérieur;  mais  elle  est  encore  très-simple  dans  divers 
cas  particuliers  que  nous  allons  examiner. 

D'abord,  si  le  centre  des  tensions  se  trouve  sur  le  contour  même  du 
noyau  central,  l'axe  neutre  passant  alors  par  un  sommet  du  rectangle 
(n°  25),  il  est  clair  que  le  sommet  opposé  sera  le  point  le  plus  éloigné 
de  cet  axe,  et  qu'il  en  sera  à  une  distance  double  de  celle  du  centre  de 
la  surface.  Donc  la  pression  maximum  est,  dans  ce  cas,  double  de  la 
pression  moyenne  ( n°  23 )  (*  ) . 

Supposons  encore  que  le  point  H",  où  est  appliquée  la  résultante  des 
pressions  [Jig,  a-i),  se  trouve  dans  un  rectangle  A'BG'D',  dont  les 
côtés  BA',  W  seraient  respectivement  le  quart  de  BA  et  de  BD.  Pour 


(  *  )  Cette  propriété  s'étend  facilement  à  toutes  les  surfaces  homogènes  douées 
d'un  centre  géométrique  (  point  qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
que  Ton  y  fait  passer  ). 
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avoir  la  ligne  tellement  placée,  que  le  segment  qu'elle  intercepte  dans  le 
rectangle  ait  H"  pour  centre  de  percussion  relativement  à  cette  ligne,  on 
prolongera  BH"  jusqu'à  la  rencontre  de  la  médiane  MP  en  Z;  enjoindra 
DZ;  puis  ayant  pris  BZ'  =  aSîF,  on  mènera  par  le  point  Z'  une  paral- 
lèle à  DZ.  Cette  parallèle  sera  la  ligne  cherchée,  et  Ton  n*aura  plus  qu'à 
déterminer  la  répartition  de  la  force  sur  là  surface  complètement  pressée 
du  triangle  homogène  qu'elle  forme  avec  BA  et  BD  (n**  27).  En  effet,  nous 
avons  montré/au  n®  9  que  le  centre  de  percussion  d'un  triangle  homogène, 
relativement  à  sa  base,  est  au  milieu  de  la  ligne  jqignant  le  milieu  de 
cette  base  avec  le  sommet  opposé;  or,  d'après  la  construction  précé- 
dente, H"  satisfait  évidemment  à  la  condition  dont  il  s'agit. 
Il  est  un  cas  où  la  solution  du  problème  dépend  d'une  équation  du 

second  degré  :  c'est  celui  dans  lequel 
la  portion  pressée  de  la  base  ABCD 
{fi^.  aS)  est  un  trapèze  QRDB,  ce 
qui  arrivera  quand  le  centre  des  ten- 
sions H  satisfera  à  une  condition  que 
nous  allons  fixer  tout  à  l'heure.  On 
a  vu,  en  effet  (n°  9),  que  le  trapèze 
QRDB  aurait  pour  centre  de  percus- 
sion relatif  à  l'axe  de  rotation  QR  le 
point  H  déterminé  de  la  manière  sui- 
vante. Il  faudrait  joindre  le  point  de 
rencontre  S    des    lignes   QR,    BD, 

avec  le  point  U  pris  sur  BQ  de  sorte  que  BU  =  -  BQ  ;  puis ,  posant 
BD  =  A  et  BS  =  mh^  on  aurait,  pour  la  distance  z  de  H  à  BQ, 
_h    6m^—  8/714-3 

quantité  variable  entre  7  et  -•  Or,  dans  le  problème  actuel,  H  est  un 

point  donné,  car  c'est  celui  où  l'on  suppose  que  passe  la  pression  résul- 
tante supportée  par  ÂBCD  ;  par  suite  on  connaît  2,  et  l'équation  précé- 
dente, du  second  degré  en  /w,  permet  de  trouver  cette  quantité  et  de 
connaître  ainsi  le  point  S.  S  étant  connu,  on  joint  SH  et  l'on  prolonge 
cette  ligne  jusqu'en  U;  on  prend  ^  =  3BD  ,  on  joint  SQ  et  l'on  a  ainsi 
Vaxe  neutre  cherché. 
Maintenant,  il  s'agit  d'établir  à  quelle  condition  la  surface  réellement 

pressée  sera  un  trapèze.  Pour  cela  remarquons  d'abord  que  le  rapport  ^ 

ne  dépend  que  de  m ,  de  sorte  que  si  l'on  imagine  diverses  lignes  analo- 
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gaes  à  SQ  partant  du  point  S,  les  points  H  correspondants  seront  sur  une 
parallèle  HH'  à  AB.  Lorsque  SQ  atteindra  la  position  SA ,  H  viendra  en 
une  position  a,  et  il  est  clair  que  le  centre  de  pression  pourra  se  trouver 
en  tel  point  qu'on  voudra  sur  a  H',  entre  a  et  H\  sans  que  la  portion  de 
ABCD  réellement  pressée  cesse  d'être  un  trapèze.  En  faisant  descendre  le 
point  S  depuis  la  position  D^  sur  le  prolongement  de  BD^  on  obtiendra 
pareillement  une  série  d'horizontales  telles  que  aH\  toutes  situées  entre 
CD'  et  FM.  De  même,  lorsque  S  montera  sur  DE  prolongé  à  partir  de  B, 
ou  obtiendra  les  horizontales  symétriques»  entre  A'B*  et  FM.  Ainsi  la 
figure  mixtiligne  C't'A'B'D"  forme  une  aire  dans  laquelle  peut  être  situé  le 
point  9  pour  donner  lieu  à  une  surface  d'appui  trapèze.  En  faisant  varier  S 
sur  Tun  des  trois  autres  côtés  du  rectangle,  on  trouverait  une  autre  figure 
mixtiligne  adjacente  à  ce  cété. 

On  peut  aisément,  d'après  les  explications  qui  viennent  d'être  données, 
trouver  l'équation  de  l'une  quelconque  des  huit  branches  de  courbe,  telle 
que  C'F  ou  FA':  cherchons,  par  exemple,  celle  de  G' F,  en  choisissant 
pour  axes  des  coordonnées  les  lignes  G'x,  G'/,  menées  par  le  point  G' 
parallèlement  aux  côtés  du  rectangle.  Si  nous  posons  AB  =  /,  le  point  a 
doit  d'abord  être  sur  une  ligne  droite  joignant  le  point  S  et  un  point  pris 

sur  AB,  à  la  distance  ^  du  sommet  B;  cette  droite  a  pour  équation 


.  h  3mh  [         I   A 


Ensuite,  la  distance/  +  7  de  a  à  la  base  AB  a  une  valeur  connue 
4 

■^■^4'"  4*  3m'— 3m-hi' 

Éliminant  m  entre  ces  deux  relations,  nous  avons  l'équation  de  la  courbe 

C'F: 

/*      '^xy^      ^x^X      xy      '^a^       x  _ 

Cette  équation  montre  :  1°  que  le  point  F  et  les  trois  analogues  E,  G,  K 
sont  les  quatre  sommets  du  noyau  central  de  ABCD,  car  pour  /  =  -  A,  on 
a  X  =  -i-  /;  a**  que  G'F  se  raccorde  tangentiellement  en  G'  et  F  avec  les 

lignes  droites  C'y  et  FG,  car  pour  a:  =  oetx  =  —  /on  trouve  respecti- 
vement 

dy  ^     dy      h 

^=00     et     £  =  p 
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3"*  que  C  est  un  point  d'inflexion ,  car  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  déri- 
vée  -T-j-  est  nulle  pour  x  =  o.  Des  raccordements  et  inflexions  analogues 

ont  lieu  pour  les  sept  autres  branches  de  courbe. 

En  résumé,  si  le  centre  de  pression  se  trouve  placé  dans  l'un  des  quatre 
petits  rectangles  tels  que  A"BC'D'',  la  surface  d'appui  sera  un  triangle; 
s'il  se  trouve  dans  un  des  quatre  pentagones  mixtilignes  tel8queC'FA'B''D'', 
la  surface  d'appui  sera  un  trapèze;  enfin ,  cette  surface  sera  le  rectangle 
tout  entier  quand  le  centre  de  pression  tombera  dans  le  noyau  central,  et 
un  pentagone,  s'il  tombe  dans  un  des  triangles  mixtingnes  tels  que  C'FE. 
Ce  dernier  cas  est  le  seul  qui  exigerait  la  solution  d'équations  d'un  degré 
supérieur  pour  trouver  la  position  de  l'axe  neutre. 

Il  est  encore  intéressant  de  savoir  quelle  fraction  de  l'aire  totale  du 
rectangle  occupent  les  quatre  triangles  mixtilignes  tels  que  G'F£  :  nous  y 
arriverons  en  cherchant  d'abord  Taire  C'FP.  On  a 


aireC'FP=  j      xdj. 


ou  bien,  en  posant  ^'  =  t?  ^''  =  ^  » 


aire  C'FP  =  A 


-Ih  f'x'fiy. 
4     Jo 


Or,  Téquation  de  la  courbe,  transformée  en  x'  et  y  ',  devient 

/'*-h  i2x'j'*-f-  48x'y-  i6x'j'-  96x'*--  4x'=  o, 

d'où  l'on  tire 

_  3 j'^  ~  4  r '  -  1  +  v/^3p  4^Ï^^M^^"4-~T 

il  s'agit  donc  de  calculer 

k  =  jlhf'x'dy 


i"'£ 


En  premier  lieu  on  aura 


=  _|^»_^^'_31oghyp(a-r'); 
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donc 

Maintenant  on  remarquera  que 

-  3y*  +  ioj''4-  S/'-h  I  =  (7'4-  i)M-  3r"+  6/'+  i); 
on  doit  donc  déterminer  l'intégrale 

Jo  ^      ^ 

À  cet  effet  nous  prendrons  une  variable  auxiliaire  a  liée  à  /'  par  Téquation 

3(1-77=  4sin»a; 
réiimînation  dejr'  donne  alors 

'^v/î  — sina       ,  8     r^\/3  — sino 


v5Jo    V^+asina  /3Jo    /3  +  asina 


s'  /*^sin'a  —  y/Ssin'a  —  sina4- y/B  , 
asina-l-v/3 


v/3X      \a  4  »      »       2  8ina4-v/3/ 

On  écrirait  immédiatement  la  valeur  de  B,  si  Ton  connaissait  l'intégrale 

///a 
'  Or  on  la  ramène  aux  fractions  rationnelles  en  posant 
asina  +  /3 

tang-a  =  a,  ce  qui  donne 

/fia  _    r  idu  r  is/ldu 

2Sina  +  /3~J   ^u-\-}/Z[l-^-lâ)~ j   3i*»+4av/34-3 

J    («/3-+-a)*— I 

,     ,       wv/3-4-ï   . 

=  log  hyp  -^ h  const. 

*  ^*^tt/34-3 


=  log  hyp  "^^"L'  4-  const. 
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Enfin^  si  Ton  rétablit  tang-a  à  la  place  de  u^  qu'on  remplace V3  par 

tang^9  et  qu'on  multiplie  par  cos^  cos-a  les  deux  termes  de  la  frac- 

tti/3-4-i 
tion  ~!^ — -  î  on  trouve 


Donc 


/  p=loghyp — 7 r-v"*" 


cosi 

const. 


8   /r  r  1^3  —  sina        ,     ,         ^  ,  .    .    ^  .      ^ 

^V3  /   -7= C0S'a^a  =  -7^(a— smaC0Sa)4-6C08a4- --a 

^      J  v^4-2sina  /^^  ^ 


5^ 

v/3' 

Cos(l^ia) 

4-  3  loghyp ^^ ^  -j-  const.; 

sin(^54.-a] 

et  par  suite  l'intégrale  définie  B  a  pour  valeur 

B  =  -^-Z-h31oghyp-. 
3v/3      a  ^ 

Donc  l'intégrale  définie  qui  entre  comme  facteur  dans  A  est  égale  à 
B  — Z  +  3ioghypa  =  -^—  7  H- 3 loghyp 3  =  0,5280, 

ô  y  i 


d'où  résulte 


A  =  -rr  •  0,5280 .  //*  =  o,oo55oo//i. 
9^ 


L'aire  G'FP  étant  connue,  on  en  conclut  l'aire  totale  des  huit  triangles 
mixtilignes  analogues,  laquelle  est  0,0/Ho Ih;  puis,  comme  le  noyau  cen- 
tral occupe  une  aire  égale  à  4  •  g  •  —  ou  à  o,o556  Ih^  on  en  déduit,  pour 
la  surface  totale  des  quatre  triangles  tels  que  GTE,  l'expression 

o,25//i  —  0,044^/i  —  o,o556M  =  o,i5o4/A. 

Ainsi  donc  la  portion  du  rectangle  où  doit  se  trouver  le  centre  des  ten- 
sions pour  que  la  surface  d'appui  devienne  pentagonale  n'occupe  guère 
que  la  septième  partie  de  la  surface  Ih  de  ce  rectangle. 

Enfin  nous  indiquerons  une  solution  approximative  pour  le  cas  où  le 
centre  de  pression  serait  sur  l'une  des  diagonales  du  rectangle,  en  H"'  par 
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exemple  (fig,  22),  dans  la  partie  à  laquelle  répond  une  surface  d'appui 
pentagonale.  Soit  VI  Taxe  neutre  cherché  ;  il  faut  que  H'''  soit  le  centre 
de  percussion  du  rectangle  tronqué  VIABD  tournant  autour  de  VI.  Or  si 
Ton  attribuait  à  cette  ligne  une  position  quelconque  parallèle  à  AD,  entre 
AD  et  la  parallèle  passant  par  le  sommet  C ,  le  centre  de  percussion  cor- 
respondant serait  nécessairement  sur  la  ligne  BG,  qui  forme  avec  AD  un 
système  de  diamètres  conjugués  de  la  surface  rectangulaire  {n°  8);  pour 
Taxe  neutre  AD,  on  aurait  la  surface  d'appui  triangulaire  ADB  et  le  centre 
de  percussion  C'(n°9);  pour  Taxe  parallèle  passant  en  C,  la  surface 
d'appui  deviendrait  le  rectangle  entier  et  le  centre  de  percussion  passe- 
rait au  point  où  BO  coupe  la  ligne  EF  du  noyau  central.  Donc  VI,  auquel 
répond  le  centre  de  pression  intermédiaire  H'",  est  une  parallèle  à  AD, 
passant  entre  0  et  C.  Pour  achever  de  déterminer  sa  position,  nommons  : 

BD 

m  le  rapport  =■?  rapport  dont  la  connaissance  suffirait  pour  définir 

le  point  U,  et,  par  conséquent,  la  ligne  cherchée  VI; 
k  le  rapport  -^=r-  ; 

BÎT" 

r  le  rapport  donné  -=-  • 
*^^  BO 

On  sait  (n^  8)  que  H"'  est,  en  projection  sur  le  plan  de  la  figure,  le 
centre  de  gravité  d'un  solide  projeté  sur  VIABD  et  terminé  à  un  plan 
passant  par  VI;  or  ce  solide  peut  être  considéré  comme  la  différence 
entre  le  tétraèdre  projeté  sur  XBY  et  deux  tétraèdres  semblables,  égaux 
entre  eux,  qui  se  projettent  sur  les  triangles  XAI,  VDY.  Ces  tétraèdres 
sont  dans  le  rapport  des  cubes  des  dimensions  homologues;  le  premier 

étant  représenté  par  BD  ,  chacun  des  deux  autres  le  serait  par  OU  ;  ou 
bien  encore,  le  premier  étant  /w*,  les  autres  auraient  pour  valeur  com- 
mune (m  — 1)^  Le  centre  de  gravité  du  premier  se  projette  au  milieu 
de  BU  (n*"  9)  ;  sa  distance  à  XY,  comptée  parallèlemient  à  la  diagonale  BG, 

serait  donc-/w.BÔ.  De  même  les  centres  de  gravité  des  deux  autres 

seraient  à  la  distance  -{/w  —  i).BO,  comptée  suivant  la  môme  direction. 

Donc,  si  l'on  applique  le  théorème  des  moments  relativement  à  VI,  on 
aura 

X  [w^-  i[m  "-  i)»]  =  /«> .  im  -  i(m  -  {)» .  i (,«  -  i), 

ou  bien 
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d'ail]ear8it=iii— r;  par  conséqnenl,  r  étant  conim,  m  denait  se  dédoire 
de  l'équation 

(/H  -  r)[/ii»- a{iii  -  i)']  =  i[iii*~  2(m- i/J. 

Celte  équation  complète  dn  quatrième  degré  se  résout  par  approxima- 
tion, en  remarquant  qu'on  a,  sans  erreur  sensible , 

tant  que  m  est  compris  entre  i  et  2.  C'est  ce  que  montre  le  tableau  sui- 
vant, où  A  désigne  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  et  B  le 
second  : 


m  de  m. 

Valeurs  de  A. 

Valeurs  de  B. 

Diflërence. 

Errear  relatÎTe. 

1,0 

1,0000 

1,0000 

0,0000 

0,0000 

1,1 

i,ioi5 

i,io33 

0,0018 

0,0016 

1,2 

1,2093 

I,2i33 

o,oo4o 

o,oo33 

1,3 

1,3262 

i,33oo 

0,0048 

o,oo36 

1,4 

1,4489 

1,4533 

0,0044 

o,oo3o 

1,5 

i,58oo 

1,5833 

o,oo33 

0,0021 

1,6 

1,7179 

1,7200 

0,0021 

0,0012 

1,7 

1,8623 

1,8633 

0,0010 

o,ooo5 

1,8 

2,oi3o 

2,oi33 

o,ooo3 

0,0001 

1,9 

2,1700 

2,1700 

0,0000 

0,0000 

2,0 

*    2,3333 

2,3333 

0,0000 

0,0000 

Pour  mieux  établir  encore  le  fait  en  question,  nous  prendrons  l'expres- 

B 
sion  algébrique  de  l'erreur  relative  e  ou  i  —  -jj  ce  sera 


_    _£   ( I  +  ffl  4- ffl' ) [ w^ ~  a ( iw  —  1  )^] 
^"~'       3'  m*^^(m-iY 

m*—  8m*-|-a5/yi^  — 38/yi'4-a8m  —  8 
~     3(— /w*4-8/w^  — 12/71'4-8/w  — 2) 

^i     (/yi-i)'(/w-2)» 
""  3      m* —  2(/w  —  i)* 

Cette  quantité,  nulle  aux  deux  limites  /it  =  i,  m  =  2,  passe  par  un 
maximum  dans  leur  intervalle  ;  on  l'obtient  en  posant  Téquation  ^  =  o. 
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soit,  après  suppression  du  facteur  (m  —  i)  (im  —  2)*, 

771*—  II /w*  4-12/71^4-  4/w'  — 6/w  +  2  =  0, 

d'où  l'on  tire  par  tâtonnement 

m  =  1,277. 

Par  suite,  le  maximum  de  e,  peu  différent  de  l'erreur  qu'on  trouve  dans 
le  tableau,  en  regard  de  m  =  i,3,  est  6  =  o,oo365. 

Comme  le  point  U  se  trouve  nécessairement  entre  0  et  C  et  que  m  ne 
varie  que  de  i  à  2,  nous  pouvons  en  conséquence  écrire  l'équation 
approximative 

qui  donne 

Pour  le  point  C,  on  a  r  =  -,  et,  par  suite,  w  =  i;  pour  le  point  com- 

5 

mun  de  OB  et  EF,  on  a  /•  =  ^  et  /w  =  2  ;  ces  deux  valeurs  de  m  répon- 
dant aux  deux  limites  de  r  sont  rigoureusement  exactes.  Dans  l'intervalle, 
il  y  aura  une  erreur,  toujours  très-petite ,  comme  on  peut  en  juger  par 
le  tableau  précédent.  Cette  erreur,  insignifiante  au  point  de  vue  pratique, 
aurait  pu  encore  être  réduite  en  posant 

et  choisissant  les  constantes  a,  |^,  7  de  la  manière  la  plus  convenable.; 
mais  on  serait  ainsi  tombé  dans  l'inconvénient  d'introduire  des  coefficients 
plus  compliqués  dans  les  formules. 

Il  reste  encore  à  exprimer  la  pression  maximum  /?,  en  fonction  du 
nombre  /w,  maintenant  connu.  A  cet  effet,  nommons  ci  la  surface  du 
rectangle,  £i'  celle  du  pentagone  VIABD,  N  la  pression  totale,  x  la  distance 
oblique,  mesurée  suivant  BU,  entre  le  centre  de  gravité  de  VIABD  et  l'axe 
neutre  VI.  La  pression  moyenne  sur  le  pentagone  d'appui  a  lieu  en  son 
centre  de  gravité,  et  la  pression  maximum  en  B,  point  le  plus  éloigné  de 
l'axe  neutre.  Les  pressions  variant  comme  les  distances  à  cet  axe,  on 
pourra  écrire 


U'     x        ii'x 
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n'x,  moment  de  YIABD  par  rapport  à  VI,  est  égal  au  moment  de  BXY, 
moins  deux  fois  celui  de  XAI  ;  d'autre  part,  ces  deux  triangles  sont  sem- 
blables au  triangle  BAD  =  -  il,  et  ont  pour  surfaces  -a  /»',  -n  (  m  —  i)'  : 
on  a  donc 

a'x  =  ia/w* .  imBO  — 2 .  in(/w  -  i)».  i (m  —  i)  BÔ 


Par  suite, 


=  ga.B0[m^-2(/w~i)»]. 


^6N  m 


quantité  qui  varie  <i®  "TT  ^  "ÏT  ^^^^  "^  P®^^®  de  a  à  i. 


§  VI.  —  Extensions  des  théories  précédentes  à  des  corps  non 
rigonreosement  prismatiques. 

30.  Forme  d'une  pièce  droite  ou  courbe  dans  son  état  pri^ 
mitif.  Fibre  moyenne.  Fibre  élémentaire,  —  Il  faut  d'abord 
définir  d'une  manière  précise  la  forme  des  corps  dont  nous 
avons  à  nous  occuper,  alors  qu'ils  sont  dans  leur  état  primitif ^ 
c'est-à-dire  dans  un  état  idéal  et  purement  abstrait  où  aucune 
force,  pas  même  la  pesanteur,  n'agirait  sur  eux,  en  sorte  que 
la  tension  des  fibres  serait  nulle  dans  toutes  les  parties.  Pour 
cela,  prenons  une  ligne  AB  quelconque  [fig.  24)  supposée 

sans  jarrets  ni  points  multiples, 
et  n'ayant  dans  son  étendue 
qu'une  faible  torsion  qui  ne  la 
fait  pas  beaucoup  différer  d'une 
courbe  plane;  imaginons  la  sé- 
rie de  ses  plans  normaux  et  tra- 
çons dans  chacun  d'eux  une  aire 
assujettie  aux  conditions  sui- 
vantes :  I"  d'avoir  son  centre 
d'élasticité  sur  la  courbe  AB; 
2*>  d'avoir,  parallèlement  au  plan 
osculateur  de  AB,  des  dimen- 
sions petites  en  comparaison  du  rayon  d-e  courbure  de  cette 
courbe  ;  3"  de  varier  dans  sa  forme  d'une  manière  continue  et 


'E 
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lente,  en  sorte  que  si  Ton  passe  du  plan  normal  CD  a  un  pian 
normal  C^D''  assez  distant  du  premier  pour  que  MM^  soit  une 
fraction  notable  de  la  longueur  AB,  les  aires  tracées  dans  ces 
deux  plans  soient  assez  peu  différentes  et  se  trouvent  placées 
à  peu  près  de  la  même  manière  relativement  aux  plans  oscu- 
lateurs  en  M  et  M"^.  Le  solide  ainsi  engendré,  s'il  est  maté- 
rialisé et  soustrait  à  toute  force,  constituera  une  pièce  droite 
ou  courbe  dans  son  état  primitif. 

La  courbe  A6  recevra  le  nom  Aq  fibre  moyenne  de  la  pièce, 
par  analogie  avec  la  définition,  donnée  au  n®  16,  de  la  fibre 
moyenne  d'un  prisme.  De  même,  nous  appellerons  yïfrre  élé^ 
mentaîre  le  volume  engendré  par  un  élément  superficiel  de 
Taire  mobile,  pendant^  une  fraction  infiniment  petite  de  son 
parcours. 

31.  Conséquence  de  la  définition  d'une  pièce.  —  Ainsi  qu'on 
vient  de  le  voir,  dans  la  définition  que  nous  avons  donnée 
d'une  pièce,  nous  n'avons  pas  exclu  le  cas  d'une  fibre  moyenne 
à  double  courbure,  ni  celui  des  changements  d'étendue  et  de 
figure  de  la  section  transversale,  ni  enfin  le  cas  d'un  arc  en- 
gendré par  une  aire  qui  pendant  son  mouvement  le  long  de  la 
ligne  directrice  ne  tournerait  pas  simplement  autour  d'axes 
perpendiculaires  aux  plans  osculateurs  successifs,  mais  encore 
autour  des  tangentes  à  la  courbe  AB,  de  manière  à  constituer 
une  espèce  de  solide  tordu.  Toutefois  ces  divers  écarts  de- 
vront être  renfermés  dans  de  justes  limites  et  ne  pas  s'opérer 
avec  rapidité.  Lorsque  cette  condition  sera  remplie,  la  partie 
de  la  pièce  comprise  entre  deux  sections  infiniment  voisines, 
normales  à  la  fibre  moyenne,  pourra  évidemment  être  consi- 
dérée comme  très-peu  différente  d'un  prisme  droit.  De  plus, 
toutes  les  arêtes  de  ce  prisme  auront  sensiblement  même  lon- 
gueur, car  la  plus  grande  dimension  de  sa  base,  mesurée  pa- 
rallèlement au  plan  osculateur  de  la  fibre  moyenne,  est  petite 
par  rapport  au  rayon  de  courbure  (n^'dO):  hypothèse  d'où  il 
résulte  que  la  différence  entre  la  plus  longue  et  la  plus  courte 
arête  du  prisme  dont  il  s'agit  est  elle-même  une  petite  fraction 
de  l'élément  de  fibre  moyenne  compris  entre  les  deux  sections 
normales  qui  le  terminent. 
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32.  Détermination  de  la  tension  en  un  point  quelconque  de 
la  pièce,  quand  toutes  les  forces  extérieures  sont  connues.  — 
Comme  on  peut  le  pressentir  d'après  les  considérations  pré- 
sentées au  n*'  31,  ce  problème  se  ramène  sans  difficulté  à  celui 
qui  a  été  résolu  dans  les  §§  III,  IV  et  V.  Considérons  en  effet 
la  portion  de  la  pièce  comprise  entre  deux  plans  normaux  CD, 
CD'  {Jig,  24)  très-voisins  Tun  de  l'autre,  mais  d'ailleurs  quel- 
conques ;  elle  peut  être  assimilée  à  un  prisme  droit  dont 
toutes  les  fibres  élémentaires  auraient  la  longueur  MM'  (n°  31). 
Ce  prisme  reste  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  extérieures 
qui  lui  sont  directement  appliquées,  et  des  réactions  qu'il  re- 
çoit dans  les  plans  CD,  CD',  de  la  part  des  molécules  voisines 
de  ces  plans;  or  les  réactions  qui  s'exercent  en  CD'  consti- 
tuent nécessairement  un  système  de  forces  équivalent  aux 
forces  extérieures  appliquées  entre  CD'  et  l'extrémité  B, 
puisque  la  partie  M'B  reste  aussi  en  équilibre;  il  en  résulte 
que  le  prisme  CDCD'  éprouve,  dans  sa  base  CD,  des  actions 
moléculaires  capables  de  faire  équilibre  à  toutes  les  forces 
extérieures  qui  sollicitent  la  pièce  entre  le  point  M  et  l'extré- 
mité B.  On  pourra  donc  appliquer,  pour  trouver  l'intensité  et 
la  nature  de  ces  actions,  la  méthode  développée  aux  §§  III,  IV 
et  V,  pourvu  que  la  nature  particulière  de  la  question  ne  rende 
pas  inadmissibles  les  hypothèses  sur  lesquelles  elle  est  fondée. 

33.  Observation  sur  V étendue  de  la  déformation.  —  A  la 
vérité,  pour  appliquer  cette  méthode,  il  faut  avoir  à  sa  dispo- 
sition les  quantités  que  nous  avons  désignées  d'une  manière 
générale  par  N,  P,  V,  X,  au  §  III  ;  il  semble  donc  que  l'on 
devrait  connaître  la  figure  d'équilibre  affectée  par  la  pièce  dans 
son  état  définitif,  après  la  déformation,  tandis  qu'on  ne  connaît 
ordinairement  que  la  figure  dans  l'état  primitif.  Mais,  dans 
toutes  les  constructions  jouissant  d'une  certaine  stabilité,  ces 
deux  figures  sont  généralement  très-peu  différentes  l'une  de 
l'autre.  En  effet,  des  forces  suffisantes  pour  altérer,  par  leur 
action  permanente,  l'élasticité  de  la  matière,  ne  produisent 
encore  que  des  allongements  ou  raccourcissements  très- 
faibles  ;  et  il  en  est  de  même  des  variations  de  la  température 
atmosphérique.  Par  exemple,  s'il  s'agit  du  fer,  on  sait  que, 
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SOUS  une  traction  de  20  kilogrammes  par  millimètre  carré,  un 
prisme  de  fer  rfe  s'allonge  que  de  0,00 1  de  sa  longueur  pri- 
mitive, et  il  est  bien  rare  que  dans  les  constructions  on 
atteigne  celte  limite.  De  même,  une  variation  de  température 
de  3o  degrés,  relativement  à  la  température  initiale,  ne  pro- 
duirait qu'une  dilatation  ou  contraction  de  o",ooo366  par  mètre 
de  longueur.  Pour  d'autres  matières  que  le  fer,  les  chiffres 
changeraient,  mais  les  conclusions  resteraient  les  mêmes.  Par 
conséquent,  chaque  fibre  élémentaire  variant  très-peu  en  lon- 
gueur, il  est  assez  naturel  d'admettre  que  la  pièce  elle-même 
ne  se  déformera  pas  beaucoup. 

Toutefois,  nous  ne  chercherons  pas  à  dissimuler  que  ce  rai- 
sonnement n'est  pas  entièrement  rigoureux.  Si  l'on  considère 
une  pièce  très-grande,  de  petits  changements  de  longueur  de 
toutes  les  fibres  élémentaires  peuvent,  en  s'accumulant,  pro- 
duire des  effets  sensibles  sur  la  forme  générale  du  corps.  Mais 
alors,  pour  ne  pas  nous  engager  dans  des  calculs  que  personne 
n'a  tentés  jusqu'à  présent,  nous  serons  forcé  de  comprendre 
le  fait  dont  il  s'agit  parmi  les  données  et  hypothèses  de  la 
question  ;  le  raisonnement  que  nous  avons  fait  aura  du  moins 
pour  résultat  de  montrer  que  cette  hypothèse  est  plausible  et 
qu'elle  doit  en  effet  se  vérifier  dans  la  plupart  des  cas.  En 
conséquence,  nous  admettons  que  la  pièce  déformée  diffère 
infiniment  peu,  quant  aux  dimensions  et  à  la  position,  de  ce 
qu'elle  était  dans  son  état  primitif.  Dès  lors,  il  n'y  aura  aucune 
difficulté  pour  calculer  ou  construire  géométriquement  les 
données  à  introduire  dans  la  théorie  des  §§  III,  IV  et  V,  au 
moyen  de  laquelle  on  déterminera  les  tensions  dans  la  sec- 
tion CD  ;  c'est  ce  que  nous  allons  montrer  pour  un  cas  par- 
ticulier. 

34.  Usage  de  la  courbe  des  pressions  pour  avoir  la  tension 
d'un  élément  quelconque  défibre.  —  On  suppose  que  la  fibre 
moyenne,  indépendamment  des  conditions  énoncées  au  n°  30, 
satisfasse  encore  à  celle  d'être  dans  un  même  plan,  et,  en 
second  lieu,  que  les  forces  extérieures  appliquées  à  une  por- 
tion quelconque  de  la  pièce,  entre  deux  sections  normales 
arbitraires,  puissent  être  réduites  à  une  force  unique  agissant 
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dans  ce  plan.  Si  l'on  considère  dans  une  telle  pièce  une  sec- 
lion  normale  quelconque  CsD^iJig*  25),on  a  vu  tout  à  Theure 

Fig.  a5. 


F. 


que  les  actions  moléculaires  développées  dans  cette  section 
doivent  faire  équilibre  aux  forces  extérieures  qui  agissent 
entre  le  point  M,  et  l'extrémité  M«,  c'est-à*dire  à  la  résultante 
de  ces  forces.  Pour  appliquer  immédiatement  la  théorie  des 
§§  III,  IV  et  V,  tout  se  réduit  à  trouver  cette  résultante  :  c'est 
à  quoi  Ton  parviendra  facilement  en  procédant  comme  il 
suit. 

Après  avoir  partagé  la  fibre  moyenne  MoM»  (Jig.  25)  en 
intervalles  égaux  ou  inégaux  MoMi,  MiMi,  MsMs,  etc.,  aux- 
quels correspondent  les  sections  normales  G«D«,  CiDi,  CaD,, 
C3D3,  etc.,  supposons  qu'on  ait  pu  facilement  réduire  à  une 
seule  force  toutes  celles  qui  agissent  entre  deux  sections 
consécutives,  et  qu'on  ait  obtenu  de  cette  manière  les  forces 
F„  F„  Fs,  F4,  etc.;  supposons  de  plus  que  dans  la  section 
extrême  CaDo  (mais  non  pas  nécessairement  au  centre  d'élas- 
ticité Mo)  agisse  la  force  Ro.  On  mènera  par  un  point  0  arbi- 
traire la  ligne  0R«  parallèle  et  proportionnelle  à  la  force  Ro, 
et  dans  le  même  sens  ;  par  le  point  R«  on  mènera  RoRt  paral- 
lèle à  la  force  F„  et  l'on  prendra  la  longueur  R«R,  propor- 
tionnelle à  celte  force  et  de  même  sens.  On  continuera  de  la 
même  manière  à  construire  le  polygone  RoRiRsRs* . . ,  dont  les 
côtés  successifs  représentent  en  intensité,  en  direction,  en 
sens  et  aussi  dans  leur  ordre,  les  forces  F„  Fa,  F*,  etc.  Les 
propriétés  bien  connues  du  polygone  des  forces  montrent 
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immédiatement  que  les  lignes  ORt,  0K„  0K„  etc.,  représen- 
tent à  la  même  échelle,  en  intensité,  direction  et  sens,  les 
forces  totales  qui  agissent  respectivement  sur  les  sections 
C.D.,  C,Di,  C,D„  etc. 

Il  est*nécessaire  d'avoir  non-seulement  chaque  résultante 
en  grandeur,  direction  et  sens,  mais  d'avoir  aussi  sa  position 
réelle  dans  le  plan.  Or  rien  n'est  plus  facile,  quand  la  con- 
struction précédente  est  effectuée.  Par  le  point  K«,  où  la  pre- 
mière résultante  R«  coupe  la  première  force  Fi ,  on  mènera 
K«Ki  parallèlement  à  ORt;  cette  ligne  K«Ki  coïncidera  avec 
la  position  véritable  de  la  seconde  résultante  ORi ,  car  cette 
résultante  doit  passer  par  le  point  de  rencontre  de  R»  et  de 
F|.  De  même,  par  le  point  K,,  où  la  résultante  dirigée  suivant 
K«Ki  coupe  la  seconde  force  Fs,  on  mènera  KiKs  parallèle  à 
OR3,  jusqu'à  la  rencontre  de  F.;  puis  par  Es,  la  parallèle  KsKs 
à  OR3,  et  ainsi  de  suite.  Les  différents  côtés  du  polygone  ainsi 
formé  ne  seront  autre  chose  que  les  résultantes  successives, 
rétablies  dans  leur  position  véritable;  et  puisque  Ton  en  con- 
naît la  grandeur  et  le  sens,  elles  seront  entièrement  connues. 

On  déduira  donc  aisément  de  là  le  centre  des  tensions  dans 
une  section  quelconque.  En  effet,  ce  point  est  l'intersection 
de  la  résultante  qui  correspond  à  la  section  dont  il  s'agit,  avec 
le  plan  de  cette  section;  ainsi,  pour  la  section  C4D«  on  aura  le 
centre  H4  déterminé  par  la  rencontre  de  la  résultante  R4,  diri- 
gée suivant  K^Kf  avec  la  trace  C4D4  du  plan  de  la  section  sur 
le  plan  de  la  ûbre  moyenne,  qui  est  en  même  temps  celui  de 
la  flgure.  On  aurait  d'une  manière  semblable  les  autres  cen- 
tres de  tensions  M«,  Hi,  Hs,  Hs,  etc.,  dont  le  lieu  géomé- 
trique constitue  ce  qu'on  appelle  communément  la  courbe  des 
pressions.  Il  n'est  peut-être  pas  sans  utilité  de  faire  remarquer 
que  si  les  forces  F,,  F,,  F,,  etc.,  ne  provenaient  pas  d'une 
charge  répartie  d'une  manière  continue  sur  la  longueur  de  la 
pièce,  et  si  dans  une  section,  telle  que  CsDs  par  exemple,  agis- 
sait une  force  finie  qui  ne  se  subdivisât  pas  en  une  infinité  de 
forces  élémentaires  distribuées  sur  une  certaine  étendue  à 
droite  et  à  gauche  de  C3D2,  alors  la  courbe  des  pressions  pré- 
senterait une  discontinuité.  On  aurait  d'abord  une  première 
branche,  telle  que  M«H|Hs;  puis  la  dernière  résultante  se 
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combinant  avec  la  force  isolée  qui  agit  en  un  point  de  CjD,, 
le  centre  des  tensions  passerait  brusquement  de  H»  en  un 
autre  point  H,,  d*où  partirait  une  seconde  branche  de  courbe 
continue,  allant  jusqu'à  une  autre  section  dans  laquelle  une 
nouvelle  force  finie  produirait  une  nouvelle  discontinuité. 

11  est  clair  qu'on  pourrait  remplacer  les  constructions  géo- 
métriques par  un  calcul  algébrique.  Pour  avoir  la  résultante 
Rs,  par  exemple,  il  suffirait  de  projeter  sur  deux  axes  rectan- 
gulaires, pris  dans  le  plan  de  la  figure,  toutes  les  forces  agis- 
sant entre  M3  et  M,,  et  de  faire  la  somme  algébrique  des  pro- 
jections sur  chaque  axe.  Cela  ferait  connaître  l'intensité,  la 
direction  et  le  sens  de  la  force  R».  Pour  avoir  sa  position,  il 
suffirait  de  calculer  en  outre  la  somme  algébrique  des  mo- 
ments des  mêmes  forces  par  rapport  au  point  M3. 

Quand  on  aura,  par  Tune  ou  Tautre  méthode,  trouvé  ces 
diverses  résultantes,  pour  faire  le  calcul  des  tensions  dans 
une  section  quelconque,  telle  que  C3D3,  par  exemple,  on  pro- 
jettera R3  sur  la  tangente  en  M3 ,  et  sur  la  normale  au  même 
point.  Cela  donnerait,  pour  la  section  dont  il  s'agif,  les  quan- 
tités désignées  par  N  et  P  au  §  III;  V  serait  nul,  et  X  égal  au 
moment  de  R3  relativement  à  M».  On  verra  plus  loin  des  exem- 
ples de  ces  calculs. 

35.  Restrictions  que  doit  éprouver  la  théorie  générale  dans 
certains  cas  exceptionnels,  —  Il  y  a  des  cas  dans  lesquels  les 
hypothèses  énoncées  au  n**  20,  sur  lesquelles  repose  toute  la 
théorie  des  §§  III,  IV  et  V,  sont  à  priori  entièrement  dénuées 
de  vraisemblance.  Par  exemple,  si  une  colonne  mince  en  mé- 
tal, supportant  un  poids  à  sa  partie  supérieure,  s'appuie  sur 
un  large  socle  en  pierre,  on  pourrait,  par  les  formules  que 
nous  avons  données,  déterminer  la  pression  en  chaque  point 
d'une  section  quelconque  de  la  colonne;  mais  il  ne  convien- 
drait pas  de  les  appliquer  à  la  recherche  des  pressions  sur  la 
surface  supérieure  du  socle.  On  comprend,  en  effet,  que,  par 
l'effet  de  la  déformation,  cette  surface  ne  doit  pas  rester  plane, 
comme  nous  l'avons  supposé,  mais  qu'il  doit  se  produire  une 
certaine  dépression  aux  environs  des  points  qui  reçoivent  di- 
rectement l'action  de  la  colonne.  Mais  on  conçoit  aussi  que 
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cet  effet  doit  être  local,  et  qu'il  doit  tendre  à  s'effacer  de  plus 
en  plus  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  où  il  se  produit. 
Ainsi,  on  ne  devrait  faire  usage  des  formules  que  pour  étu- 
dier la  manière  dont  se  répartit  la  pression  dans  une  section 
du  socle,  prise  à  une  distance  suffisamment  grande  de  la  sur- 
face supérieure. 

En  général,  une  exception  analogue  aura  lieu  pour  tous  les 
points  des  pièces  prismatiques  où  seraient  directement  appli- 
quées des  forces  considérables;  mais,  en  même  temps,  on 
sait  que  ces  points  sont  ordinairement  renforcés  par  un  excé- 
dant de  matière,  dont  les  constructeurs  comprennent  parfai- 
tement la  nécessité.  Par  conséquent,  il  n'y  a  pas  trop  à  se 
préoccuper  de  ce  qui  se  passe  dans  ces  circonstances  excep- 
tionnelles, car  elles  ont  peu  d'influence  sur  la  résistance 
générale  de  la  pièce.  Nous  avons  voulu  seulement,  par  les 
observations  qui  précèdent,  mettre  le  lecteur  en  garde  contre 
une  extension  trop  grande  qu'il  serait  peut-être  tenté  de  don- 
ner aux  formules  :  il  convient  toujours  de  se  rappeler  les 
hypothèses  fondamentales,  et  d'examiner,  dans  chaque  appli- 
<îation,  jusqu'à  quel  point  elles  sont  susceptibles  d'être  véri- 
fiées, sans  quoi  l'on  s'exposerait  à  des  mécomptes  fâcheux, 
dont  la  théorie  ne  devrait  pas,  équitablement,  être  rendue 
responsable. 

36.  Exemple  numérique  de  la  détermination  des  tensions.  —  Nous 
allons  montrer  par  un  exemple  Tapplication  de  la  marche  indiquée  à  la 
fin  du  n"  34.  Cet  exemple  se  rapporte  à  un  projet  de  pont  qui  avait  été 
fait  pour  la  ville  de  Brest,  par  M.  Tritschler,  architecte.  Le  pont  devait 
être  soutenu  par  deux  arcs  en  tôle  à  fibre  moyenne  circulaire,  placés  en 
amont  et  en  aval.  L'ensemble  de  ces  deux  arcs  présentait  une  section 
rectangulaire  de  3  mètres  de  hauteur  sur  une  largeur  réduite  de  o",o48  (*); 
ee  nombre,  plus  petit  que  la  largeur  réelle,  tient  compte,  par  aperçu, 
des  évidements  qui  étaient  pratiqués  dans  la  tôle.  Les  arcs  présentaient 
donc  une  section  de  144000  millimètres  carrés,  que  nous  regarderons 
comme  homogène,  et  qui,  en  conséquence,  devait  avoir  par  rapport  à  l'hori- 
zontale du  centre  de  gravité  un  rayon  de  gyration  égal  à  1  / —  3*  (n**  6), 

{*)  Nous  n'entendons  pas  donner  très- rigoureusement  ici  les  nombres  du 
projet;  il  s'agit  simplement  d'un  exemple  d'application  de  la  théorie. 

6. 
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soit  à  -  /3.  La  fibre  moyenne  était  un  arc  de  cercle  de  55  mètres  de 

rayon  et  40  mètres  de  flèche  :  d*où  l'on  conclut  aisément  que  la  ligne 
des  naissances,  ou  la  corde,  avait  pour  longueur  io5"',83. 

La  charge  n'était  pas  répartie  d'une  manière  tout  à  fait  uniforme.  En 
prenant  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  BG  du  centre  [fig.  26)  une  lon- 
gueur horizontale  de  20  mètres,  la  partie 
AC,  ayant  ainsi  40  mètres  de  longueur  en 
projection  sur  la  corde ,  était  chargée  à 
raison  de  3 100  kilogrammes  par  mètre 
courant  projeté,  soit  en  tout  de  124  000  ki- 
logrammes. Le  surplus  de  la  pièce  suppor- 
tait 1 1  i5o  kilogrammes  par  mètre  courant 
de  projection  horizontale,  en  tout  784  000  kilogrammes  environ.  Ces  poids 
sont  censés  comprendre  le  poids  propre  de  l'arc,  et  on  les  regarde  comme 
appliqués  à  la  fibre  moyenne  elle-même.  Enfin,  des  calculs  que  nous  ne 
pouvons  pas  encore  exposer  maintenant  ont  fait  connaître  que  la  réaction 
de  chacun  des  points  d'appui  D  et  E  devait,  sous  les  charges  indiquées 
et  avec  une  certaine  variation  de  température,  être  équivalente  aux  forces 
suivantes  : 

429000  kilogrammes,  suivant  la  verticale,  de  bas  en  haut; 
214400  kilogrammes,  suivant  l'horizontale,  en  allant  de  chaque  nais- 
sance vers  la  verticale  du  milieu  de  l'arc. 

Considérons  une  section  normale  passant  au  point  K,  choisi  arbitraire- 
ment.  Appelons  : 

p  le  rayon  de  l'arc; 

p  le  poids  par  mètre  courant  projeté,  appliqué  sur  BC  ; 

p'  la  quantité  analogue  pour  la  partie  CE  ; 

a  l'angle  BOK; 

f  le  -demi-angle  au  centre  de  l'arc ,  angle  qui  a  pour  sinus  le  rap- 

.  GÈ 

port  — î 
BO 

y^  X  les  coordonnées  de  K  par  rapport  aux  axes  G^,  Gj; 

S,  Q  les  composantes  verticale  et  horizontale  de  la  réaction  exercée 
en  E  par  l'appui  ; 

«,  /,  b  les  distances  gE,  GB,  GH  ; 

N  la  somme  des  projections  sur  la  tangente  en  K  des  forces  qui  agissent 
entre  K  et  E,  ces  projections  étant  prises  positivement  ou  négative- 
ment, s\iivant  qu'elles  vont  dans  le  sens  de  K  vers  E  ou  en  sens 
contraire  ; 
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P  la  somme  des  projections  des  forces  sur  ]e  rayon  OK,  prises  positi- 
vement* dans  le  sens  OK; 

X  la  somme  des  moments  des  mêmes  forces  par  rapport  au  point  K, 
calculée  en  prenant  pour  sens  positif  des  moments  le  sens  de  ceux 
qui  tendent  à  faire  tourner  de  Gx  vers  Gj. 

Si  le  point  K  est  d*abord  pris  entre  B  et  C,  on  aura  : 

N  =  p(b  —  x)  sina  -f-/?'(fl  —  b)  sina  —  Qcosa—  Ssina, 
P  =  — /?(6  — .r)cosa— /?'(fl  — 3)cosa  — Qsina  +  Scosa, 

4)u  bien 

N  =  (/?  —/?')  (3  — j:)  sina -4- ;?'(«  — j:)  sina —  Qcosa  —  Ssina, 
P  =  —  {^--^')(6  — a:)C0Sa— />'(û  — x)cosa  —  Qsina  4-SC08«, 

Si  la  section  était  située  entre  C  et  E,  ces  expressions  changeraient  de 
forme,  parce  que  toute  la  portion  de  l'arc  entre  la  section  dont  il  s'agit 
et  l'extrémité  E  serait  chargée  du  même  poids/?'  paramètre  courant.  On 
voit  alors  que  les  valeurs  de  N,  P,  X  deviennent 

N  =/>'(«  ~  x)sina  —  Qcosa  —  Ssina, 
P  =  — /?'(a  — x)cosa  — Qsina  +  Scosa, 

X  =  -  ^p'(a  -  x)>  -  Q^  4-  S(fl  --  x). 

Or  on  a 

x  =  p8ina,    7"=  p(cosa  — cosf ),    S  =  pb']-p'(a  — b)  = /i^^ooo^; 

substituant  ces  valeurs,  puis  remplaçant  les  lettres  par  les  valeurs  numé- 
riques données,  nous  avons  trouvé  : 

Entre  B  et  C,  /^^^'^^  ^^  '^  ^  >> 

:^N=-2i4,4cosa-i70,58in»a,    û        LH^rQpU.        ' 
Y^P  =  -ai4,4sina-f.i7o,5sinacosa,X^r  r sn^,,^,,,    ^^^ 
—j  X  =  —  1 1 ,79 cosa  —  4,689  siu'a  -h  n ,92  ; 
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Entre  C  et  E, 

N  =  —  ai4,4cosa-4-  iGi.osina  —  ôiS.asin'a, 

lOOO  '  '  '  ' 

P  =  —  ai4,4sina  —  i6i,ocosa-h6i3,asinacosa, 

lOOO  7T  7  7  1 

— ^X=  —  ii,79COSa-|-  8,855 sin a  —  i6,86sin'a  +  io,3i. 

On  possède  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  nu- 
mériquement, au  moyen  des  considérations  générales  du  n°  20  et  des  for- 
mules du  n°  23 ,  les  tensions  en  chaque  point  d*une  section  quelconque  ; 
car  toutes  les  forces  agissant  depuis  OK  jusqu'à  Textrëmité  E  de  la  pièce 
équivalent  à  la  résultante  de  N  et  de  P,  appliquée  en  K  et  combinée  avec 
le  couple  dont  le  moment  est  X.  D'abord,  le  couple  désigné  par  V  étant 
ici  constamment  nul,  il  n'y  a  pas  de  torsion,  et  l'élasticité  transversale 
n'est  mise  en  jeu  dans  le  plan  OK  que  par  la  force  P,  qui  donne  lieu  à 
un  glissement  simple.  Au  glissement  répondent  des  tensions  transversales 
dont  la  somme  absolue  égale  P,  et  qui,  pour  les  divers  éléments  de  fibre 
partant  du  plan  OR,  sont  simplement  proportionnelles  à  la  section  &>  de 
ces  éléments  (n°i5),  attendu  que  la  matière  de  l'arc  est  supposée  homo- 
gène. La  tension  transversale  par  unité  de  surface  de  l'un  quelconque  des 
éléments  en  question  égalera  donc  la  force  totale  P,  divisée  par  la  section 

p 
totale  n.  Ainsi  on  calculera  le  quotient  -r  pour  diverses  sections  de  la 

pièce,  et  l'on  connaîtra  de  cette  manière  les  grandeurs  successives  par 
lesquelles  passent  les  tensions  transversales  correspondantes. 

Restent  les  forces  N  et  les  couples  X ,  qui  produisent  l'extension  et  la 
flexion  simples,  et  par  conséquent  les  tensions  longitudinales.  Dans  la 
section  OK ,  en  particulier,  N  et  X  peuvent  être  composés  et  donneront 
une  résultante  égale  et  parallèle  à  N,  contenue  également  dans  le  plan  de 
la  fibre  moyenne,  mais  appliquée  en  un  point  K'  de  la  ligne  OK,  différent, 
en  général ,  du  centre  d'élasticité  K.  On  se  trouvera  donc  ici  dans  le  cas 
étudié  au  n°  23,  avec  cette  circonstance  particulière  que  le  point  d'appli- 
cation de  la  force  totale  N  est  placé  sur  un  axe  de  symétrie  de  la  section. 
Cet  axe  OK  étant  axe  principal  d'inertie  de  la  section  pour  le  point  K,  la 
flexion,  qui  s'opère  autour  de  son  conjugué  (n**  17),  aura  lieu  autour  de 
la  perpendiculaire  en  K  au  plan  de  la  figure.  Si  donc  on  applique  la  for- 
mule (7)  du  n°  23,  u  désignera  la  distance  positive  ou  négative  d'un  élé- 
ment w  de  la  section  à  cette  perpendiculaire,  et  u^  la  valeur  particulière 
de  u  pour  le  point  K'.  Il  nous  suffît,  pour  être  en  mesure  de  faire  cette 
application,  de  connaître  la  distance  KÏT'  =  u^  :  or  X  n'est  autre  chose 
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que  le  moment  N.KK'  de  N  relativement  au  point  K,  c'est-à-dire  qu'on  a 

N«,  =  X, 


ou  bien 


«.  =  N' 


équation  qui  fait  connaître  u^  en  valeur  absolue.  On  remarquera  d'ailleurs 
que  si  X  et  N  ont  des  valeurs  numériques  de  même  signe,  le  point  K'  se 
trouvera  entre  K  et  0,  et  inversement  il  serait  sur  le  prolongement  de  OK 
si  X  et  N  avaient  dès  signes  contraires.  Donc  on  sera  en  droit  de  rempla- 

X 

cer  u^  par  :|^>  pourvu  que  les  distances  u  soient  comptées  positivement 

dans  le  sens  KO  et  négativement  en  sens  contraire. 

En  définitive ,  la  formule  (  7  )  du  n**  23 ,  qui  exprime  la  tension  longi- 
tudinale t  d'un  élément  quelconque  de  fibre  daiis  la  section  OE,  deviendra 


N/    ^   uuA       N  /        Xu\ 


le  facteur  E  disparaît  comme  constant  dans  l'arc  entier.  Dans  une  même 
section,  t  varie  avec  u  d'une  fibre  à  l'autre  ;  ses  valeurs  extrêmes  répon- 
dront aux  valeurs  extrêmes  de  u,  qui  sont  +  i,5o  pour  l'intrados  et 
—  1, 5o  pour  l'extrados.  D'ailleurs,  on  a,  comme  on  l'a  vu, 

r'=o,75, 

a  =  o,i44;  ' 

nous  pouvons  donc  écrire 

pour  l'extrados...    t  =  — 77  (  i  — rp  |  =  — ^  {N  —  2 X ) , 
^  o,i44\         N  y      0,144^  " 

pour  l'intrados...    t  =  — —  (  i  4-  ^^  |  =  -^t7  (N  +  a X). 
^  0,144  \         N  J      0,144^ 

Uunité  de  force  étant  le  kilogramme  et  l'unité  de  surface  le  mètre  carré, 
ces  formules  donneraient  des  tensions  en  kilogrammes  par  mètre  carré  ; 
pour  les  avoir  en  kilogrammes  par  millimètre  carré,  il  suffirait  de  diviser 
par  10®  ou  de  remplacer  0,1 44  par  i44ooo. 

Voici  le  tableau  des  résultats  numériques  relatifs  à  12  sections  : 
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Comme  on  le  voit,  les  tensions  qui  sollicitent  les  fibres  au  glissement 
transversal  sont  assez  faibles  comparativement  aux  tensions  longitudi- 
nales  :  la  résistance  du  fer  aux  unes  et  aux  autres  étant  à  peu  près  la 
même ,  on  voit  qu'il  n'y  aurait  pas  eu  dans  cet  exemple  d*erreur  bien 
notable  à  suivre  l'usage  assez  généralement  reçu  de  négliger  les  tensions 
transversales. 

Les  tensions  longitudinales  à  l'extrados,  à  l'intrados  et  sur  la  fibre 
moyenne  sont  représentées  graphiquement  par  la  fi^.  vj  ;  les  abscisses 

Fig.  37. 


des  courbes  sont  proportionnelles  aux  valeurs  de  a,  et  les  ordonnées  sont 
proportionnelles  aux  valeurs  de  ces  tensions.  « 


Digitized  by  LjOOÇIC 


go  CHAPITRE  DEUXIÈME. 


CHAPITRE  DEUXIÈME. 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  DÉTERMINER  LA  DÉFORMATION  D'uNB  PiÈGB 
DROITE  OU  COURBE  SOUS  l'ACTION  DE  FORCES  DONNÉES.  —  REGHERGHB 
DES  FORCES  INCONNUES.  -—  THÉORÈMES  SUR  LA  COMPOSITION  DES  EFFETS 
DUS  A  DIVERSES  CAUSES.  —  MOUVEMENTS  VIBRATOIRES  DES  PIÈCES  ÉLAS- 
TIQUES. 


§  I.  —  Calcul  de  la  déformation  d'une  pièce ,  sous  Taction 
de  forces  connues. 

37.  Lemme  relatif  aux  déplacements  des  différents  points 
d'un  système  invariable.  —  On  sait  que  le  déplacement  élé- 
mentaire d'un  système  invariable  peut  toujours  être  obtenu 
au  moyen  de  trois  translations  parallèles  à  trois  axes  coordon- 
nés et  de  trois  rotations  autour  des  mêmes  axes. 

Fig.  28.  Soient  a,   b,  c  les  trois  transla- 

tions respectivement  parallèles  aux 
y  axes   rectangulaires  0^,  Oyî,   OÇ 

i  [fig,  2S);  m^  ny  p  les  trois  rotations 

! ,  autour  des  mêmes  axes.  Ces  six 

^>^  mouvements  étant  tous  infiniment 

petits,  il  s'agit  d'avoir  l'expression 
analytique  du  déplacement  d'un 
point  A  quelconque  du  système,  en  fonction  de  ses  coordon- 
nées  ^,  yî,  Ç. 

A  cet  effet,  on  remarquera  d'abord  que  le  déplacement  AA' 
du  point  A  est  la  ligne  qui  forme  le  polygone  obtenu  en  por- 
tant bout  à  bout  les  six  déplacements  composants,  chacun 
avec  sa  direction  propre.  Donc  la  projection  de  AA'  sur  un 
axe  quelconque  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  projec- 
tions des  déplacements  dus  aux  trois  translations  et  aux  trois 
rotations.  Cherchons  donc  la  projection  du  déplacement  dû  à 
une  rotation,  par  exemple  à  n,  qui  se  fait  autour  de  Oy].  Soit 
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OM  la  projection  de  OA  sur  le  plan  des  Ç^;  la  rotation  n  toute 
seule,  si  elle  avait  Heu  de  OÇ  vers  0^,  ferait  décrire  au  point 
A  un  petit  élément  circulaire  de  rayon  OM,  perpendiculaire  à 
celte  ligne,  ayant  le  sens  de  M  à  P,  et  contenu  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  des  Ç^.  Sa  longueur  serait  /i.OM,  et  ses  pro- 
jections auraient  pour  valeurs,  savoir  : 

sur  Taxe  des  l n.OM.cosMOÇ,     ou  bien        nÇ, 

sur  Taxe  des  n o, 

sur  Taxe  des  Ç — n.OM.cosMO^,     ou  bien    — /i^. 

De  la  même  manière  on  trouverait  les  projections  des  dépla- 
cements dus  à  m  et/>,  qui  sont  respectiveipent 

pour  m  o,     —  mÇ,     mm, 

pour  p   —  pvi,       pi,      o. 

Réunissant  maintenant  toutes  les  projections  sur  un  même 
axe  et  nommant  AÇ,  Ayj,  AÇ  les  variations  des  coordonnées 
du  point  A,  on  aura  Teffet  total  des  six  mouvements  compo- 
sants, exprimé  par  les  équations 

A^  — a  -^n^  —  pn, 
Ayj—  b  -hpl  — mÇ, 

AÇ=^  C -f- IW73— 71$. 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  il  ne  faut  pas  oublier 
que  les  translations  a,  6,  c,  aussi  bien  que  les  rotations  m,  /i,  /?, 
doivent  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  les  cas. 
Les  translations  sont  positives  quand  elles  ont  lieu  dans  le 
sens  positif  des  axes  coordonnés  qui  leur  sont  parallèles;  une 
rotation  autour  de  OÇ  est  positive  quand  elle  amènerait  la 
portion  positive  de  Taxe  0^  sur  la  portion  positive  de  Taxe 
Oy);  de  même  le  sens  positif  pour  les  rotations  autour  de  0$ 
sera  de  Oyj  vers  OÇ,  et  pour  les  rotations  autour  de  On  celui 
de  OÇ  vers  0^.  Cette  dernière  convention  peut  encore,  eu 
égard  à  la  disposition  de  la  figure,  se  remplacer  par  celle-ci  : 
les  composantes  de  la  rotation  seront  positives  ou  négatives, 
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suivant  que  leurs  axes  représentatifs  auront  la  direction  des 
coordonnées  positives  ou  la  direction  inverse  (*). 

38.  Réduction  du  problème  qui  fait  F  objet  de  ce  paragraphe 
à  une  composition  de  mouvements,  —  Soit  une  pièce  dont 
la  fibre  moyenne  est  G. G„  [Jig.  29);.  CoD«,  C,D,,  dD,,.. ., 

Fig.  29. 


c..  c. 


CnD«  les  sections  transversales  successives ,  déterminées  par 
des  plans  normaux  très-voisins  les  uns  des  autres.  Le  volume 
infiniment  petit  compris  entre  deux  sections  consécutives 
CD/,  C,4.,D/+1  peut  être  considéré  (n*  31)  comme  un  prisme, 
et  Ton  connaît  le  système  de  forces  auxquelles  doivent  faire 
équilibre  les  tensions  développées  dans  les  éléments  de  fibre 
qui  traversent  C,D;;  ces  forces  sont  toutes  celles  qui  agissent 
sur  la  pièce  entre  C,D;  et  l'extrémité  C„D„.  On  pourra  donc,  en 
procédant  comme  au  n®  20,  trouver  les  deux  translations  et 
les  deux  rotations  que  C/+1D/4.,  prend  relativement  à  d-D/. 

Cela  posé,  imaginons  que  l'on  connaisse  le  mouvement  ab- 
i^olu  pris  par  une  section  initiale  C«D«.  Le  mouvement  absolu 
de  CiD,  se  composera  du  mouvement  de  C,D,  relativement  à 
CoD«  (qu'on  sait  calculer)  et  du  mouvement  absolu  de  C«D«; 
de  même,  connaissant  le  mouvement  absolu  de  CiD„  on  pas- 
serait à  celui  de  CaDj,  et  ainsi  de  suite.  On  verrait  ainsi  que 
pour  une  section  quelconque  CD,  le  mouvement  absolu  résulte 
de  la  composition  du  mouvement  absolu  de  CoDo  avec  tous  les 


(*)  Pour  nous  les  axes  représentatifs  doivent  être  tracés  dans  un  sens  tel, 
que  si  Ton  place  Toeil  à  leur  origine  et  qu'on  regarde  dans  leur  direction,  od 
voie  la  rotation  s'effectuer  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre. 
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mouvements  relatifs  des  groupes  de  deux  sections  infiniment 
voisines  qu'on  peut  imaginer  entre  CtD«  et  CD.  Donc  le  dépla- 
cement du  point  G  résultera  de  la  composition  des  déplace- 
ments dus  à  tous  ces  mouvements,  considérés  chacun  à  part; 
en  projection  sur  un  axe»  ce  déplacement  sera  la  somme  algé- 
brique des  projections  obtenues  en  prenant  isolément  chaque 
mouvement  partiel. 

Il  est  clair  maintenant  que  la  méthode  du  n**  37  sera  appli- 
cable pour  trouver  les  déplacements  de  G  parallèlement  à  trois 
axes  coordonnés,  dus  à  chaque  mouvement  composant,  pourvu 
que  chacun  de  ces  mouvements  ait  subi  la  décomposltion^que 
suppose  ladite  méthode.  On  conçoit  donc  sans  peine  la  mar- 
che à  suivre  pour  trouver  les  variations  des  trois  coordonnées 
de  G.  Avant  de  rechercher  les  formules  qui  les  représentent, 
nous  allons  encore  exposer  quelques  observations  générales. 

39.  Construction  géométrique  approximative  de  la  fibre 
moyenne  déformée.  —  Si  Ton  pouvait  construire  géométrique- 
ment les  lignes  représentatives  du  mouvement  résultant  d'une 
section  normale  quelconque  CD  {fig.  29),  il  serait  aisé  d'en 
déduire  le  déplacement  du  point  G.  Or,  comme  on  vient  de 
le  voir,  le  mouvement  de  CD  s'obtient  par  la  composition  du 
mouvement  de  la  section  initiale  C.D«  avec  tous  les  mouve- 
ments relatifs  des  groupes  de  d^ux  sections  inliniment  voisi- 
nes entre  C«D,  et  CD.  Ces  mouvements  relatifs,  en  nombre 
infini,  ne  peuvent  pas  en  général  être  composés  rigoureuse- 
ment par  des  constructions  géométriques.  Mais  on  éludera  la 
difficulté  en  partageant  l'intervalle  G. G  par  des  plans  normaux 
suffisamment  rapprochés,  en  nombre  fini,  et  traitant  chaque 
portion  de  pièce  comprise  entre  deux  de  ces  plans  consécu- 
tifs comme  un  élément  de  longueur  infiniment  petite.  De  cette 
manière,  le  mouvement  de  la  section  CD  résulterait  de  la 
composition  de  mouvements  en  nombre  fini,  opération  sus- 
ceptible de  s'effectuer  géométriquement  ou  par  le  calcul. 

40.  Remarque  sur  la  position  définitive  des  sections  nor- 
males. —  On  peut  se  demander  si  les  sections  primitivement 
normales  à  la  fibre  moyenne  le  sont  encore  arprès  la  déforma- 
tion. Pour  répondre  à  cette  question,  on  remplacera  d'abord 
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la  fibre  moyenne  par  un  polygone  infinitésimal  G^GiGsGsGi. . . 
[fig.  3o).  Tant  que  la  section  C2D,,  par  exemple,  n'aura  rela- 
tivement à  la  section  infini- 
ment voisine  CiDi  que  les 
mouvements  qui  constituent 
rallongement  simple  ,  la 
flexion  et  la  torsion ,  il  est 
clair  que  le  point  G^  se  dé- 
placera par  rapport  à  C,D| 
en  restant  sur  la  direction  de  l'élément  G|Ga;  donc  le  plan 
CiDi  restera  normal  à  la  courbe  après  la  déformation.  Mais 
s'il  existe  un  effort  tranchant  P  qui  fasse  glisser  CiD,  dans  son 
plan,  le  point  Gj  décrira  un  élément  de  chemin  perpendicu- 
lairement à  G,Gj,  et  cet  élément  aura  avec  G,G,  un  rapport 
fini  :  donc,  après  que  les  forces  auront  produit  leur  effet,  le 
plan  CD,  ne  sera  plus  normal  à  la  fibre  moyenne. 

Nous  concluons  donc  en  disant  que  les  sections  normales 
primitives  le  sont  encore  dans  l'état  définitif  quand  l'effort 
tranchant  est  nul  ou  négligeable. 

41.  Observation  au  sujet  de  V effort  tranchant  dans  une 
section  quelconque.  —  Dans  deux  occasions  déjà  (  n***  21  et  36  ), 
quand  il  était  question  de  déterminer  les  tensions  en  un  point 
quelconque  d'une  pièce,  nous  avons  dit  qu'on  négligeait  ha- 
bituellement l'effet  de  la  force  transversale  ou  effort  tranchant, 
qui  tend  à  produire  un  glissement  relatif  de  deux  sections 
voisines,  parallèlement  à  leur  plan.  L'expérience  a  générale- 
ment consacré  cette  manière  d'opérer,  à  laquelle  nous  nous 
conformerons  presque  toujours,  dans  le  but  de  simplifier  les 
applications  que  nous  avons  à  faire  de  la  théorie.  Ainsi  nous 
admettrons  comme  un  fait  que,  sauf  les  cas  exceptionnels  que 
nous  signalerons ,  les  tensions  transversales  ont  peu  d'impor- 
tance dans  les  pièces  que  les  ingénieurs  ont  à  établir,  relati- 
vement aux  tensions  longitudinales;  et  qu'il  en  est  de  même 
des  déformations  correspondantes.  L'effort  tranchant  étant 
désigné  par  P  dans  les  formules  de  ce  paragraphe,  nous  y 
ferons  toujours  P  ==  o,  quand  il  s'agira  d'une  application  quel- 
conque :  si  nous  n'avons  pas  tout  d'abord  supprimé  constam- 


Digitized  by 


Google 


FORMULES  DB  LA  DtPORMATIOM;  C0N8ÉQ0ENCB8.  qS 

ment  les  termes  affectés  du  facteur  P,  notre  seul  motif  a  été 
de  ne  pas  sacrifier,  sans  une  utilité  bien  manifeste,  l'exacti- 
tude théorique. 

Nous  allons  maintenant  aborder  Tétude  des  formules  pro- 
pres à  faire  connaître  la  déformation  des  pièces  droites  ou 
courbes,  en  commençant  par  deux  cas  particuliers  dont  l'im- 
portance est  très-grande ,  en  raison  de  leurs  nombreuses  ap- 
plications dans  la  suite  de  ce  Cours. 

42.  Déformation  d'une  pièce  droite  ;  équation  différentielle 
de  la  fibre  moyenne  déformée.  —  Plaçons-nous  dans  une 
hypothèse  restreinte,  en  admettant  :  i"  que  toutes  les  forces 
extérieures  sont  contenues  dans  un  même  plan  (A)  avec  la 
fibre  moyenne  primitive;  a*»  que  ce  plan  divise  la  pièce  en 
deux  parties  symétriques,  ou  tout  au  moins  qu'il  coupe  cha- 
que section  transversale  suivant  un  axe  principal  d'inertie.  Les 
forces  comprises  entre  une  section  quelconque  et  un  des 
bouts  de  la  pièce  ont  alors  un  moment  nécessairement  nul 
par  rapport  à  la  fibre  moyenne,  et  il  n'y  a  pas  de  couple  de 
torsion  V;  la  tension  totale  N  et  l'effort  tranchant  P  étant  dans 
le  plan  (A)  ne  produisent  que  des  déplacements  parallèles  à 
ce  plan;  enfin,  il  en  est  de  même  du  couple  ou  moment  de 
flexion  X,  car  sa  trace  sur  le  plan  de  la  section  étant  axe  prin- 
cipal d'inertie,  la  rotation  qu'il  produit  s'opère  autour  d'une 
ligne  perpendiculaire  à  celle  trace  et  conséquemmenl  au  plan 
(A).  Donc  le  déplacement  total  d'un  point  quelconque  de  la 
fibre  moyenne  aura  lieu  dans  ce  plan,  et  par  suite  la  fibre 
moyenne  définitive  y  sera  contenue. 

Nous  supposerons  encore  qu'on  soit  en  droit  de  négliger 
les  déformations  dues  à  l'effort  tranchant  (n"  41  );  les  sections 
primitivement  normales  seront  donc  encore  normales  à  la  fibre 
moyenne  définitive  (n*'4.0).  Elles  sont  d'ailleurs  toutes  per- 
pendiculaires au  plan  (A),  et  lès  angles  qu'elles  font  entre 
elles  sont  mesurés  par  les  angles  des  normales  à  la  fibre 
moyenne. 

Cela  posé,  au  lieu  d'effectuer  la  composition  de  mouvements 
dont  il  a  été  question  plus  haut,  il  vaut  mieux  employer  la 
méthode  suivante  qui  conduit  plus  simplement  au  but.  Pre- 
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nons  pour  axe  des  x  la  fibre  moyenne  primitive ,  et  pour  axe 
des  j  une  perpendiculaire  tracée  dans  le  plan  (A).  La  section 
répondant  9u  point  dont  les  coordonnées  sont  a?  et  j  fait  un 
certain  angle  avec  sa  direction  première  ;  puisque  la  section 
est  restée  normale,  cet  angle  sera  le  même  que  celui  fait  par 
la  tangente  à  la  fibre  moyenne  déformée  avec  Taxe  des  x^  et 

aura  pour  tangente  trigonométrique  la  dérivée  -j—  Les  défor- 
mations étant  toujours  censées  très-faibles  (n**  33),  cet  angle 
n'a  qu'une  petite  valeur,  et  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  le 
confondre  avec  sa  tangente.  Pour  la  section  infiniment  voi- 
sine, placée  à  la  distance  dx  de  la  première ,  l'angle  analogue 

dy*      d^y* 
aura  pour  valeur  -~  +  -7-^  dx;  donc  les  deux  sections,  primiti- 

d^Y 
vement  parallèles,  font  maintenant  entre  elles  un  angle  v^rfar^ 

qui  représente  leur  rotation  relative,  c'est-à-dire  la  flexion.  II 
en  résulte  un  couple  de  forces  moléculaires  qui  a  pour  expres- 
sion (n°  17)  le  produit  du  moment  d'inflexibilité  par  l'angle 
de  flexion  rapporté  à  l'unité  de  longueur,  car,  dans  le  cas  ac- 
tuel, la  flexion  se  fait  autour  d'un  axe  principal  d'inertie, 
de  sorte  que  l'angle  désigné  par  5  au  n^  17  est  de  90  degrés^ 
Si  donc  on  nomme,  dans  une  section  quelconque: 

e  le  ressort  longitudinal  ; 

r  le  rayon  de  gyration  relativement  à  un  axe  perpendicu- 
laire au  plan  des  forces  et  passant  au  centre  d'élasticité 
(axe  autour  duquel  s'opère  la  flexion); 

X  le  moment  fléchissant  (n«20); 

attendu  que  les  forces  élastiques  développées  dans  une  section 
font  équilibre  aux  forces  extérieures  qui  agissent  depuis  cette 
section  jusqu'à  une  extrémité,  on  écrira  l'équation 

(i)  er'^'^-^ 


dx^ 


C'est  là  l'équation  différentielle  de  la  fibre  moyenne  défor- 
mée; elle  suppose  qu'on  ait  adopté  dans  le  calcul  de  X  un 
sens  positif  convenable,  car  il  faut  que  X  soit  positif  lorsque  , 
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d^v  dv 

-—-^  Test  aussi  et  que,  par  suite,  ■-~-  croît  avec  a?.  Or,  dire  que 

dy* 

~-  est  croissant,  c'est  dire  que  les  tangentes  à  la  fibre  moyenne 

s'inclinent  de  plus  en  plus  sur  Taxe  des  a:  ou  que  la  section 
normale  s'incline  de  plus  en  plus  sur  l'axe  des  y;  donc  alors 
la  flexion,  dont  le  sens  est  identique  à  celui  de  X,  doit  con- 
sister en  une  rotation  allant  de  l'axe  des  a:  positifs  à  l'axe 
des  j  positifs;  donc,  finalement,  le  moment  X  doit  être  pris 
positivement  quand  il  tend  à  faire  tourner  dans  le  sens  de  x 
vers  y, 

43,  Formules  de  la  déformation  plane  ^  pour  une  pièce  courbe 
dont  la  fibre  moyenne  primitive  est  dans  un  même  plan  avec 
les  forces  extérieures.  —  Nous  allons  prendre  maintenant  le 
cas  d'une  pièce  remplissant,  quant  aux  forces  extérieures  et  à 
la  forme  de  la  section,  toutes  les  conditions  imposées  à  la 
poutre  droite  qu'on  vient  d'étudier  (n°  42),  mais  différant  de 
celle-ci  par  la  fibre  moyenne  primitive  qui,  au  lieu  d'une 
droite,  sera  une  courbe  quelconque  située  dans  le  plan  (A). 
Les  mêmes  raisonnements  montreront  que  la  fibre  moyenne 
définitive  sera  aussi  contenue  dans  ce  plan,  et  l'on  connaîtra 
sa  forme  si,  après  avoir  pris  dans  le  plan  (A)  deux  axes  coor- 
donnés rectangulaires  Oo?,  Oj  [fig.  3i),  on  peut  calculer  les 

variations  A:r„  Aji  su- 
bies par  les  coordon- 
nées :ri,  j,  d'un  point 
quelconque  Gi  apparte- 
nant à  la  fibre  moyenne 
primitive .  Cherchons 
donc  à  exprimer  ces 
quantités  en  continuant 
à  supposer,  pour  plus 
de  simplicité,  qu'on  puisse  négliger  l'influence  de  l'effort 
tranchant. 

Soient  Go GG,G„  la  fibre  moyenne,  CD,  une  section  quel- 
conque, CD  une  autre  section  quelconque  entre  l'origine  CoD, 
de  la  pièce  et  CiD,.  Désignons  par  : 

•^0,  jo,  ^,7,  ^i,7i  les  coordonnées  des  points  G«,  G,  G,; 

L    a«  ÉDIT.  ^ 
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5,  *,,  les  longueurs  GoG  elGoG,; 

e  le  ressort  longitudinal  de  la  section  CD  (n°  14); 

rson  rayon  de  gyration  relativement  à  un  axe  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  figure  et  projeté  en  G; 

N  la  tension  totale  dans  la  section  CD,  c'est-à-dire  la  somme 
des  forces  extérieures  appliquées  à  la  portion  GG„  de  la 
pièce,  ces  forces  étant  prises  en  projection  sur  la  tangente 
en  G  à  la  fibre  moyenne,  et  le  sens  positif  étant  celui  qui 
s'éloigne  deTorigine  Goj 

Xle  moment  fléchissant  pour  la  même  section,  ou  la  somme 
des  moments  relativement  à  G,  des  forces  qui  agissent  sur 
la  portion  GG„  (le  sens  positif  sera  celui  d'un  moment 
qui  tendrait  à  faire  tourner  dans  le  sens  de  Ox  vers  0  j). 

Ainsi  qu'on  l'a  reconnu  au  n®  42,  et  par  la  même  raison,  la 
flexion  s'opère  ici  autour  d'une  série  d'axes  perpendiculaires 
au  plan  de  la  figure;  la  section  CD,  par  exemple,  va  tourner 

d'un  angle  infiniment  petit  — -  (n*  20)  autour  de  Taxe  G,  par 

rapport  à  une  section  infiniment  voisine  qui  la  précède^ 
à  une  distance  d$  mesurée  sur  la  fibre  moyenne.  En  outre, 

elle  prendra  une  translation  ou  extension  simple  >  par 

l'effet  de  la  force  N  (n*»  20);  et  ce  sera  là  tout  le  mouve- 
ment relatif  de  ces  deux  sections,  puisque  le  couple  de  tor- 
sion est  nul  et  qu'on  néglige  la  déformation  due  à  l'efforl 
tranchant.  Le  déplacement  total  du  point  Gi  est  produit  par 
le  mouvement  de  C«D«  combiné  avec  toutes  ces  translations 

et  ces  rotations  — -  en  nombre  infini  (n°38);  il  faut  donc 

prendre  les  variations  de  Xi  et  j,  dues  séparément  à  chacun 
des  mouvements  composants,  et  en  faire  la  somme  algébrique. 

La  translation dirigée  suivant  ds  donne,  en  projection 

sur  Ox  et  Oj,  les  déplacements ?  — -\  la  rotation  — j- 

fait  décrire  au  point  Gi  un  arc  infiniment  petit  Gig-,  normal 
à  GGi  et  égal  au  produit  GG,  • — 5-5  lequel  aura  pour  projec- 
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tionsj^et  Gj/-  Or,  si  Ton  mène  G,K  parallèle  aux  y  et  GK 
parallèle  aux  x^  on  formera  ainsi  un  triangle  GKGi  semblable 
à  G,/gr  comme  ayant  les  côtés  respectivement  perpendicu- 
laires, ce  qui  donne  les  proportions 

g:^:GG.::;^:G1Ï::G7:GK; 

de  là  nous  tirons 

•'«        '«    GG,  «»•* 

7r->      ?; —    GK       X(a:,  — x)dls 
^  GG,  ^^^ 

mais  comme  la  longueur/g-  est  décrite  dans  le  sens  des  x  né- 
gatifs, il  faut  la  changer  de  signe  et  prendre 

X(jri  —  r)dê     X(^,  —  x)dê 

r >        ; 

pour  projections  respectives  sur  les  axes  Oj?  et  0^  du  dépla-* 
cernent  produit  sur  le  point  Gi  par  la  flexion  aux  environs 
de  CD.  De  la  même  manière  on  trouverait  les  projections  du 
déplacement  de  G,  par  l'effet  d'une  rotation  absolue/?,  dans  le 
sens  positif  (de  Qx  vers  Oj),  attribuée  à  la  section  ini- 
tiale C«D,;  ce  serait  évidemment,  sans  recommencer  le  calcul. 

Nommant  enfin  Ajto,  Ajo  les  composantes  du  déplacement 
absolu  de  Ge,  puis  faisant  la  somme  algébrique  des  déplace- 
ments de  G,  suivant  les  x  et  les  y  dans  tous  les  mouvements 
à  composer,  on  arrive  aux  formules 


(2)        Aar,  =  A^«— />#(r»— :r«)  —  /      r-r > 


(3)         A7.=:Aj.-H/>.(:r.-:r.)+J^  ^^,    ^     ' 

On  peut  très-facilement  avoir  aussi  la  quantité  fi  dont  a 

7- 


Digitized  by  LjOOÇIC 


100    '  ghàpitbb  deuxième. 

tourné  une  section  quelconque  C|D,;  car  toutes  les  rotationà 
ayant  lieu  autour  d*axes  parallèles,  il  suffit  d'en  faire  la  somme 
algébrique.  Donc 

(4)  p.=p.^J^^    -^; 

Les  formules  (2),  (3)  sont  encorp  incomplètes  en  ce  qu'elles 
ne  tiennent  pas  compte  des  variations  de  longueur  sous  Tac- 
lion  d'influences  étrangères  aux  forces  extérieures  qui  solli- 
citent la  pièce.  Il  convient  de  Içs  rectifier  comme  on  va  le  voir 
au  n®  kk  ci-après. 

kk.  Déplacements  produits  par  les  variations  de  tempéra- 
ture et  par  le  calage.  —  Les  variations  de  température,  sui- 
vant qu'il  y  a  augmentation  ou  diminution,  tendent  à  dilater 
ou  à  contracter  toutes  les  parties  du  corps  qui  les  éprouve, 
s'il  n'y  a  aucun  obstacle  extérieur  pour  s'y  opposer;  mais  cette 
altération  de  dimension  n'entraîne  pas  d'altération  de  forme 
dans  une  matière  homogène,  ou  du  moins  dans  une  matière 
dont  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  ne  varie  pas  d'un 
point  à  un  autre,  ce  que  nous  supposerons.  Il  n'en  est  pas 
de  même  quand  des  obstacles  extérieurs  viennent  con- 
trarier l'effet  de  la  dilatation,  mais  il  est  clair  qu'en  tenant 
compte  à  part  des  forces  exercées  par  ces  obstacles  sur  la 
pièce,  on  peut  toujours  considérer  celle-ci  comme  entière- 
ment libre.  Par  conséquent,  t  étant  le  coefficient  de  dilatation 
linéaire  correspondant  au  changement  de  température,  on 
devrait  simplement  ajouter  aux  premiers  membres  des  for- 
mules (2)  et  (3)  ci-dessus  le  terme  t  (x,  —  Xo)  pour  Ao:,,  et 
f(ji— Jo)  pour  Aji;  mais  en  même  temps  il  faudrait  faire 
entrer  dans  les  expressions  de  N,  P,  X,  V  les  forces  qui  pro- 
viendraient d'obstacles  extérieurs  opposés  aux  effets  de  la  di- 
latation. 

Le  calage  des  pièces  courbes  donne  lieu  à  des  considéra- 
tions analogues.  Dans  la  pratique,  les  grands  arcs  en  métal  ne 
sont  pas  formés  d'un  seul  bloc.  On  les  construit,  en  général, 
avec  des  voussoirs  juxtaposés,  entre  lesquels  on  enfonce  des 
cales  en  métal  et  que  l'on  boulonne  ensuite  fortement.  Il 
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résulte  de  cette  disposition  que  l'arc  exerce  sur  ses  appuis  des 
pressions  indépendantes  des  forces  qui  le  sollicitent  lui-même, 
c'est-à-dire  qu'il  agirait  encore  sur  ses  appuis  si  Ton  suppri- 
mait toutes  les  charges  qui  lui  sont  directement  appliquées. 
Cela  équivaut  en  quelque  sorte  à  une  dilatation  artificielle,  en 
vertu  de  laquelle  la  fibre  moyenne  prendrait  une  longueur 
supérieure  à  sa  longueur  primitive.  Il  semble  qu'on  tiendra 
compte  de  ce  fait  d'une  manière  rationnelle  et  satisfaisante,  si 
l'on  attribue  à  la  constante  z,  non  pas  la  valeur  du  coefficient 
de  la  dilatation  linéaire  produite  par  le  changement  des  cir- 
constances atmosphériques,  mais  ce  coefficient  augmenté  du 
rapport  entre  l'allongement  produit  par  le  calage  et  la  lon- 
gueur de  l'arc.  Ainsi,  soient  S  la  longueur  totale  de  la  fibre 
moyenne,  d'après  le  projet";  a  la  somme  des  épaisseurs  des 
cales  introduites  par  force  entre  les  segments  de  cette  fibre  ; 
t'  la  dilatation  linéaire,  positive  ou  négative,  due  au  change- 
ment de  température.  On  devra  prendre 

Naturellement  le  rapport  ^  est  variable  dans  la  pratique,  mais 

il  reste  toujours  très-petit;  il  est  assez  ordinairement  infé- 
rieur au  nombre  o,oooi. 

45.  Formules  pour  calculer  les  variations  des  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne,  dans  le  cas  le  plus 
général,  —  Il  nous  reste  maintenant  à  déterminer  les  défor- 
mations de  la  fibre  moyenne  d'une  pièce  quelconque  sous  des 
forces  connues,  dans  le  cas  le  plus  général,  sans  faire  d'hypo- 
thèse ni  sur  les  forces  ni  sur  la  forme  des  sections  transver- 
sales ou  de  la  fibre  moyenne,  à  part  celles  qui  constituent  la 
définition  d'une  pièce,  donnée  au  n°  30.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire,  puis  nous  montrerons  comment  on  revient  des 
formules  générales  à  celles  des  n"  42  et  43. 

Ramenons  toutes  les  forces  qui  agissent  depuis  une  section 
quelconque  C,D<  jusqu'à  l'extrémité  C«D„  {fig.  29)  à  deux 
forces  et  à  deux  couples,  comme  il  a  été  dit  au  n®  20.  Nous 
aurons  d'abord  la  force  N  normale  à  CiDj  ou  tangente  en  Gj  à 


Digitized  by 


Google 


lOa  GHAPITU  DECIIÈMB. 

la  Obre  moyenne,  force  à  laquelle  nous  donnerons  le  signe  + 
ou  le  signe  —,  suivant  qu'elle  sera  une  tension  ou  une  pres- 
sion, c'est-à-dire  suivant  qu'elle  agira  en  allant  de  G,- vers 
l'extrémité  G»,  ou  en  sens  inverse;  secondement,  une  force  P 
passant  en  G/,  située  dans  le  plan  dDi-,  et  dont  la  direction 
fait  avec  les  parties  positives  des  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires  0^,  Oj,  0-^,  trois  angles  que  nous  appelle- 
rons a,  (3,  y;  troisièmement,  un  couple  V  dont  l'axe  repré- 
sentatif aura  même  direction  et  même  sens  positif  conven- 
tionnel que  la  force  N;  quatrièmement  et  enfin,  un  couple  X 
dont  l'axe  est  dans  le  plan  C|D,',  ce  couple  n'ayant  pas  de  signe 
et  ne  devant  se  prendre  qu'en  valeur  absolue.  Soient  d'ailleurs  : 

à  l'angle  aigu  que  fait  la  trace  du  couple  X  sur  le  plan  C/D,- 
avec  le  diamètre  conjugué  de  celte  trace  dans  l'ellipse 
centrale  d'inertie  de  la  section  ; 

>,  fx,  V  les  angles  qui  ont  lieu  entre  les  parties  positives  des 
trois  axes  coordonnés  et  l'axe  représentatif  de  la  flexion, 

c'est-à-dire  (n®  17)  le  diamètre  faisant  l'angle  aigu 5 

avec  l'axe  représentatif  du  couple  X  ; 

r,  /  les  rayons  de  gyralion  de  l'aire  C,D,  relativement  aux 
axes  de  flexion  et  de  torsion  ; 

e  le  ressort  longitudinal  de  cette  section  (n"  14); 

ke  son  ressort  transversal  (n**  15),  k  étant  le  rapport  sup- 
posé constant  (n®  16)  des  deux  coefficients  d'élasticité  G 
.  etE; 

s  la  longueur  mesurée  suivant  la  fibre  moyenne  entre  la 
section  C,D,  et  celle  qui  est  prise  pour  origine  ; 

X,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  G,-. 

En  ne  nous  occupant  d'abord  que  du  mouvement  relatif  de 
la  section  C,D,  et  de  celle  qui  est  infiniment  voisine,  nous 
trouverons  que  ce  mouvement  se  compose  (n°  20)  : 

D'une  translation  suivant  la  direction  de  la  force  N,  dont  la 

valeur  est >  et  les  projections  sur  les  trois  axes  coor- 

,    ^dx    "Sdy    ^dz 

donnes 1   — -^  ; 

e  e  e 
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D'une  translation  suivant  la  force  P  qui  aura  pour  exprès- 

sion  "T—  9  et  dont  les  projections  sur  les  axes  coordonnés  se- 

.,,             Pcosa.cf*    PcosS.rf*     Pcosy.rf* 
ronl  pareillement 7 5 r-^- —  5  ,— —  5 

D'une  rotation  autour  de  Télémenl  G,G,+,  prolongé,  expri- 
mée P^rTTTî'  ^^^^  les  composantes  rectangulaires  parallèles 

\dx     \dr    ydz 
aux  axes  coordonnes  sont  ^^,    ^,   ^^^^ 

D'une  rotation  autour  du  diamètre  conjugué  avec  la  trace  du 

couple  X,  ayant  pour  valeur -^ —  et  se  décomposant  de 

XsindcosX.fif^    Xsindcosa.rf*     Xsinôcosv.rfj 

même  en  ; ,  -—^ — , • 

er'  er'  er^ 

On  aura  donc  finalement  pour  le  mouvement  relatif  dont  il 

s'agit  : 

1®  Trois  translations  parallèles  aux  axes  coordonnés,  savoir: 


suivant  l'axe  des  x, . 

Nrfjr       Pcosa.rf* 
e  ^              ke 

r-- 

H^df       Pcosp.rf* 
e                ke 

z, . 

Nrfz       Pcosy.rf* 
•     e       ^          ke       ' 

7.^  Trois  rotations  autour  des  parallèles  aux  trois  mêmes 
axes  menées  par  le  point  G/  : 

j    ,           „,,    ,  ^          Ydx      XsindcosX.rf^ 
autour  de  la  parallèle  a  Ox, . .  7— y^  h > 

^  Vrfr       Xsin^cosa.rf^ 

•^         kel*  er^ 


Oz. 


Ydz       Xsindcosv.rf5 


Dans  les  applications,  chacun  de  ces  mouvements  compo- 
sants doit  recevoir  le  signe  H-  ou  le  signe  —,  d'après  les  con- 
ventions exprimées  à  la  fin  du  n°37;  or  cette  condition  se 
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trouvera  remplie  d'elle-même,  par  suite  des  précautions  que 
nous  avons  prises  en  définissant  le  sens  positif  de  la  force  N 
et  du  couple  V,  ainsi  que  les  angles  a,  [3,  y,  1,  /ut,  v.  Du  moins 
elle  le  sera  quand  les  axes  coordonnés  présenteront  la  dis- 
position des  Jig.  28  et  29,  disposition  telle,  qu'une  rotation 
de  Oj?  vers  Ojr  sera  représentée  par  Taxe  des  z  positifs,  et 
ainsi  de  suite  en  faisant  une  permutation  tournante. 

Maintenant  il  est  facile  d'appliquer  la  méthode  indiquée  en 
abrégé  au  n®  38,  pour  avoir  le  déplacement  d'un  point  quel- 
conque G  de  la  fibre  moyenne.  Appelons  en  effet  A^.,  A/.,  Az» 
les  trois  composantes  de  ce  déplacement  pour  la  section  ini- 
tiale CoDo;  mo,  ;to»  p9  les  trois  composantes  de  la  rotation  de  la 
section  CoDo,  qui  produisent  les  variations  très-petites  des  an- 
gles que  la  normale  à  cette  section  faisait  primitivement  avec  les 
trois  axes  coordonnés;  art,  j,,  z,  les  coordonnées  du  point  G; 
conservons  les  lettres  sans  indice  pour  les  quantités  qui  se 
rapportent  à  toute  section  intermédiaire  entre  CoD»  et  CD, 
CiDi  par  exemple.  En  vertu  des  trois  translations  et  des  trois 
rotations  qui  viennent  d'être  analysées,  le  point  G  prendra  les 
déplacements  ci-après  : 

Suivant  Taxe  des  x, 

"Sdx       V cosa. ds      ,  ,  /Ydr      \s\ni cosa. ds\ 

,  ,  /Ydz      Xsindcosv.rf^X 

-  (^'  -y^  i^» + — 7P — j  ' 

Suivant  l'axe  des  7, 

Nrfj      Pcosfi.rf^  [Ydz      X  sïn  8  cosv.  ds\ 

.   /Ydx      XsinôcosX.rf5\ 
-(^'-^UHT^-^ iH j5 

Suivant  l'axe  des  z, 

Nrf-z;      Pcosy.rf^      .  ^  (Ydx      Xsïn à cosT^. ds\ 

'J"^        Te        ■^^^'""•''H*^'^  '^^  / 

,  .  (Ydr      XsindcosLt.rf^X 
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formules  qui  résultent  immédiatement  de  celles  qu'on  a  don- 
nées au  n®  37. 

Ajoutant  algébriquement  tous  les  effets  dus  aux  mouvements 
des  sections  intermédiaires  entre  C«D»  et  CD,  et  tenant  compte 
du  mouvement  de  la  première  section  CoDo,  on  trouvera  donc 
pour  les  variations  A^i,  Aj,,  Azi  des  coordonnées  de  G  : 


A^,  =  Aa7o -f-  n, (z,  —  z,)—p, (^,  — ^o) 
Pcosa  ds' 


r^« /N 


ke     dx 


dx 


4 


iz       z\(  ^    rfr  ,  Xsin3cos^\ 


{5)1 


(,.       ,.J  V    '^^  ■  XsinacosvX 
^^'      ■'^'{/fel'ds  er'        / 

Aytz=Ajr,  -l-/>,(:r,  —  X,)  —  m,{z,  —  z,) 


y    dz     \  sin  8  cos  v 

dx      Xsin3cosX\ 
ds  er"        / 

Az,  =  Az,  +  m,{Xi  —  X»)  —  n,[xi  —  X,) 


V    rf^     X  sin  3  cos  X^ 


df     Xsinôcos/x> 


er' 


ds. 


Ces  formules  devraient,  en  général,  être  corrigées  pour  te- 
nir compte  des  effets  produits  par  les  variations  de  tempéra- 
ture et  le  calage.  Suivant  ce  qu'on  a  dit  au  n°  44,  on  ajouterait 
les  termes  t(a7»  —  a;»),  T(jrt  — /•)»  ^C-^»  —  ^o)  respectivement 
à  A^i,  Aji,  Azi;  en  outre  il  faudrait,  en  calculant  N,  P,V,  X, 
avoir  égard  aux  forces  exercées  par  les  obstacles  qui  em- 
pêchent la  pièce  de  se  dilater  librement. 
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46.  Déviation  des  sections  normales  de  la  pièce,  —  La  sec- 
lion  normale  CD  éprouve  une  rotation  totale  qui  s'obtient  en 
composant  celle  de  CoDo  avec  toutes  les  rotations  relatives  de 
deux  sections  voisines  entre  Go  et  G.  On  aura  donc,  d'après  les 
règles  connues  de  la  composition  des  rotations,  pour  les  com- 
posantes rectangulaires  m, ,  n,,  p,  de  la  rotation  de  CD  suivant 
les  trois  axes  coordonnés  : 

T'»/  V        XsinôcosX  *\   , 

./..         I  r^'  I   y        Xsinôcosu  ds\   , 

(6)        I  „.  =  n.  +  j^^    ^^,  +  er'         ^)  ''^' 

f  »  /  V        Xsinôcosv  ds\   . 
^"=^•"^1.    \k^'  ^         er^         Tz)  '^': 

Quand  on  connaît  la  rotation  du  plan  CD,  il  est  facile  d'en  dé- 
duire les  variations  des  sinus  des  angles  Âi,  Bi,  Ci,  qu'il  fait 
avec  les  axes  des  x,  7,  z.  Il  suffit  d'imaginer  par  l'origine  une 
perpendiculaire  au  plan,  de  longueur  égale  à  1  ;  les  coordon- 
nées de  l'extrémité  de  cette  ligne  seront  sin A,,  sin Bi,  sin Ci, 
et  si  l'on  en  calcule  les  variations  par  les  formules  du  n»  37, 
on  trouvera 

IAsinAi=:/i,  sinCt  — /?i  sinB,, 
AsinBi  =/?,  sinAi  — /WisinCi, 
A  sin  C,  =  m,  sin  B,  —  n,  sin  A, . 

47.  Formules  spéciales  pour  le  cas  où  la  fibre  moyenne  est 
primitivement  dans  un  plan  contenant  les  forces  extérieures. 
—  Quand  la  fibre  moyenne  est  plane  dans  son  état  primitif,  et 
que  toutes  les  forces  appliquées  sur  un  élément  quelconque 
de  la  pièce,  entre  deux  sections  normales  consécutiyes,  peu- 
vent se  réduire  à  une  force  située  dans  le  plan  de  cette  fibre, 
les  formules  (5)  du  n<*  45  se  simplifient  notablement.  En  effet, 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  la  portion  G,G«  (fig.  29)  don- 
neront nécessairement  lieu  à  une  résultante  unique  ou  à  un 
couple,  situés  dans  le  plan  GoG,G„.  On  pourra  prendre  les  axes 
des  X  et  des  y  dans  ce  plan,  et  alors  on  aura,  pour  tous  les 
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points  de  la  courbe  6»G,Gn, 
y=o,     y:=-,     cosai=±-^,      cosp  =  =p^,      Z=ro, 

car  d'abord  le  couple  X  subsiste  seul ,  la  force  P  est  dirigée 
suivant  la  normale  principale  de  la  fibre  moyenne,  et  enfin  la 
fibre  moyenne  se  trouve  tout  entière  dans  le  plan  des  xy.  Il  est 
facile  en  outre  de  compter  positivement  la  force  P,  dans  chaque 
cas  particulier,  de  manière  qu'on  doive  prendre  les  signes 
inférieurs  dans  les  expressions  de  cosa  et  de  cos(3  :  par 
exemple,  avec  la  disposition  de  la^g^.  29,  il  faudrait  prendre 
P  positivement  dans  le  sens  G,C/,  ou,  si  Ton  veut,  dans  le 
sens  contraire  à  celui  de  la  normale  qui  se  dirige  vers  le 
centre  de  courbure.  Substituant  ces  valeurs  de  V,  y,  cosa, 
cosp  dans  les  formules  (5)  ci-dessus,  et  rétablissant  le  terme 
par  lequel  on  tient  compte  des  dilatations  produites  par  des 
causes  étrangères  aux  charges  (n**  W),  on  trouvera  : 

/•'» ,  .Xsinôcosv  , 

-j    (ri-r) — —. —  ^*; 

Aj,  =  Ajo  -^  p^ix.'-X.)  +  T  (7,  — Ja) 


(8) 


f-^i  /N        P  dx\    - 

-L 


,  Xsinâcosv   , 


A2,  =  Azo  -+-  m«(jr,  —  jTo)  —  no {x,  -—  Xo) 

-^  f  *  -rr-  [ (ji  —  r )  cos>  —  { ^.  —  ^  )  cos  [x]  ds. 

Quant  à  la  rotation  des  sections  normales,  on  la  calculerait 
par  les  formules  (6)  du  n*>  46,  en  y  supprimant  le  terme  qui 
contient  V,  puisque  ce  terme  est  nul  de  lui-même.  Les  for- 
mules (7)  éprouveraient  en  outre  un  changement  résultant  de 
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ce  .que  les  sections  sont  perpendiculaires  au  plan  des  xy^  d'où 
résulte  C,  =  o.  On  aurait  donc  : 


(9) 


Jr*»  XsindcosX  , 
I d$y 
s.            ^f' 

/•*»  Xsinâcosa   , 
n.  =  n,  -hj       — C  ds, 

/•*»  Xsinôcosv  , 


A  sin  A,  :^  —  />,  sinBi , 
(lo)  I  AsinBi=:/?,  sinA,, 

A  sin  Cl  =  m,  sinBi  —  /iiSinAf 

48.  Conditions  à  remplir  pour  que  la  déformation  d'une 
pièce  à  fibre  moyenne  plane  s*  opère  dans  le  plan  même  de  cette 
fibre.  —  Nous  ne  traiterons  cette  question  que  dans  Thypo- 
Ihèse  restreinte  faite  au  n**  47  sur  le  mode  de  distribution  des 
forces  extérieures.  La  condition  à  remplir,  c'est  que  A-5|  soit 
nul  pour  tous  les  points  de  la  fibre  moyenne  ;  il  faut  donc 
poser 

Azo  H-  mo(jr,  —Jo)  —  »o(^i  —  ^o) 
'*«  Xsinô 


x 


er^ 


{{yi—y)cos'k—{xx  —  x)cosii]  ds=^o. 


D'abord,  Az»  doit  être  nul;  car  le  point  Go  ne  doit  pas  plus 
qu'aucun  autre  sortir  du  plan  des  xy.  Après  avoir  supprimé  ce 
terme,  on  peut  remarquer  qu'on  a  identiquement 


m, 


par  suite,  en  réunissant  tout  le  premier  membre  de  l'équation 
précédente  sous  un  seul  signe  /,  la  condition  Az»  =  o  de- 
vient 


a 


dy         dx 

Xsind 


'^•SF-'^-rfï 


r"  [(/«  '~X)  ^^sX  —  (^1  —  x)  cos/x]  I  rf*  =  o. 
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Une  intégrale  définie  dont  les  limites  sont  arbitraires  ne  res- 
tera constamment  nulle  que  si  son  élément  devient  nul  lui* 
même;  donc 

et  cette  condition  doit  se  dédoubler  en  deux  autres, 

(a)  m,  rf/— 71,  rf:r  =  0, 

{b)  X[{^,  —  j)cosA  — (:r,  —  a7)coSfJL]  =  o, 

attendu  que  la  seconde  partie  (  b  )  dépend  du  point  final  (  x, ,  ^i  ) 
et  varie  avec  lui ,  tandis  que  l'autre  n'en  dépend  pas.  Or  il  y  a 
plusieurs  manières  de  satisfaire  aux  conditions  (a)  et  (b). 

En  ce  qui  concerne  la  première,  on  peut  supposer  mo  =  o, 
/i,=:  o,  hypothèses  qui,  jointes  à  Az«  =  o,  exprimeraient  que 
la  section  initiaie  se  meut  parallèlement  au  plan  des  xy, 
puisque  son  mouvement  se  composerait  d'une  translation  pa- 
rallèle à  ce  plan  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  perpendî- 

dy 
culaire.  On  peut  aussi  supposer  que  -t-  a  une  valeur  constante 

égale  à  —  î  ce  qui  signifierait  :  i°  que  la  fibre  moyenne  est 

droite;  2®  que  la  résultante  des  rotations  m«  et  n»,  ou  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy  de  la  rotation  totale  prise  par  la 
section  C»Dft,  doit  s'effectuer  autour  de  cette  droite  :  il  est  évi- 
dent, en  effet,  que  la  fibre  moyenne ,  supposée  rectiligne,  ne 
sortira  pas  d'un  plan  qui  la  contient,  en  tournant  autour  d'elle- 
même. 

Pour  satisfaire  à  la  condition  (6),  il  semble  qu'on  a  trois 
hypothèses  à  faire,  savoir  : 

X  =  o; 
COS  X  =  o ,      COS  fx  =  o  ; 

^    '  Xi  —  X        cosA  ' 

mais  l'équation  (c)  est  impossible  et  doit  être  rejetée.  En 
effet,  si  l'on  y  considère  le  point  [xi,  /,)  comme  se  déplaçant 
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sur  la  fibre  moyenne  tandis  que  le  point  {x,jr)  resterait  con- 
stant, on  en  conclut  que  la  fibre  moyenne  est  droite;  cette 
droite,  normale  à  la  section  menée  par  le  point  (ar,  7)^  ferait 
par  conséquent  un  angle  de  90  degrés  avec  Taxe  de  flexion; 
ce  qui  exigerait  qu'on  eût 

{jvt  —  x)cos'k  -4-(ji  —  j)C0S|:jl  =  O, 
relation  incompatible  avec  (c),  puisqu'il  en  résulterait,  par 

réliminalion  de ^> 

a^i  —  a: 

COSLL  cosX  ,^ 

— ç:  — ou     cos^A -f- cosV  =  o« 

cosA  cos^i  '^ 

Il  ne  reste  donc  qu'à  supposer  soit  X  =  o,  c'est-à-dire  un  mo- 
ment fléchissant  nul  dans  toutes  les  sections,  soit  cosX  =  o 
et  cos/x  =  o,  c'est-à-dire  tous  les  axes  de  flexion  perpendicu- 
laires au  plan  des  xy. 

Si  celte  dernière  combinaison  est  celle  qui  se  réalise,  comme 
le  couple  X  agit  dans  le  plan  des  xy,  sa  trace  sur  le  plan  de 
la  section  correspondante  sera  perpendiculaire  à  l'axe  de 
flexion;  de  sorte  que  cet  axe  et  la  trace  du  couple  (qui  lui  est 
conjuguée  dans  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  section)  for- 
meront les  deux  diamètres  principaux  de  l'ellipse.  Alors,  en 
laissant  provisoirement  de  côté  la  supposition  d'une  fibre 
moyenne  rectiligne  et  celle  d'un  moment  fléchissant  nul,  on 
énoncera  la  proposition  suivante  comme  conclusion  de  la 
discussion  à  laquelle  nous  venons  de  nous  livrer  : 

Quand  une  pièce  courbe  a  sa  fibre  moyenne  dans  un  plan 
contenant  aussi  les  forces  extérieures ,  pour  que  la  déforma- 
tion ne  fasse  pas  sortir  la  fibre  moyenne  de  son  plan,  il  faut 
et  il  suffit  ;  1°  que  la  section  initiale  ait  un  mouvement  pa- 
rallèle à  ce  plan;  2°  que  ce  plan  coupe  toutes  les  sections  sui- 
vant un  de  leurs  axes  principaux  d'inertie. 

Pour  les  pièces  droites,  on  peut  ajouter  au  mouvement  de 
la  section  initiale  une  rotation  autour  de  la  fil)re  moyenne  ; 
dans  le  cas  où  X  =  o,  la  fibre  moyenne  étant  droite  ou  courbe, 
la  condition  relative  à  la  direction  des  axes  principaux  d'une 
section  quelconque  devient  indifférente. 
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49.  Conséquences  des  conditions  trouvées  au  n°  48  ;  vérifia 
cation  des  formules  de  la  déformation  plane  au  moyen  des 
formules  générales,  —  Maintenant  qu'on  connaît  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Azi  soit  nul,  il  est 
rationnel  et  utile  de  se  demander  Tinfluence  qu'^auront  ces 
conditions  sur  les  deux  premières  formules  (8),  destinées  à 
calculer  ^Xx  et  Aji.  En  premier  lieu  on  voit  que  les  condi- 
tions imposées  au  ipouvement  de  la  section  initiale  n*ont  pas 
d'influence,  puisque  ce  mouvement  ne  figure  dans  les  exprès- . 
sions  de  A^i  et  Aji  que  par  les  trois  quantités  A^To,  Ajo>  p^y 
auxquelles  nous  n'avons  imposé  aucune  condition.  Seconde- 
ment, si  cosA  et  cos/ui  sont  nuls,  il  en  résulte  sind=:  i  et 
cosv  =  i  ;  si  ces  valeurs  ne  sont  pas  vraies,  cela  importe  peu, 
parce  qu'alors  X  deviendrait  constamment  nul,  et  les  termes 
qui  contiennent  d  et  v  disparaîtraient.  Donc,  dans  tous  les  cas 
où  il  y  a  déformation  plane,  on  peut  écrire 

A^,  =  A:ro  — /?«(/.— /•) -h  T(^,  —  rro) 

-^(^F.g)--x'"-^'"• 

(ll){ 

A  J.  =  Ajo -f-/?o(^i  —  ^o) -f- 7(7,  —  JTo) 

formules  identiques  aux  formules  (2)  et  (3)  que  nous  avons 
démontrées  directement  au  n®  4-3,  sauf  l'introduction  des 
termes  contenant  les  facteurs  P  ou  t,  que  nous  avions  provi- 
soirement laissés  de  côté  dans  notre  première  analyse. 

Les    valeurs  particulières  cosX=:o,   cosp  =  o,   cosv  =  i, 
sin5  =  ï ,  introduites  dans  les  formules  (9),  donnent 

r^»Xrf5 
(12)  msz=im^y     nx  =  ntiy     p,=p^-\-l      — — . 

Par  les  deux  premières  équations  (12)  on  voit  que  m,  et  n^ 
conservent,  dans  toutes  les  sections ,  les  mêmes  valeurs  que 
dans  la  première  :  si  la  rotation  résultante  de  m.  et  n^  n'est 
pas  nulle  (ce  qui  peut  avoir  lieu  pour  une  pièce  droite),  elle 
se  retrouvera  constamment  la  même  dans  toutes  les  sections. 
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et  Ton  pourrait  en  faire  abstraction,  puisque  ce  serait  un  mou- 
vement d'ensemble  ne  déformant  pas  la  pièce  et  ne  déplaçant 
pas  la  fibre  moyenne.  La  troisième  équation  (12),  déjà  démon- 
trée au  n"  43,  ferait  alors  connaître  la  rotation  totale  d'une 
section  quelconque,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  varia- 
tion de  son  angle  avec  un  plan  fixe. 

50.  Formules  de  la  déformation  spéciales  pour  les  pièces 
droites;  vérification  analogue  à  celle  du  /i°  W.  —  Supposons 
une  pièce  à  fibre  moyenne  rectiligne,  chargée  suivant  le  mode 
défini  au  n°  47.  En  choisissant  la  fibre  moyenne  pour  axe  des  a:, 
on  aura  constamment  j  =  o,  2  =  o,  5  =  ^,  et  les  formules  (8) 
prendront  la  forme  suivante  i 

^'.    ^ 
A  j,  =  A  jo  +  p,{xi  —  X,) 
{i3)/  r^x  .Xsinôcosv,         /***  P  j 

■^X,    (^>-^)        er^        ^^-^X^   i;^^' 

A          A             /              V       C'\             .Xsinôcos/x  , 
AZ|  =  Azo  — w«(a:,  —  J7«)—  I      (JT,  —  x) 5 — ^dx. 

Dans  le  cas  plus  particulier  de  la  déformation  plane  (n"  48 
et  49),  on  trouve 

--    dx    y 

-f-  /      {Xx  —  x) — -dx-^  I      j-ax. 

Quand  on  néglige  les  effets  de  l'effort  tranchantp  P,  comme 
cela  se  fait  habituellement  (n*»41),  il  faut  faire  P  =  o  dans 
l'équation  précédente.  On  peut  remarquer  en  outre  que  l'or- 
donnée j  étant  nulle  pour  tout  point  de  la  fibre  moyenne  pri- 
mitive, Aji  n'est  autre  chose  que  ji  pour  la  fibre  moyenne 
déformée  ;  on  écrirait  en  conséquence  la  seconde  équation  (i4  ) 
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de  cette  manière  : 

Puis,  en  différentiant  deux  fois  par  rapporta  la  variable  jr., 
on  aura  successivement 


rfri 


La  dernière  équation  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  Téquation  (i), 
démontrée  directement  au  n°  42,  à  cause  de  son  importance 
et  de  sa  simplicité.  Quant  à  la  formule  qui  exprime  Aj:„  nous 
n'avons  pas  cru  devoir  nous  en  occuper  spécialement,  parce 
que  ses  applications  sont  à  peu  près  nulles  :  il  est  suffisant  de 
l'avoir  établie  comme  cas  particulier  des  formules  générales. 

51.  Détermination  des  constantes  qui  représentent  le  mou^ 
vement  de  la  section  prise  pour  point  de  départ,  —  Les  for- 
mules (5)  du  n"  45  font  connaître  les  composantes  A^,,  Aj^, , 
^Zi  du  déplacement  d'un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne, 
en  fonction  des  forces  extérieures  et  de  six  quantités  Aj?», 
Ajo9  Azo,  m»,  n»,  p^  qui  définissent  le  mouvement  absolu 
d'une  section.  Dans  le  cas  particulier  de  la  déformation  plane 
(n"  48  et  49),  trois  de  ces  quantités  disparaissent»  et  il  n'en 
subsiste  que  trois  dans  les  formules,  savoir  Ax»,  Aj«y  po« 

Au  premier  abord,  on  trouvera  peut-être  singulier  que,  con- 
naissant la  pièce  dans  son  état  primitif  et  les  forces  en  équili- 
bre qui  lui  sont  ensuite  appliquées,  la  théorie  ne  donne  pas 
la  situation  qu'elle  prend  définitivement.  Cependant  on  voit 
aisément  qu'il  doit  en  être  ainsi,  quand  on  se  pénètre  bien 
des  conditions  du  problème.  La  question  qui  consisterait  à 
trouver  le  déplacement  absolu  serait  une  question  de  dyna- 
mique, dans  laquelle  on  devrait  tenir  compte,  non-seulement 
de  la  situation  primitive  du  corps  et  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées,  mais  encore  des  masses  de  ses  différents  points 
et  de  leurs  vitesses  initiales.  Or  ce  sont  là  des  données  que 

L    a*  ÉDIT.  o 
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nous  n'avons  pas  introduites.  Nous  avons  simplement  sup- 
posé réquilibre  des  forces  extérieures  avec  les  forces  molécu- 
laires, et  la  petitesse  du  déplacement  total.  Mais  avec  ces  deux 
conditions  on  peut  évidemment  imaginer  une  infinité  de  dé- 
placements, tous  très-petits  et  d'ailleurs  arbitraires.  Si  Ton  en 
a  trouvé  un,  et  qu'on  fasse  mouvoir  très-peu  la  pièce  à  partir 
de  cette  seconde  position,  sans  altérer  la  forme  nouvelle 
qu'elle  a  prise,  les  deux  conditions  dont  il  s'agit  seront  en- 
core satisfaites.  En  effet,  nous  aurons  bien  un  déplacement 
total  très-petit;  les  forces  moléculaires  auront  les  mêmes 
grandeurs;  et  comme  leur  situation,  aussi  bien  que  celle  des 
forces  extérieures,  n'aura  pas  sensiblement  changé ,  l'équi- 
libre subsistera  encore.  Il  y  a  donc  une  indétermination  réelle 
dans  le  problème,  et  l'on  ne  peut  la  faire  cesser  qu'en  intro- 
duisant de  nouvelles  données,  comme  nous  allons  le  faire 
tout  à  l'heure. 

Cependant,  quoique  la  position  définitive  de  la  pièce  reste 
indéterminée  tant  que  l'on  ne  connaît  pas  les  quantités  A^o, 
Ajo,  Azo,  wîo,  Wo,  /?o,  on  voit,  par  la  manière  même  dont  les 
formules  ont  été  obtenues,  que  le  mouvement  de  chaque  sec- 
tion CD  [Jig,  29)  relativement  à  la  section  initiale  CoDo  est 
parfaitement  déterminé ,  en  fonction  des  forces  extérieures 
seulenient  :  en  sorte  que  si  l'on  ne  connaissait  le  mouvement 
absolu  d'aucune  section ,  il  serait  possible  néanmoins  de  cal- 
culer la  forme  finale  de  la  pièce,  tout  en  laissant  dans  l'indé- 
cision sa  situation  réelle. 

Maintenant  nous  allons  donner  quelques  exemples  de  la 
détermination  des  quantités  dont  il  s'agit,  en  nous  bornant  à 
ceux  dont  on  aurait  le  plus  fréquemment  besoin  dans  les  ap- 
plications. La  déformation  sera  supposée  plane,  et  par  suite 
il  suffira  de  trouver  les  valeurs  de  A^r»,  A/o,/?o. 

Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où  la  pièce  aurait  en  CoD« 
[Jig.  29),  non-seulement  un  appui  fixe,  mais  encore  un  en- 
castrement qui  rendrait  sa  direction  invariable.  Alors  on 
aurait  : 

A^o  =  o,    A/o  =  o,    jPo  =  o. 

Si  l'encastrement  et  l'appui  fixe  existaient  en  une  autre  section 
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qu'on  ne  voudrait  pas  prendre  pour  point  de  départ,  ^'  et  j^' 
étant  les  coordonnées  de  son  centre  d'élasticité,  il  faudrait 
exprimer  que  pour  ce  point  àx'  et  Aj'  sont  nuls  et  que  la 
section  conserve  sa  direction  première,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a 
pas  de  rotation.  Alors  les  formules  (ii)  et  la  troisième  for- 
mule (12)  du  n*»  49  donnent  les  équations 

^  ("',    ,         ,\ds 


er^ 


La  dernière  équation  fait  connaître  immédiatement/?,,  et  par 
une  substitution  dans  les  deux  autres,  on  connaîtra  Aa?o,  Ay^  : 

Supposons  maintenant  le  cas  très-ordinaire,  presque  le  seul 
cas  pratique,  dans  lequel  les  deux  extrémités  reposent  sim- 
plement sur  deux  appuis  fixes.  Prenons  l'un  de  ces  appuis 
pour  origine  des  coordonnées,  la  ligne  qui  les  joint  pour  axe 
des  x;  soit  en  outre  2  «leur  distance.  En  appliquant  au  second 
appui  la  formule  qui  donne  A  ji  (  n"  W  ),  on  aura 

équation  d'où  l'on  tire  très-aisément  la  valeur  de  p^.  D'ailleurs 
Ao?»  et  A/o  sont  nuls. 

8. 
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Enfin  nous  considérerons  le  cas  où  la  fibre  moyenne  aurait 
an  point  fixe>  et  un  élément  dont  la  position  changerait  par 
la  déformation,  mais  dont  la  direction  serait  déterminée  à 
priori.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsqu'un  arc  symé- 
trique par  rapport  à  une  ligne  esl  symétriquement  chargé  de 
chaque  côté  de  celte  ligne.  Il  est  clair  que  la  symétrie  doit 
subsister  après  la  déformation,  et  par  suite  la  direction  de 
l'élément  situé  sur  Taxe  de  symétrie  ne  doit  pas  changer.  Dans 
celte  circonstance,  on  pourrait  procéder  ainsi  qu'il  suit.  On 
prendrait  pour  axe  des  x  une  ligne  quelconque  passant  par  le 
point  fixe,  et  pour  axe  des  j  une  perpendiculaire  menée  par 
le  point  où  Ton  connaît  la  direction  de  la  fibre  moyenne.  Ce 
dernier  point  étant  pris  pour  Tune  des  limites  (  jco,  Jo)  des  in- 
tégrales définies,  on  aura  d'abord,  par  hypothèse,  /?o  =  o- 
Ensuite,  si  l'on  appelle  a  l'abscisse  du  point  fixe,  les  for- 
mules (ri)  du  n®  49  appliquées  à  ce  point  donneront 

Dans  le  cas  plus  particulier  où  l'on  supposerait  une  symétrie 
complète,  comme  celle  que  nous  donnions  tout  à  l'heure  pour 
exemple,  on  pourrait  prendre  l'axe  des  x  de  telle  manière  que 
Taxe  des  j  fût  la  ligne  de  symétrie  elle-même.  Alors  on  aurait 
/?o  =  o,  A^o  =  o,  et  l'équation  qui  donne  Ajo  ferait  connaître 
la  quantité  dont  varie  la  flèche  de  l'arc. 

§  IL  —  Recherche  des  forces  inconnaes. 

52.  Indications  succinctes  sur  la  nature  des  questions  à  ré- 
soudre. —  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  commencement  du 
Cours,  il  peut  arriver,  et  il  arrive  le  plus  ordinairement  dans 
les  applications,  que  toutes  les  forces  qui  sollicitent  une 
pièce  ne  sont  pas  des  données  immédiates  de  la  question.  Par 
exemple,  lorsqu'un  arc  symétrique  par  rapport  aune  verticale, 
et  chargé  de  poids  disposés  symétriquement  par  rapport  à 
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cette  ligne,  repose  à  ses  extrémités  sur  deux  appuis  placés  au 
même  niveau,  il  suffît  pour  l'équilibre  que  chaque  appui  four- 
nisse une  réaction  verticale  égale  à  la  moitié  de  la  somme  des 
poids  qui  agissent  sur  la  pièce  entière.  Mais  s'il  ne  donnait 
pas  lieu  à  une  autre  réaction,  il  arriverait  que  la  corde  de 
Tare  varierait  en  longueur;  c'est  un  fait  que  l'on  pourrait 
reconnaître  au  moyen  des  formules  du  §  I  de  ce  chapitre,  et 
qui  est  d'ailleurs  évident  quand  on  suppose  un  changement 
de  température.  Or,  si  les  appuis  sont  disposés  de  manière  à 
empêcher  celte  variation  de  la  corde,  il  est  clair  que  par  cela 
même  ils  doivent  exercer  sur  la  pièce  des  forces  horizontales, 
capables  de  produire  une  variation  égale  et  de  sens  contraire 
à  celle  qui  aurait  eu  lieu  sans  leur  existence.  Ces  forces  ne 
sont  pas  données  immédiatement  ;  elles  sont  une  consé* 
quence  de  la  forme  de  Tare  et  des  charges  qui  agissent  sur 
lui.  Leur  détermination  constitue  un  problème  d'une  nature 
particulière. 

On  serait  conduit  à  une  conclusion  analogue  si  l'on  suppo- 
sait généralement  un  arc  lié  d'une  manière  quelconque  à 
certains  corps  qui  l'empêchent  de  se  déformer  librement  sous 
Taclion  des  forces  qui  lui  sont  appliquées,  comme  il  le  ferait 
sans  Texisience  de  ces  obstacles.  Pour  annuler  ou  tout  au 
moins  pour  modifier  les  déplacements  qui  tendent  à  se  pro- 
duire, il  faut  que  la  présence  des  obstacles  donne  lieu  à  cer- 
taines réactions,  qui  ordinairement  ne  peuvent  pas  être  dé- 
terminées indépendamment  de  l'élude  des  déformations  pro- 
duites. C'est  ainsi  que,  daps  l'exemple  précédent,  on  se 
trouverait  conduit  à  chercher  l'expression  de  l'allongement 
de  la  corde. 

Un  autre  exemple  remarquable  nous  est  fourni  par  les 
poutres  droites  reposant  sur  plus  de  deux  appuis  et  soumises 
à  des  charges  transversales.  Les  appuis  exercent  sur  la  pièce 
des  réactions  également  perpendiculaires  4  son  axe,  entre 
lesquelles  il  y  a  seulement  deux  relations  fournies  par  la 
Statique  des  systèmes  invariables.  Il  y  a  donc  là  encore  une 
série  de  forces  inconnues  à  trouver,  et  Ton  n'y  parviendra 
qu'en  tenant  compte  des  déformations  produites  par  les  di- 
verses forces  extérieures. 
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Comme  il  peut  y  avoir  un  grand  nombre  de  combinaisons 
diverses,  soit  dans  la  disposition  des  appuis  et  des  obstacles 
de  toute  nature  opposés  au  mouvement  de  la  pièce,  soit  dans 
la  nature  de  ces  obstacles  et  leur  mode  d'action,  le  problème 
dont  nous  avons  à  nous  occuper  ici  peut  donner  lieu  à  une 
grande  variété  de  problèmes  particuliers,  et  il  serait  presque 
impossible  de  donner  une  théorie  en  termes  tout  à  fait  géné- 
raux. Nous  crojons  même  qu'il  serait  inutile  d'essayer  une 
classification.  Mais  nous  traiterons  avec  détail  un  certain 
nombre  de  questions  qui  montreront  bien  la  marche  que  l'on 
devrait  suivre  dans  d'autres  cas,  auxquels  ne  s'appliqueraient 
pas  directement  les  calculs  que  nous  allons  développer.  Kous 
nous  bornerons  d'ailleurs  au  cas  de  la  déformation  plane,  et 
nous  négligerons  les  effets  de  l'élasticité  transversale  (n»  41). 

53.  Premier  cas.  Pièce  non  symétrique  reposant  sur  deux 
appuis  fixes.  —  Un  cas  qui  se  présente  souvent  dans  la  pra- 
tique est  celui  d'un  arc  soutenu  à  ses  deux  extrémités  .par 
deux  appuis  inébranlables,  qui  empêchent  tout  mouvement 
des  points  extrêmes  de  la  fibre  moyenne.  En  général,  ces 
appuis  consistent  en  forts  massifs  de  maçonnerie  sur  lesquels 
on  dispose  un  siège  en  fonte,  ou  embase,  suivaïit  l'expression 
technique.  L'arc  doit  reposer  sur  l'embase  par  l'intermédiaire 
d'une  lame  de  plomb  ou  de  cales  en  fer  destinées  à  produire 
une  répartition  sensiblement  uniforme  de  la  pression;  en 
sorte  qu'on  peut  admettre,  sans  s'écarter  vraisemblablement 
beaucoup  des  faits  réels,  que  dans  les  sections  extrêmes  le 
centre  des  tensions  se  trouve  sur  la  fibre  moyenne.  Les  sup- 
ports jouent  ici  le  même  rôle  que  des  articulations  fixes  pla- 
cées aux  extrémités  de  la  fibre  moyenne.  Entre  ces  deux 
points  et  dans  son  plan,  l'arc  reçoit  l'action  des  charges  qu'il 
doit  supporter,  y  compris  celle  de  son  propre  poids,  mais  il 
n'est  d'ailleurs  contrarié  dans  ses  mouvements  par  aucun  ob- 
stacle, à  l'exception  de  ceux  qui  l'empêchent  de  sortir  de  son 
plan  par  l'effet  de  causer  accidentelles. 

Soient  AB  (Jig.  3a)  la  fibre  moyenne,  F  l'une  des  forces  qui 
na  sollicitent,  R,  A'  les  réactions  des  supports  placés  en  A  et 
le  B.  Il  s'agit  de  déterminer  ces  réactions.  D'abord  on  obser- 
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vera  qu'elles  doivent  être  dans  le  plan  de  la  figure;  car, 
puisque  toutes  les  autres  forces  extérieures  sont  dans  ce  plan, 

l'équilibre  n'existerait  pas  sans 
cela  :  donc  «on  pourra  rempla- 
cer R  par  deux  forces  T,  Q,  Tune 
perpendiculaire  à  AB,  Taulre  di- 
rigée suivant  ABj  de  même  R' 
sera  remplacé  par  le  système 
T',  Q'.  Cela  posé,  en  appelant  Ç 
et  9  les  angles  faits  par  la  force  F 
avec  les  axes  coordonnés  A  a;,  Aj,  2  a  la  distance  AB,  rf  le 
bras  de  levier  de  F  relativement  au  point  A,  les  conditions 
générales  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures  d'un  sys- 
tème donneront 

Q'-f-2FcosÇ~-Q  =  o, 

T'H-T  +  2Fcos0=ro, 

équations  dont  les  deux  premières  expriment  l'équilibre  de 
translation,  et  la  troisième  l'équilibre  des  moments  autour  du 
point  A.  Cela  ne  fait  encore  que  trois  équations  entre  quatre 
inconnues.  La  quatrième  nous  sera  fournie  en  exprimant  que, 
malgré  l'action  de  toutes  les  forces,  la  distance  des  deux  extré- 
mités A  et  B  de  la  fibre  moyenne  reste  invariable*  Si  nous 
prenons  pour  axe  des  coordonnées  la  ligne  AB  et  la  perpen- 
diculaire Aj,  nous  devrons  avoir  pour  le  point  B,  Ao?,  =  0. 
Appliquons  donc  à  ce  point  les  formules  du  n*»  49,  en  prenant 
le  point  A  pour  origine  des  intégrations.  Il  faudra  faire  à  la 
fois,  dans  l'expression  de  Ax,, 

AXi  =:  O,      Ax«  :=  O,     Xt=  O,     Jo  =  O, 
Xi-=  2  a,      iTo  =  o, 

P  dy 

ce  qui  donnera,  en  supprimant  d'ailleurs  le  terme  tt  ;/"  ("°  ^^)> 

équation  dans  laquelle  il  n'entre  en  réalité  d'autre  inconnue 
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que  la  force  Q.  Pour  la  mettre  en  évidence^  nous  poserons,  en 
ayant  égard  aux  conventions  sur  les  signes  algébriques  de  N  et 
deX(n««43el45), 

X-X'-Qj,    N-N'-Q^. 

Alors  X'  sera  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  un  point 
quelconque  de  la  fibre  moyenne,  de  toutes  les  forces  qui  agis- 
sent depuis  ce  point  jusqu'au  point  B,  moins  la  force  Q  ;  de 
même  N'  sera  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  la 
tangente  au  point  considéré,  la  force  Q  étant  encore  laissée  de 
côté.  X'  et  N'  seront  donc  des  fonctions  de  x  immédiatement 
calculables  ;  car  X  et  N  ne  contiennent  que  les  inconnues  T 
et  Q,  dont  la  première  est  déterminée  par  la  troisième  des 
équations  données  ci-dessus.  Substituant  ces  valeurs  de  X  et 
de  N,  on  aura 


d'où  Ton  tire 

r^'^X'r  ds  .         r^^N'       ^ 
I       — '--y-dx-hl       —  ûf^rH-ara 
L        er"  dx              L        e 
(i5)  Q:=^^^^ 

Jq      er\  dx  X       ^  ds 

Après  avoir  ainsi  déterminé  T  et  Q,  on  en  conclura  sans  peine 
T'etQ'  au  moyen  des  deux  équations  qui  expriment  Téquir 
libre  de  translation  de  la  pièce. 

Dans  le  cas  où  Ton  trouverait  pour  Tune  des  inconnues  une 
valeur  négative,  cela  indiquerait  simplement  que  la  force  qu'elle 
représente  est  de  sens  contraire  à  celui  qu'on  lui  a  supposé  sur 
la  figure. 

Les  forces  Q  et  Q'  considérées  en  sens  contraire,  ou,  autre- 
ment, les  actions  horizontales  exercées  par  l'arc  sur  ses  appuis, 
sont  ce  qu'on  appelle  les  poussées  de  cet  arc,  lorsqu'elles  ten- 
dent à  renverser  les  appuis  en  dehors.  Généralement  elles 
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peuvent  être  inégales  ;  mais  elles  prennent  la  même  valeur 
quand  2Fcos0  est  nul,  ce  qui  arrive  notamment  quand  Tare 
n*esl  chargé  que  de  poids  et  que  sa  corde  est  horizontale. 

54.   Deuxième  cas.   Pièce   symétrique    et    symétriquement 

chargée.  —  Supposons  que  Tare  représenté  (Jîg.  32  )  soit  placé 

dans  les  coriditions  qui  ont  été  définies  au  n""  53,  à  part  cette 

différence  que  la  fibre  moyenne  sera  symétrique  relativement 

à  la  perpendiculaire  Dy,  menée  au  milieu  de  AB,  et  qu'il  en 

sera  de  même  des  forces  qui  agissent  à  droite  et  à  gauche  de 

cette  ligne.  En  vertu  de  celte  symétrie,  il  est  clair  que  le  point 

C  devra,  par  Teffet  de  la  déformation,  se  déplacer  suivant  Taxe 

Dj,  et  que  les  réactions  R,  R',  nécessairement  contenues  dans 

le  plan  de  la  fibre  moyenne,  seront  de  plus  égales.  Appelons 

encore  T  et  Q  les  composantes  de  Tune  d'elles,  F  une  àe$ 

forces  qui  agissent  entre  C  et  B  (nous  laisserons  de  côté  la 

force  symétrique),  Ç  et  0  les  mêmes  angles  que  tout  à  l'heure  ; 

on  aura 

Th-2Fcos0=:o, 

ce  qui  détermine  l'inconnue  T. 

Afin  d'avoir  Q,  prenons  Dy  et  Dx  pour  axes  des  coordon- 
nées, et  exprimons  que  Aa;,  est  nul  au  point  B.  Nous  applique- 
rons la  formule  qui  donne  Axt  (n'*  49)  en  prenant  le  point  C 
pour  origine  des  intégrations,  et  faisant  en  conséquence, 

A^,  =10,  A:r,  =ro,    po==o, 

Xi  =  BD  r=  «,    ^0  =  o,    yi  =  o, 

valeurs  qui,  jointes  à  la  condition  P  =  o  (n"*  41),  fournissent 
l'équation 

.    r  (Xr  ds       N\    , 

Si  nous  remplaçons,  comme  dans  le  premier  cas,  X  par  X'  —  Qy, 

dcc 
N  par  N'  —  Q  -T-  î  nous  aurons 


ra- 


Jq     er'  dx  ^J^    er'  dx 

-h  I     —dx  —  Q  I     -~r-dx  =  o. 
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et,  par  suite, 

(.6)  qJ"  -^^    ' 


ce  qui  résout  le  problème. 

55.  Troisième  cas.  Pièce  soutenue  par  un  plan  sans  obstacle 
direct  à  l'allongement  de  la  corde,  —  Supposons  que  la  pièce 
définie  au  n*»  53  soil  soutenue  à  ses  extrémités  par  un  plan  sans 
frotlement,  qui  empêche  les  points  A  et  B  de  pénétrer  à  son 
intérieur,  mais  qui  n'oppose  aucun  obstacle  à  leur  écartement. 
Alors  il  est  visible  que  les  composantes  des  deux  réactions  en 
A  et  B,  suivant  la  ligne  AB,  sont  nulles  ;  il  ne  reste  donc  que 
les  composantes  normales  T  et  T',  que  Ton  calculera  comme 
au  n*»  53. 

Si  le  frottement  du  plan  n'était  pas  nul,  et  avait  un  coeffi- 
cient égal  à  /,  on  calculerait  les  poussées  Q  et  Q'  suivant  la 
marche  du  n*»  53,  dans  Thypothèse  de  la  fixité  complète  des 
extrémités  de  Tare.  En  supposant  que  ce  calcul  donnât  Q  <C/T 
et  Q'  <ifV  en  valeur  absolue,  il  est  clair  qu'aucun  glissement 
n'aurait  lieu,  et  que  les  choses  se  passeraient  comme  si  la 
fixité  supposée  existait  réellement.  Mais  si  ces  deux  inégalités 
n'étaient  pas  satisfaites,  la  corde  AB  varierait  jusqu'à  ce  que  Q 
et  Q' fussent  réduites  respectivement  à /T  et/T'.  Les  réactions 
totales  seraient  donc  T  V'i  -h/%  T'  ^i  -f-/S*  elles  feraient  avec 
la  normale  un  angle  égal  à  l'angle  du  frottement. 

Cet  exemple,  comparé  à  celui  du  n*>  53,  montre  bien  claire- 
ment que  la  poussée  d'un  arc  ne  peut  être  obtenue  qu'en 
exprimant  l'invariabilité  de  la  corde.  Toute  méthode  qui  serait 
fondée  sur  un  autre  principe  pécherait  par  la  base  ;  les  ré- 
sultats qu'on  en  déduirait  pourraient  être  approximatifs  avec 
certaines  données  particulières,  mais  ils  seraient  souvent  très- 
loin  de  l'exactitude. 

56.  Quatrième  cas.  Pièce  encastrée  à  ses  deux  extrémités.  —  Ce  cas 
ayant  peu  d'importance  pratique,  nous  restreindrons  la  question,  en  sup» 
posant  qu'il  s'agisse  d'un  arc  symétrique  et  symétriquement  chargé, 
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comme  celui  dont  nous  venons  de  nous  occuper  au  n°  54.  Nous  ajouterons 
simplement  cette  condition,  que,  au  lieu  de  simples  appuis  en  Â  et  B 
\Jig.  32),  il  y  a  des  encastrements  :  c'est-à-dire  que  la  direction  de  la 
tangente  est  maintenue  invariable  en  ces  points.  Alors  les  réactions  dans  les 
sections  extrêmes  devront  bien  toujours  être  contenues  dans  le  plan  de 
la  fibre  moyenne;  mais,  comme  nous  allons  le  voir,  elles  ne  passeront 
plus  nécessairement  par  les  points  A  et  B.  Si  donc  nous  les  transportons 
en  ces  points,  il  faudra  en  même  temps  introduire  un  couple  inconnu,  dont 
nous  représenterons  le  moment  par  p,  et  Ton  aura  ainsi ,  au  lieu  de  T  et 
de  Q,  trois  inconnues,  T,  Q  et  pi,  à  déterminer. 
La  première  sera  donnée,  comme  au  deuxième  cas,  par  Téquation 

T4-2:FcosO  =  o, 

qui  n'a  aucune  modification  à  subir.  Les  deux  autres  s*obtiendront  en 
exprimant  que  /?,  et  Ax.  sont  nuls  pour  le  point  B.  A  cet  effet,  on  se 
servira  des  équations  (u)  et  (la)  du  n°49.  Prenant  le  point  C  pour  ori- 
gine des  intégrations,  appelant  toujours  a  la  distance  BD,  et  faisant 
P  =  o  (n**4i),  on  trouvera 

X    ds  ^ 

er^  dx  ' 


s: 


Or  X'  et  N'  consenrant  la  même  signification  que  précédemment  (sauf 
que  ft  ne  sera  pas  compris  dans  le  moment  X') ,  on  pourra  poser 

X  =  X'-0/-4-p, 

valeurs  qui,  substituées  dans  les  deux  dernières  équations,  donneront 
pour  résultats  : 

a   7?tJ^'''^1   TPdi'^^-^i   ^5^^^-^=^' 

.    r*  r  ^-^ ,    r.  r"  j'  ^^ ,     r  xv  ds  ^ 

•/o     ^  Vo    ^  <^ 
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OU  bien 

Les  deux  inconnues  fx  et  Q  sont  en  évidence  dans  ces  deux  équations  du 
premier  degré.  Il  sera  donc  facile  de  les  obtenir  lorsque  préalablement 
on  aura  calculé  les  diverses  intégrales  définies ,  ce  qu'on  pourra  toujours 
faire,  au  moins  par  approximation.  On  connaît  déjà  T  :  le  problème  est 
donc  résolu,  car  les  réactions  sont  symétriques  en  A  et  B. 

Si  la  symétrie  n'existait  pas  comme  nous  l'avons  supposé,  il  y  aurait 
six  inconnues,  T,  Q ,  p,  et  les  quantités  analogues,  T',  Q',  p',  se  rappor- 
tant au  point  A.  On  écrirait  d'abord  les  trois  équations  d'équilibre  des 
forces  extérieures;  puis,  prenant  le  point  A  pour  origine  des  intégrations, 
et  les  lignes  A  a:,  Ajr  pour  axe  des  coordonnées,  on  appliquerait  au  point  B 
les  équations  (ii)  et  [12)  du  n**  49,  au  moyen  desquelles  on  exprimerait 
que  A JTi ,  AjTj  et  p^  s'annulent  en  ce  point.  On  ferait  dans  ces  équations 
AXfl ,  ^y^ ,  p^ ,  jr, ,  Jo  î  -^0  ^0"S  nuls,  a:,  =  2û,  P  =  0  (n°  41)  ;  on  aurait  alors 
les  trois  équations  nécessaires  pour  achever  de  déterminer  les  inconnues. 

57.  Cinquième  cas.  Pièce  munie  d^un  tirant  parallèle  à  la  corde  et 
reposant  simplement  sur  deux  appuis,  —  Reprenons  la  pièce  considérée 
au  n*  54J  et  supposons  qu'elle  soit  munie  d'un  tirant  parallèle  à  la  corde. 
Ce  tirant  sera  une  pièce  droite  articulée  à  ses  deux  extrémités  ;  il  devra 
joindre  deux  points  qui ,  sans  son  action ,  tendraient  à  s'écarter  l'un  de 
l'autre.  Cette  condition  est  de  rigueur  si  l'on  ne  veut  employer  comme 
tirant  qu'une  simple  tige,  en  fer  par  exemple,  qui  puisse  très -bien  ré- 
sister à  une  tension,  mais  fléchissant  avec  facilité  sous  une  compression. 
Il  est  clair  que  si  les  points  d'articulation  tendaient  à  se  rapprocher,  le 
tirant  serait  à  peu  près  inutile,  à  moins  que  ce  ne  fût  une  pièce  rigide  et 
de  forte  section.  Au  reste ,  les  calculs  que  nous  allons  faire  seraient  en- 
core applicables  à  ce  cas.  Nous  supposerons  en  outre  qu'aucune  charge 
ne  porte  directement  sur  le  tirant  et  qu'on  puisse  faire  abstraction  de  son 
poids  comme  relativement  petit.  Il  s'agit  de  déterminer  sa  tension  et  la 
réaction  exercée  par  l'un  des  appuis  sur  l'arc. . 

Soient  HL  [fg.  Sa)  la  fibre  moyenne  du  tirant,  2/  sa  longueur,  Ssa 
tension,  n  son  ressort  longitudinal  ( n°  14) ,  ^  la  distance  DK  entre  la  fibre 
moyenne  H  L  et  la  corde  AB  de  l'arc.  Conservons  les  autres  notations  du 
n°  54,  et  prenons  pour  axes  coordonnés  les  lignes  D a:,  Djr.  A  cause  de  la 
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symétrie  complète  par  rapport  à  la  ligne  Dj,  il  est  évident  que  le  point  G 
ne  peut  se  déplacer  que  suivant  cetle  ligne  même,  et  que  l'élément  supé- 
rieur de  l'arc  n'est  pas  dévié  par  l'effet  de  la  déformation  ;  d'un  autre 
côté,  l'allongement  de  la  pièce  KL,  soumise  à  la  tension  S,  a  pour  ex- 

S/ 
pression  —  (n"13  et  i4);  enfin,  B  étant  un  appui  fixe,  les  coordonnées 

de  l'extrémité  de  Farc  sont  invariables.  Il  résulte  de  là,  d'une  part ,  que 
p^  s'annule  pour  le  point  G;  d'autre  part,  que  A  or,  est  nul  en  G  et  B 

S/ 
et  égal  à  —  au  point  de  jonction  L  du  tirant  avec  la  pièce  principale. 

Donc,  si  l'on  applique  la  première  des  équations  (ii)  du  n**49  aux  points 
L  et  B,  et  si  l'on  place  au  point  G  l'origine  des  intégrales  définies,  on  aura, 
en  continuant  toujours  à  supposer  P  =  o  (  n°  41  ) , 

Trt-h  /      _i_ -- rfjr  +   I      —  rta:  =  o, 
Jq    er^  cix  Jq     e 

Jo  er^        dx  Jq     e  yj 


Or  on  peut  poser 


X  =  X'-Qj-S(7-6), 


entre  .r  =  o  et  x=/ j  ^  ^  ^^^  ^q^S)  g; 

/x  =  x'-Oj, 

entre^  =  /et  a:  =  r/ J    ^      ^,,      ^  dx 

I  N  =  N  —  Q  -;-• 
\  ds 

La  valeur  do  la  réaction  T  parallèle  aux  y  étant  la  même  qu'au  n''54, 
X'  et  N'  sont  immédiatement  calculables  pour  chaque  point  en  fonction 
de  ar,  X  et  des  forces  connues.  Substituant  ces  valeurs  de  X  et  de  N  dans 
les  deux  équations  précédentes,  on  trouve 

\Jo         er'       dx  J^    e  ds       ) 

\Jo        er^       dx  Jq    e  ds  n) 
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Ces  deux  équations  du  premier  degré  ne  contiennent  plus  que  les  incon- 
nues Q  et  S ,  qui  sont  par  conséquent  déterminées. 

Si  pour  plus  de  rigueur  on  voulait  tenir  compte  du  poids  du  tirant, 
cela  ne  compliquerait  pas  notablement  la  question.  Les  mêmes  équations 
symboliques  subsisteraient.  Seulement,  n  étant  la  moitié  du  poids  en 
question,  on  devrait,  dans  le  calcul  de  T,  X',  N',  comprendre  les  termes 
qui  seraient  produits 'par  le  poids  II  appliqué  au  point  L. 

•  Il  arrive  quelquefois  que  les  tirants  sont  formés  de  deux  liges  en  pro- 
longement l'une  de  l'autre ,  réunies  dans  un  même  écrou  à  une  de  leurs 
extrémités.  Ces  deux  extrémités,  qui  sont  réunies  dans  l'écrou,  portent  des 
vis  filetées  en  sens  contraire,  de  telle  sorte  qn'en  faisant  tourner  l'écrou 
on  produit  un  serrage,  c'est-à-dire  une  diminution  de  la  longueur  totale 

S/ 
du  tirant.  Si  ce  cas  se  présentait,  au  lieu  d'égaler  à  —  le  AoTj  du  point  L, 

on  devrait  l'égaler  à  la  môme  quantité  diminuée  du  raccourcissement  dû 
au  serrage.  Souvent  aussi  le  serrage  est  réglé  pendant  la  construction 
même,  de  manière  à  rendre  Q  sensiblement  nul  ;  la  première  des  deux 
équations  précédentes  suffirait  alors  pour  calculer  S ,  après  y  avoir  fait 
0  =  0;  la  seconde,  modifiée  en  supprimant  de  même  le  terme  qui  con- 
tient Q  et  introduisant  le  serrage ,  pourrait  servir  à  déterminer  théori- 
quement cette  quantité. 

58.  Sixième  cas.  Pièce  droite  reposant  sur  plus  de  deux  appuis  et 
chargée  transversalement.  —  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  une 
poutre  reposant  sur  quatre  appuis;  mais  la  méthode  que  nous  allons  in- 
diquer serait  la  même  s'il  y  avait  un  nombre  d'appuis  plus  grand.  Soient 
donc  A,  B,  C,  D  [fig,  33)  les  quatre  appuis,  que  nous  considérons  comme 
p.    ^^  établissant  simplement  la  fixité  des 

points  qui  leur  correspondent  sur  la 
fibre  moyenne  AD  ;  nommons  T,  T', 
T",  T'"  les  réactions  inconnues  de  ces 
appuis,  /,  /',  /"  les  longueurs  AB,  BC, 
CD;  prenons  enfin  pour  axe  des  a: 
la  ligne  AD,  et  pour  axe  des  y  la  direction  même  de  la  force  T.  Toutes 
les  forces  extérieures  sont  censées  agir  dans  le  plan  de  la  figure  et  paral- 
lèlement à  Taxe  des  jr;  en  outre,  on  admet  que  la  déformation  ne  fait  pas 
sortir  la  fibre  moyenne  de  ce  plan. 

Ceci  posé,  appliquons  aux  trois  points  B,  C,  D  la  seconde  équation  (14) 
du  n*  50,  en  y  faisant 

^71  =  ^/0=  o-,       x,=  o,      P=:o(n°41), 

et  successivement  jt,  =  /,  x,  =  /  4-/',  x,  =  / -|-  /'  -f- /*.  Si  nous  conser- 
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vons  d*ailleurs  leur  signification  habituelle  aux  notations  X,  e,  r,  il  viendra 

[l^x)—dx=zO, 

/*'•+■''  X 


Le  moment  fléchissant  X  s'exprime  linéairement ,  pour  chaque  section , 
en  fonction  des  inconnues  T,  T',  T",  T**  et  des  forces  connues  :  sa  substi- 
tution dans  les  |^elations  ci-dessus  (comme  dans  les  exemples  précédents] 
fournirait  trois  équations  entre  T,  T',  T",  T*"  et  Tinconnue  auxiliaire  p^ 
qui  représente  le  déplacement  angulaire  de  la  section  initiale.  On  aura 
encore  deux  équations  en  égalant  à  zéro  la  somme  algébrique  des  forces 
extérieures  et  celle  de  leurs  moments  relativement  au  point  A.  Cela 
fait  ainsi  cinq  équations  entre  cinq  inconnues;  on  pourrait  aisément 
mettre  celles-ci  en  évidence  dans  les  trois  premières,  où  elles  ne  figurent 
qu'implicitement. 

Mais  cette  méthode  conduirait,  dans  la  pratique,  à  des  opérations  lon- 
gues et  pénibles,  surtout  si  le  nombre  des  appuis  était  un  peu  grand  et 
si  l'on  traitait  le  moment  d'inflexibilité  <?r'  comme  une  fonction  variable 
de  X,  Habituellement,  il  serait  préférable  d'employer  un  autre  procédé, 
que  nous  indiquerons  plus  loin  dans  un  chapitre  spécial  consacré  aux 
poutres  droites. 

S9.  Analyse  sommaire  d^un  cas  plus  général,  —  Supposons  un  réseau 
de  pièces  dont  les  fibres  moyennes  sont  dans  un  même  plan  contenant 
aussi  les  forces  extérieures,  et  dont  les  sections  ont  une  forme  telle,  que 
la  déformation  se  produit  aussi  dans  ce  plan  (n°  48).  Ce  réseau  est  formé  . 
par  une  pièce  principale  sur  laquelle  viennent  s'embrancher,  par  articu- 
lation ou  encastrement,  des  pièces  secondaires  indépendantes  les  unes  des 
autres.  On  suppose  que  la  pièce  principale  ait  i  points  assujettis  à  glisser 
sur  des  courbes  fixes  sans  frottement  ;  y  points  fixes,  parmi  lesquelsy'  sont 
des  appuis  simples  et  y*  des  encastrements  ;  %k  points  reliés  deux  à  deux 
par  des  tirants  articulés  à  leurs  extrémités  ;  /  points  reliés  à  des  points 
fixes  par  autant  de  pièces;  parmi  ces  /  pièces,  il  y  en  a  /'  articulées  à 
leurs  deux  extrémités ,  /"  encastrées  à  leur  extrémité  fixe  et  articulées  à 
leur  point  de  croisement  avec  l'arc  principal,  l"*  encastrées  au  contraire  à 
ce  dernier  point  et  articulées  à  l'autre^  /'^  encastrées  à  leurs  deux  extré- 
mités. Étant  données  la  définition  géométrique  du  système  et  les  forces 
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qui  le  sollicitent,  on  demande  les  réactions  des  points  fixes  et  les  actions 
mutuelles  des  diverses  pièces  les  unes  sur  les  autres. 

A  chaque  point  assujetti  à  demeurer  sur  une  courbe  sans  frottement 
répondra  une  réaction  dont  il  n'y  aura  que  l'intensité  à  rechercher,  car  sa 
direction  sera  celle  de  la  normale  à  la  courbe  ;  à  chaque  articulation  cor- 
respondront des  forces  inconnues  qui  sont  les  composantes  de  la  réaction 
totale  suivant  deux  axes  coordonnés;  pour  chaque  encastrement  il  y  aura, 
outre  ces  deux  forces,  une  inconnue  de  plus,  qui  sera  le  moment  du  couple 
engendré  par  le  transport  en  un  point  déterminé  de  la  réaction  totale 
dont  on  ne  connaît  plus  d'avance  le  point  d'application.  On  sait,  en  effet, 
que  dans  un  assemblage  articulé  la  réaction  totale  exercée  sur  une  pièce 
par  l'articulation  passe  au  centre  autour  duquel  la  rotation  peut  s'effec- 
tuer ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même ,  évidemment ,  dans  le  cas  d'un  as- 
semblage rigide ,  qui  est  capable  d'empêcher  une  rotation  autour  de  son 
centre.  Ainsi  donc  il  y  aura  un  nombre  total  d'inconnues  égal  à 

'•4-aC/''-i-^^-  +  a/'4-/''+n-+-3(y''-hr+/"'+a/"). 

Faisons  maintenant  le  dénombrement  des  équations  que  nous  pouvons 
écrire  pour  les  déterminer. 

En  premier  lieu,  la  Statique  des  systèmes  invariables 
nous,  donnera  trois  équations  d'équilibre  pour  chaque 
pièce ,  soit  en  tout 3 (X-J-Z-f- 1). 

Les  variations  Ao:,  Ajrdes  deux  coordonnées  de  tout 
point  glissant  sur  une  courbe  fixe  ont  entre  elles  une  re- 
lation obligée.  Soit,  en  effet,  j  =/(a:)  l'équation  de  la 
courbe  ;  à  cause  de  la  petitesse  de  A x  et  Aj,  on  aura 

En  mettant  pour  x  la  valeur  qui  résulte  de  la  figure 
donnée  du  système,  pour  Aj  et  Ao:  leurs  expressions  en 
fonction  des  forces ,  cela  fera  donc  une  équation  pour 
chaque  point  se  trouvant  dans  la  condition  dont  il  s'agit, 
soit  en  tout /, 

Les  coordonnées  de  chaque  point  appartenant  à  deux 
pièces  différentes  doivent  varier  de  la  même  quantité, 
quelle  que  soit  celle  des  deux  à  laquelle  on  l'attribue  : 
comme  il  y  a  2^4-/  points  dans  ce  cas,  en  exprimant 
ce  fait  on  posera  2(2^-1-/)  équations,  ci. 2(2X4-/). 

La  variation  angulaire  p  doit  être  la  même  pour  deux 
sections  faites  au  point  où  deux  pièces  viennent  s'encas- 
trer l'une  dans  l'autre.  On  aura,  pour  exprimer  cette  con- 
dition ,  un  nombre  d'équations  qui  sera r-^-  /". 
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Les  variations  des  coordonnées  sont  nulles  pour  chaque 
point  fixe  :  si  donc  on  égale  ces  variations  à  zéro,  on  trou- 
vera de  cette  manière  des  équations  dont  le  nombre  sera    2  (y+/). 

Enfin  les  variations  d'inclinaison  des  sections  normales 
faites  aux  points  fixes  d'encastrement  sont  nulles,  ce  qui   * 
donne  encore  lieu  ày^H-  /"-f-/»''  équations,  ci j"-{-  l"-h  l'\ 

En  récapitulant,  on  voit  qu'il  y  a  en  tout 

i 4-  vH-y^-  7/'  -h  7/-+-  /"+  /"'+  a/'*  4-  3  équations. 
Nous  avons  vu  que  le  nombre  des  inconnues  est  de 

or  on  a,  d'après  la  définition  même  des  lettres, 

>=/+/,      /  =  /'4-/''-t-/'"  +  /"; 
par  suite,  le  nombre  des  inconnues  est  encore  exprimé  par 

Donc  le  nombre  des  équations  posées  ci -dessus  dépasse  de  3/  4-  3/+  3 
celui  des  inconnues.  Mais  il  est  à  remarquer  que  dans  ces  équations  en- 
treront nécessairement,  comme  on  l'a  vu  au  n**  51 ,  des  constantes  repré- 
sentant pour  chaque  pièce  le  mouvement  de  la  section  initiale.  Ces  con- 
stantes seront  au  nombre  de  trois  pour  chaque  pièce,  et  puisqu'il  y 
a  A*  +  /  + 1  pièces ,  en  comptant  la  pièce  principale ,  les  tirants  et  les 
pièces  secondaires,  on  aura  donc  en  définitive  3{A'4-'+i)  inconnues 
auxiliaires,  et  par  conséquent  il  y  aura  juste  autant  d'équations  que  d'in- 
connues. 

Cet  exemple  pourrait,  sans  beaucoup  de  difficulté,  recevoir  une  géné- 
ralité plus  grande,  en  écartant  les  hypothèses  de  la  déformation  plane 
de  l'indépendance  des  pièces  secondaires,  etc.  Mais  quand  on  essaye 
d'exécuter  des  calculs  de  cette  espèce ,  même  pour  des  systèmes  com- 
posés d'un  petit  nombre  de  pièces;  on  est  frappé  de  leur  immense  com- 
plication (*).  La  généralisation  dont  il  s'agit  aurait  donc  peu  d'intérêt 
pratique. 


(*)  P^oir  dans  nos  Recherches  analytiques  sur  la  flexion  et  la  résistance  fies 
pièces  courbes,  chap.  III,  $  VI,  le  calcul  des  actions  mutuelles  et  des  réaction^ 
des  appuis,  pour  un  pont  du  système  Vergniais. 

I,   2«  ÉDiT.  9 
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§  III.  —  Remarques  et  théorèmes  concernant  la  manière  dont  les 
forces  eztérienres  entrent  dans  les  formules  qui  font  oonnaltre 
la  déformation  d'une  pièce.  Conséquences. 

60.  Expression  en  fonction  des  forces  extérieures,  des 
facteurs  contenant  ces  forces  et  entr^znt  dans  les  formules 
générales  de  la  déformation.  —  Quand  on  examine  les  for- 
mules démontrées  aux  n***  45  et  46,  pour  calculer  la  déforma- 
tion d'une  pièce  dans  le  cas  le  plus  général  (qui  comprend  par 
suite  tous  les  autres),  on  y  voit  figurer  d'abord  un  certain 
nombre  de  quantités  dépendant  de  la  forme  et  des  dimensions 
de  la  pièce,  puis  d'autres  quantités  qui,  directement  ou  indi- 
rectement, dépendent  des  forces  extérieures  :  ces  dernières 
quantités  sont  désignées  par 

N,  P,  V,  X,  a,  p,  y,  i,  (x,  v,  à. 

Plus  exactement  on  trouve  les  huit  fonctions  des  forces  exté- 
rieures 

N,  V,  Pcosa,  Pcosp,  Pcosy, 

XslnôcosA,  Xsinôcos//,  Xsindcosv; 

or  ces  huit  fonctions  jouissent  d'une  propriété,  sinon  remar- 
quable, du  moins  très-utile,  que  nous  allons  démontrer  :  ce 
sont  des  fonctions  linéaires  des  forces  extérieures,  sans  terme 
indépendant. 
Afin  de  faciliter  le  langage,  nommons  : 

iî  une  section  transversale  quelconque; 

G  son  centre  d*élasticité  ; 

F,  F',  F"",.*,  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  pièce 

entre  la  section  û  et  la  section  finale  i 
R  la  résultante  de  translation  de  ces  forces  ; 
M  l'axe  représentatif  de  leur  moment  résultant  par  rapport 

au  point  0. 

Les  deux  premières  fonctions  N  et  V  sont  la  somme  des 
projections  des  forces  F,  F',  F",...  sur  la  normale  en  G  au 
plan  û,  et  la  somme  des  moments  des  mêmes  forces  relative-^ 
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ment  à  la  même  droite  :  il  est  visible  qu'elles  satisfont  i 
l'énoncé  de  noire  proposition. 

La  fonction  Pc9sa,  projection  de  Teffort  tranchant  sur  Taxe 
des  ^,  s'obtient  en  projetant  la  résultante  R  sur  le  plan  Û, 
et  projetant  ensuite  cette  projection  sur  l'axe  des  x;  or  la 
force  R  ferme  le  contour  polygonal  construit  sur  F,  P,  P",..., 
et  par  suite  la  même  circonstance  se  maintient  après  la  double 
projection  dont  on  vient  de  parler  :  donc  la  projection  finale 
ï*cos«  sera  la  somme  des  projections  finales  des  différentes 
forces  F,  F',  F'^...,  chacune  d'elles  devant  d'abord  être  pro- 
jetée sur  le  plan  Q  et  de  là  sur  l'axe  des  x.  Chaque  force  est 
ainsi  multipliée  par  deux  cosinus,  et  11  est  clair  que  la  sommé 
des  produits  renferme  F,  F',  F",...  au  premier  degré,  sans 
avoir  d'ailleurs  de  terme  indépendant.  Donc  la  proposition  est 
encore  vraie  pour  Pcosa  ;  la  même  démonstration  prouve 
qu'elle  l'est  aussi  pour  Pcosp  et  Pcosy. 

Il  reste  encore  à  montrer  qu'elle  s'applique  également  aux 
trois  dernières  fonctions,  qui  dépendent  du  moment  fléchis- 
sant X.  Ce  moment  a  pour  axe  représentatif  la  projection  or- 
thogonale de  M  sur  le  plan  û,  et  cette  projection,  d'après  la 
théorie  des  moments  donnée  en  Mécanique  rationnelle,  serait 
elle-même  la  résultante  des  projections  analogues  obtenues 
en  prenant  isolément  chaque  force  F,  F',  F'',....  De  là  il  suit 
que  la  flexion  produite  par  X  est  (n°  19}  la  résultante  de  celles 
que  produiraient  les  couples  fléchissants  dus  à  chacune  des 
forces  F,  F',  F'',...  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  pro- 
jection de  la  flexion  résultante  sur  un  axe  est  la  somme  algé- 
brique des  flexions  partielles  projetées.  Cette  projection  sa- 
tisferait donc  à  l'énoncé  du  théorème,  parce  que  les  formules 
du  n**  19  prouvent  que  la  flexion  est  proportionnelle  au  couple 
fléchissant  et  conséquemment  à  la  force  qui  l'engendre.  Donc 
il  en  est  de  même  pour  les  quantités 

Xsînôcosi,    Xsinôcos/x,    Xsinôcosv 

qui  représentent,  sauf  le  diviseur  er»  uniquement  déterminé 
par  la  section  O,  les  projections  de  la  flexion  résultante  sur 
les  trois  axes  coordonnés* 
Les  huit  fonctions  dont  i!  s'agit  jouissent  donc  bien  de  la 
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propriété  d'être  linéaires  et  sans  terme  indépendant ^  par 
rapport  aux  lettres  qui  expriment  l'intensité  des  forces  exté- 
rieures :  elles  contiennent  en  outre  comme  facteurs  les  cosinus 
des  angles  que  chaque  force  fait  avec  les  axes  coordonnés,  et 
aussi  les  coordonnées  des  points  d'application,  sans  parler  de 
ce  qui  est  nécessaire  pour  définir  la  section  à  laquelle  se 
rapportent  N,  P,  V,  X.  Au  reste  il  est  facile  de  s'arranger  pour 
que  tout  ce  qui  concerne  les  forces  ne  figure  plus  qu'au  pre- 
mier degré  dans  les  huit  expressions.  Prenant  une  force  F, 
par  exemple,  on  la  transportera  parallèlement  à  elle-même  au 
centre  d'élasticité  de  la  section  transversale  qui  contient  son 
point  d'application  (il  ne  s'agit  pas  ici.de  la  section  Q),  en  lui 
adjoignant  simultanément  un  couple  convenablement  choisi  ; 
puis  on  décomposera  la  force  dans  sa  position  nouvelle,  en 
trois  forces  parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  le  couple  en 
trois  couples  perpendiculaires  à  ces  axes.  Il  est  clair  qu'on 
n'aura  ainsi  rien  changé  à  N,  P,  V,  X  pour  une  section  quel- 
conque, et  que  par  conséquent  la  déformation  et  les  tensions 
moléculaires  seront  restées  les  mêmes,  puisque  la  force  F  est 
remplacée  par  un  système  équivalent  et  appliqué  à  la  même 
section.  Or,  après  celte  transformation,  il  reste  seulement 
des  forces  de  directions  constantes,  appliquées  sur  la  fibre 
moyenne,  et  des  couples  dont  les  plans  ont  toujours  les  mêmes 
orientations.  La  somme  des  projections  sur  un  axe  et  la 
somme  des  moments  relativement  à  un  axe  ne  contiendront 
donc  plus,  comme  éléments  destinés  à  définir  les  forces,  que 
les  intensités  des  forces  et  couples  qu'on  leur  a  substitués  : 
le  surplus  proviendra  de  l'axe  ou  des  dimensions  de  la  pièce. 
Enfin  ces  forces  et  couples  substitués  n'entreront  qu'au  pre- 
mier degré,  en  vertu  même  de  la  proposition  démontrée  plus 
haut  :  on  aura  donc  bien  atteint  le  but  qu'on  s'était  proposé. 

61.  Expression,  en  fonction  des  forces  et  du  coefficient  t, 
des  six  constantes  àx^,  Ajo,  Azo,  m^,  n^,  p^y  qui  déterminent 
le  mouvement  de  la  section  initiale.  —  Les  six  constantes  qui 
déterminent  le  mouvement  de  la  section  initiale  pourraient 
être  données  d'une  manière  absolument  indépendante  des 
forces;   mais  dans  les  applications  pratiques  il  n'en  sera 
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presque  jamais  ainsi.  Les  conditions  qui  ont  servi  précédemr 
ment  à  en  trouver  la  valeur  (n""  51)  reviennent  toutes  à  égaler 
à  zéro  les  variations*  de  coordonnées  d'un  point»  ou  la  rotation 
d'une  section  :  nous  admettrons,  comme  un  fait,  qu'il  en  est 
toujours  de  même;  toutefois,  comme  le  contraire  peut  avoir 
lieuy  ce  sera  une  restriction  apportée  à  l'entière  généralité  de 
nos  déductions,  et  il  conviendra  de  ne  pas  l'oublier.  On 
conclut  facilement  de  notre  hypothèse  que  les  six  constantes 
sont  des  fonctions  linéaires,  sans  terme  indépendant,  des 
forces  extérieures  et  du  coefficient  de  dilatation  t,  c'est-à-dire- 
qu'en  appelant  K,  Ki,  Ks,...,  K,- des  coefficients  qui  dépen- 
dent seulement  des  dimensions  de  la  pièce  et  de  la  situation 
des  forces  extérieures,  on  aura,  pour  exprimer  une  quelconque 
de  ces  constantes,  des  valeurs  de  la  forme 

(i)  KF  -h  K.F,  -f-  K,F,  -h . . .  K,T. 

En  effet,  après  qu'on  aura  remplacé  dans  ikXiy  A^„  ikZi,  mi, 
Tii,  Pi  (n***  45  et  46)  les  huit  quantités  ci-dessus  considérées 
(n"*  60)  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  forces,  on  aura  des 
fonctions  linéaires,  *sans  terme  indépendant,  des  quantités 
AXi,  A/t,  Az«,  mo,  Wo,  p.,  T,  F,  F„  F„. . . .  Donc  les  six  équa- 
tions d'où  l'on  devra  tirer  les  inconnues  Aoto,  A/o»  Az«,  m«, 
n.,  pt  seront  du  premier  degré,  et  les  termes  indépendants 
des  inconnues  (qui  sont  les  seuls  dans  lesquels  entrent  t,  F, 
F„  Fa,...)  auront  la  forme  (i)  :  donc  enfin  ces  inconnues 
auront  aussi  des  valeurs  de  la  forme  (i),  car  pour  calculer 
chacune  d'elles  il  faudrait  multiplier  les  termes  indépendants 
par  divers  coefficients  des  inconnues,  et  faire  des  sommes  de 
produits  pareils. 

62.  Expression  en  fonction  de$  forces  et  du  coef^cient  r 
des  six  quantités  Aiti,  Aj„  Az„  m,,  /i„  pi,  qui  déterminent  le 
mouvement  d'une  section  quelconque.  —  En  reprenant  les 
formules  des  n**  45  et  46,  et  remplaçant  N,  P,  V,  X,  ainsi  que 
A^o»  Ajo»  Azo,  m«,  no,  p.,  par  leurs  valeurs  qui  sont  de  la 
forme  (i)  avec  ou  sans  le  dernier  terme,  on  trouve  encore  des 
valeurs  qui  ont  la  forme  (i).  Donc  on  peut  énoncer. ce  théo- 
rème, dont  la  vérité  subit  toujours  la  restriction  du  n""  61  : 
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Les  six  quantités  àxif  A^i,  Azi,  miy  Utypi,  qui  caractérisent 
la  déformation  en  un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne» 
sont  des  fonctions  linéaires,  sans  terme  indépendant,  des  forces 
extérieures  et  du  coefficient  de  dilatation  x  .provenant  de 
causes  étrangères  à  ces  forces» 

Ou  bien  encore,  on  peut  remarquer  que  si,  dans  une  fonc- 
tion de  la  forme  (i),  on  suppose  successivetnenl  que  chacune 
des  quantités  F,  F„  F„. . .,  t  subsiste  seule,  les  autres  s'annu- 
lant  toutes,  on  reproduira,  l'un  après  l'autre,  tous  les  termes 
de  la  fonction.  Donc  le  théorème  précédent  ï)eut  encore 
s'énoncer  en  disant  : 

Les  six  éléments  de  la  déformation  en  un  point  quelconque 
de  la  fibre  moyenne  s'obtiennent  en  faisant  y  pour  chacun 
d'eux  y  la  somme  des  valeurs  qu'il  prendrait,  si  l'on  faisait 
agir  successivement,  d'abord  les  diverses  forces  extérieures, 
puis  la  dilatation  provenant  de  causes  étrangères  à  ces  forces. 

Ainsi  l'effet  spécial  dû  à  chaque  force  n'est  pas  altéré  par  la 
présence  des  autres  :  les  déformations  se  superposent  pour 
donner  l'effet  total.  Celle  conséquence  n'aurait  pas  pu  être 
établie,  si  les  déformations  n'avaient  pas  été  supposées  très- 
petites,  et  si  l'on  avait  eu  pour  déterminer  les  six  constantes 
des  conditions  d'une  autre  espèce  que  celle  admise  plus  haut  5 
elle  serait  également  infirmée,  si  le  coefficient  de  dilatation  t 
n'était  pas  indépendant  des  charges  ;  par  exemple,  si  la  cha- 
leur ne  dilatait  pas  également  une  barre  tendue  et  une  barre 
comprimée,  ce  que,  à  notre  connaissance,  les  physiciens  n'ont 
pas  vérifié. 

63.  Expression  des  forces  inconnues  en  fonction  des  forces 
données.  Conséquence  relative  aux  éléments  de  la  déforma-- 
tion.  —  Distinguons  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur 
chacune  des  pièces  composant  le  système  considéré,  en  deux 
groupes  :  le  premier  comprendra  celles  qui  sont  des  données 
immédiates  ;  le  second,  celles  qui  sont  inconnues  à  priori  et 
que  l'on  doit  déterminer  d'après  les  conditions  du  problème, 
suivant  les  procédés  qui  ont  été  indiqués  dans  le  §  II.  Gomme 
on  l'a  vu,  les  équations  que  l'on  doit  poser  à  cet  effet  sont  de 
deux  espèces  différentes.  La  première  espèce  d'équations  est 
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foumie  par  la  Statique  des  systèmes  invariables  t  on  égale  à 
zéro  soit  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  k  un 
axe,  soit  la  somme  de  leurs  projections  sur  une  droite  dé« 
terminée.  Il  est  clair  que  par  ce  moyen  on  obtient  toujours 
des  équations  dans  lesquelles  toutes  les  forces»  données  ou 
non»  entrent  au  premier  degré»  sans  terme  indépendant.  Les 
équations  de  la  seconde  espèce  sont  celles  que  l'on  trouve  en 
exprimant  que  tout  point  qui  glisse  sur  une  courbe  fixe  se 
meut  suivant  la  tangente  à  cette  courbe»  en  égalant  à  zéro  les 
déplacements  absolus  de  certains  points  Immobiles»  ou  les 
variations  angulaires  des  encastrements  fixes»  ou  les  diffé- 
rences de  ces  quantités  pour  certains  points»  avec  les  quan-* 
tités  analogues  évaluées  pour  les  mêmes  points,  considérés 
comme  appartenant  à  une  autre  pièce  (n""  59).  De  toute  ma«* 
nière»  si  Ton  a  pris  pour  inconnues  les  composantes  des  forces 
cherchées  suivant  trois  directions  rectangulaires  et  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  trois  axes  déterminés  (  n"^  60  )»  on  pose  tou- 
jours (n""  62)  une  série  d'équations  dans  lesquelles  toutes  les 
forces  et  le  coefficient  t  entrent  au  premier  degré»  et  où  il  n'y 
a  pas  de  terme  indépendant  de  ces  quantités. 

Toutes  les  équations  qui  serviront  à  déterminer  les  forces 
inconnues  seront  donc  des  équations  du  premier  degré»  dans 
lesquelles  le  terme  indépendant  des  inconnues  sera  une  fonc- 
tion linéaire»  sans  terme  constant»  des  forces  données  et  du 
coefficient  de  dilatation.  Donc»  d'après  ce  que  nous  avons  déjà 
dit  (n®  61)  sur  les  valeurs  des  inconnues  dans  un  système 
d'équations  du  premier  degré»  on  arrive  à  cette  conclusion  : 

i<*  JLes  composantes  des  forces  inconnues  suivant  trois  di^ 
rections  rectangulaires  et  leurs  moments  par  rapport  à  trois 
axes  déterminés  sont  des  fonctions  linéaires  des  forces  données 
et  du  coefficient  de  dilatation  r,  sans  terme  constant* 

2"  Les  mêmes  composantes  et  moments  peuifent  se  déter^ 
miner  en  faisant  la  somme  des  valeurs  qu'on  obtiendrait,  si 
l'on  conservait  une  seule  des  causes  qui  les  produisent^  toutes 
les  autres  étant  supprimées. 

Les  causes  sont  ici  les  forces  données  et  le  coefficient  de 
dilatation* 
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Nous  avons  vu  au  n"*  62  que  les  éléments  de  la  déformation 
en  un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne,  c'est-à-dire  les 
six  quantités  A:r„  A/i,  Az„  m„  ni,  ;?,,  sont  des  fonctions  li- 
néaires des  forces  extérieures  et  du  coefficient  de  dilatation  r, 
sans  terme  constant.  Si  Ton  imagine  que  dans  leurs  expres- 
sions on  remplace  les  forces  extérieures  inconnues  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  forces  données,  d'après  le  théorème 
précédent  il  est  clair  que  Ton  aura  toujours  une  somme  de 
termes  consistant  dans  le  produit  d'un  coefficient  par  Tune 
des  forces  données  ou  par  r.  Donc  le  théorème  du  n""  62  et  la 
conséquence  que  nous  en  avons  tirée  peuvent  être  modifiés 
en  ce  sens  qu'au  lieu  de  toutes  les  forces  extérieures,  on  est 
en  droit  d'y  faire  entrer  seulement  les  forces  extérieures  don- 
nées :  seulement,  quand  on  fera  le  calcul  pour  l'une  des 
forces  séparées  ou  pour  la  dilatation,  on  devra  tenir  compte 
des  forces  extérieures  qui  s'exerceraient  dans  les  liaisons  de 
chaque  pièce,  sous  la  seule  action  de  cette  force  ou  dilatation. 

11  est  bien  nécessaire  de  remarquer  ici,  pour  ne  pas  faire 
d'application  inexacte  des  théorèmes  précédents,  qu'ils  sont 
sujets  à  une  restriction  tout  à  fait  analogue  à  celle  qu'on  a 
exprimée  (n^6i)  lorsqu'il  s'agissait  des  six  constantes.  On  a 
vu  qu'il  y  a  deux  espèces  d'équations  servant  à  déterminer  les 
réactions  inconnues,  et  nous  avons  admis,  comme  fait  ordi- 
nairement réalisé,  que  celles  de  la  seconde  espèce  s'obtien- 
nent en  égalant  à  zéro  les  déplacements  de  certains  points  ou 
certaines  rotations,  etc.  Or,  le  contraire  peut  encore  arriver  ici, 
de  même  qu'au  n^  61,  et  en  voici  un  exemple  bien  simple. 
Supposons  une  poutre  droite  horizontale,  chargée  de  poids  et 
supportée  par  trois  appuis  inférieurs  tels,  que  celui  du  milieu 
ne  touche  pas  la  pièce  dans  son  état  naturel  ou  primitif,  mais 
qu'il  en  soit  séparé  par  une  petite  distance  /.  Tant  que  les 
charges  produiront,  au  point  correspondant  de  la  fibre  moyenne, 
un  abaissement  Aj,  moindre  que  /,  l'appui  central  n'inter- 
viendra pas  et  la  réaction  sera  nulle;  quand  Aji  tendrait  à 
dépasser/,  l'appui  fournira  la  réaction  nécessaire  pour  le  ra- 
mener à  cette  limite.  Véquation  à  poser  dans  ce  cas  ne  serait 
donc  pas  A^i  =  o,  mais  A  ji  =/;  par  conséquent,  notre  point 
de  départ  étant  inexact,  les  conséquences  le  seraient  aussi. 


Digitized  by 


Google 


F0EMULE8  M  LA  BfiPOBIIJlTIOll  ;  GOMStQUBNCBS.  l37 

La  réaction  de  l'appui,  sous  Taction  d'un  système  de  charges 
capables  d'abaisser  la  pièce  jusqu'à  son  niveau,  se  compose«- 
rait  d'une  constante,  plus  d'une  suite  de  termes  contenant 
chaque  force  au  premier  degré.  On  ne  pourrait  plus  dire  que 
sa  valeur  est  la  somme  de  celles  qui  se  produiraient  sous 
chaque  charge  prise  isolément  ;  car  d'abord  ces  charges  iso- 
lées donneraient  peut-être  chacune  une  réaction  nulle»  parce 
que  Aji  resterait  au-dessous  de/,  et  quand  le  contraire  aurait 
lieu,  la  constante  serait  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
charges,  tandis  qu'elle  devrait  l'être  une  seule  fois. 

En  résumé,  les  théorèmes  des  n""  62  et  63  ne  devront  être 
appliqués  que  dans  les  cas  où  la  nature  des  conditions  pro- 
pres à  déterminer  les  six  constantes  et  les  forces  inconnues 
serait  bien  celle  que  nous  avons  admise,  sans  quoi  l'on  pour- 
rait se  tromper  gravement.  . 

64.  Autre  énoncé  des  propriétés  établies  au  n*  63.  —  Les 
théorèmes  que  nous  venons  d'établir  s'énoncent  encore  d'une 
autre  manière.  Puisque  la  variation  de  Tabscisse  Ao^t  est  la 
somme  des  variations  qOe  x,  éprouverait  si  chaque  force  con- 
nue et  la  dilatation  T  agissaient  successivement  à  l'exclusion  de 
toutes  les  autres  causes,  et  puisque  l'axe  des  x  est  arbitraire, 
on  peut  immédiatement  conclure  l'énoncé  suivant  : 

Quand  les  théorèmes  du  w°  63  sont  applicables^  le  déplace- 
ment de  l'un  des  points,  par  suite  de  la  déformation,  est  la 
résultante  (  c* est-à-dire  la  ligne  qui  ferme  le  contour  poly- 
gonal) des  déplacements  qui  se  produiraient^  si  l'on  faisait 
agir  isolément  y  et  l'une  après  l'autre  y  toutes  les  forces  exté^ 
rieures  connues  et  la  cause  des  dilatations  linéaires  indépen* 
dantes  des  charges. 

Le  même  théorème  est  vrai  pour  la  rotation  d'une  section 
normale;  il  se  démontrerait  d'une  manière  toute  semblable. 
Il  s'applique  encore  et  se  démontre  de  même  quand  il  s'agit 
de  trouver  l'une  ou  l'autre  des  six  quantités  (  trois  sommes  de 
projections  et  trois  sommes  de  moments)  nécessaires  pour 
définir  un  système  de  réactions  inconnues  qui  s'exercent  dans 
une  section  donnée.  Dans  ce  dernier  cas,  il  n'est  pas  néces- 
saire qu'on,  cherche  isolément  chacune  des  six  quantités  en 
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question  :  on  peut  dire  que  le  système  des  réactions  i  trouver 
est  équivalent  à  Fensemble  des  systèmes  dont  chacun  com- 
prendrait les  réactions  partielles  dues  à  l'une  des  forces  con- 
nues prise  toute  seule. 

66.  Forces  équivalentes.  —  Dans  la  Statique,  on  appelle  sys- 
tème de  forces  équivalentes  ceux  qui  ont  une  même  résul- 
tante de  translation  et  un  même  moment  résultant  pour  un 
point  quelconque  :  l'un  des  deux  systèmes  appliqué  à  un 
corps  invariable  en  équilibre  peut  être  remplacé  par  l'autre, 
sans  que  l'équilibre  soit  troublé.  Mais  ce  qui  peut  changer 
beaucoup  en  pareil  cas,  ce  sont  les  pressions  et  tensions  des 
diverses  parties  du  corps,  et  ses  déformations,  s'il  n'est  pas 
rigoureusement  invariable.  Par  exemple,  un  système  de  deux 
forces  égales  et  contraires  appliquées  aux  deux  extrémités 
d'une  droite  ne  troublera  pas  l'équilibre,  mais  il  est  visible 
qu'il  modifiera  les  actions  intérieures  et  produira  une  variation 
de  longueur. 

On  devra  donc  procéder  avec  circonspection,  dans  tous  les 
problèmes  relatifs  à  la  déformation  et  à  la  résistance  des  maté- 
riaux, toutes  les  fois  qu'il  s'agira  de  remplacer  une  résultante 
par  ses  composantes,  ou  inversement,  ou  plus  généralement 
toutes  les  fois  qu'on  voudra  substituer  un  groupe  de  forces  à 
un  autre  groupe  équivalent.  La  condition  pour  que  deux 
groupes  de  forces  soient  réellement  équivalents,  au  point  de 
vue  qui  nous  occupe,  c'est  que  les  valeurs  fournies  par  les 
deux  groupes  pour  les  quatre  quantités  N,  P,  V,  X  soient 
constamment  les  mêmes  dans  toutes  les  sections;  car  on  a  vu 
par  toutes  les  formules  établies  jusqu'à  présent,  que  les  deux 
groupes  entraîneraient  alors  Içs  mêmes  déformations  et  les 
mêmes  tensions  intérieures.  Ainsi  l'on  pourra,  par  exemple, 
remplacer  une  résultante  par  ses  composantes;  mais  il  faudra 
que  les  points  d'application  des  unes  et  des  autres  restent  dans 
la  même  section  :  c'est  là  une  condition  indispensable.  En 
effet,  supposons  une  force  R  appliquée  au  point  H  de  la  sec- 
tion normale  CD  (fig,  34);  nous  pouvons  parfaitement,  sans 
changer  N,  P,  V  et  X  en  aucun  point  de  la  pièce^  remplacer  R 
par  deux  composantes  S,  Q  concourantes  en  H.  Mais  nous 
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n'avons  pas  la  liberté  de  transporter  R,  S  ou  Q  en  une  autre 
Fig.3{.  section  que  CD.  En  effet,  si  Ton 

^  doit  considérer  les  forces  qui  agis- 

^  sent  depuis  une  certaine  section 

î^^^^  jusqu'à  l'extrémité  B,  il  faut  cesser 


gv  \^^^^      de  compter  R  ou  ses  deux  compo- 
^  santés  dès  l'instant  qu'on  a  dépassé 

la  section  CD.  Or  c'est  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  l'on  appli- 
quait R  en  K  ou  bien  S  en  I,  par  exemple.  Il  est  clair  que  de 
cette  manière  on  introduirait  dans  les  expressions  de  N,  P, 
V^  X,  entre  L  et  K  ou  entre  L  et  I^  une  force  qui  ne  devrait 
pas  y  figurer. 

66.  Propriété  des  arcs  symétriques,  mais  non  symétrique^ 
ment  chargés.  —  Lorsqu'un  système  de  pièces  est  symétrique 
par  rapport  à  un  plan,  sans  que  les  forces  extérieures  soient 
distribuées  symétriquement,  et  qu'on  suppose  applicables  les 
théorèmes  des  n"^  62  et  63,  il  existe  entre  les  circonstances  de 
la  déformation  pour  les  points  symétriques  une  relation  dont 
on  pourra  quelquefois  tirer  parti. 

Prenons  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  au  plan  de  sy- 
métrie, et  supposons  les  axes  des  y  et  des  z  situés  dans  ce 
plan;  soient  x,Xy  ^9  ^'>  X'9  ^'  ^®s  coordonnées  de  deux  points 
symétriques;  Aor,  Aj,  Ai?,  m,  n,/?,  Aar',  Ar',  A«',  m',  n',//  les 
six  quantités  qui  caractérisent  la  déformation  en  chacun  de  ces 
points.  Imaginons  qu'on  rende  symétrique  le  système  des 
forces  données  (F)  en  doublant  par  des  forces  symétriques 
celles  qui  en  seraient  dépourvues  ;  alors  on  aura  pour  le  point 
(a;,  j,  z)  les  six  éléments  de  la  déformation  Aar„  Aj„  Az„ 
/n„  n,,  /?!,  et  pour  le  point  symétrique  on  aura  — -  A^i,  Aji,  Azi, 
/n„  — Wi,  — /?!.  De  même  s\;  au  lieu  de  doubler  toute  force  non 
symétrique,  on  la  supprime  complètement,  on  aura  pour  le 
point  [x,fy  z)  les  éléments  de  la  déformation  A.r„  Aja,  A-îj, 
m^y  n^y  Pi.  En  désignant  par  (F,)  et  (F2)  les  systèmes  de  forces 
symétriques  auxquels  répondent  ùiXx  et  A^r,,  on  voit  qu'en  pas- 
sant de  (F2)  à  (F),  il  y  a,  dans  les  éléments  de  la  déformation 
pour  le  point  {Xy  7,  2),  des  variations  représentées  par 

(2^)  ùkX-^UXiy  Aj  — Aj^îj  Az  — A-Za,  m— mj,  n  — /ij,  p— /?j, 
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et  ces  variations  seraient  les  éléments  de  déformation  qui  se 
produiraient  au  point  dont  il  s'agit  par  la  seule  action  des 
forces  du  système  (F)  dépourvues  de  symétriques  (n®*  62  et  63), 
car  ce  sont  ces  forces  qu'il  a  fallu  ajouter  pour  passer  de  (Fs) 
à  (F). 

De  même  on  reconnaît  que,  dans  le  passage  de  (F)  à  (F.),  il 
y  a  dans  les  éléments  de  la  déformation  pour  le  point  (x',  y\  z'  ) 
des  changements  représentés  par 

|  — A^,  — A^',    Aj,  — A/',    A-î, --Ay, 
I  mi  —  rnf,     —rix  —  n'/    —p,—p'\ 

et  ces  quantités  seraient  les  éléments  de  déformation  dus  à  la 
seule  action  des  forces  par  lesquelles  diffèrent  les  systèmes  (  F  ) 
et  (F,),  lesquelles  sont  symétriques  de  celles  qui  constituent 
la  différence  de  (F)  et  (F,). 

Cette  dernière  remarque  montre  que  les  quantités  (2)  doi- 
vent être  symétriques  des  quantités  (3),  et,  par  suite,  on  aura 

A^  —  Ao;,  1=  A^Ti  H- Ao?', 
^y^  —  AjTa  =  A  j,  —  A/', 
A^~  Az2  =  Az,  —  A^^ 

m  ^  rrii  =:  nit  —  m', 
n  —   /ij  =   rii   H-  n\ 

P-     P7      =      Pi      +P'\ 

relations  trèç-simples  dont  on  pourra  souvent  tirer  parti,  car  la 
condition  de  symétrie  dans  les  forces  est  de  nature  à  faciliter 
les  calculs,  en  sorte  qu'on  aurait  plus  commodément  A^, 
et  Aojj,  par  exemple,  que  A^  et  A^'. 

Nous  aurons  encore  la  même  chose  à  dire  au  sujet  des  forces 
inconnues,  et  la  démonstration  serait  absolument  identique. 
Les  axes  des  coordonnées  [Xy  y,  z)  étant  toujours  définis 
comme  nous  venons  de  le  faire,  appelons  R,  S,  T  les  trois 
composantes  parallèlement  à  ces  axes,  du  système  de  forces 
inconnues  qui  provient  d'une  des  liaisons;  soient  aussi 
K,  L,  M  la  somme  des  moments  de  ce  système  par  rapport  aux 
mêmes  axes;  R',  S',  T,  K',  L',  M' les  quantités  analogues  pour 
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le  point  symétrique;  R„  S„  T„  K„  L„  M„  R„  S„  T„  K^,  L„  M, 
ce  que  deviennent  R,  S,  T,  K,  L,  M  quand  on  remplace  le 
système  des  forces  données  (F)  successivement  par  (F,)  et 
par  (Fa).  On  aura 

R-  R,=:R,-+.R', 

T  —  T,  rur  T,  —  r , 

A.  lis  ^^^   -i*-!    li-  9 

L~  L,=  L. -hL', 

M-.M,  =  M,-i-M'. 

En  résumé,  lorsqu'un  système  de  pièces  est  symétrique  par 
rapport  à  un  plan,  mais  non  symétriquement  chargé,  si  on  le 
ramène  à  la  symétrie  de  deux  manières  :  i°  en  ajoutant  pour 
chaque  force  extérieure  privée  de  sa  symétrique  une  force 
égale  en  intensité  et  située  symétriquement;  ^^  en  supprimant 
les  forces  dont  les  symétriques  manqueraient;  que  dans  ces 
deux  hypothèses  on  détermine  Tun  des  six  éléments  de  la  dé- 
formation en  un  point  de  la  fibre  moyenne,  la  somme  des  deux 
quantités  ainsi  déterminées  sera  égale  à  la  somme  ou  à  la  dif- 
férence des  quantités  analogues,  calculées  pour  le  point  con- 
sidéré et  pour  son  symétrique,  avec  le  système  primitif  de 
forces.  La  même  propriété  est  vraie  pour  les  composantes 
d'une  réaction  inconnue,  parallèlement  aux  trois  axes  coor- 
donnés, et  pour  ses  moments  par  rapport  aux  mêmes  axes.  On 
doit,  dans  l'application  de  ce  théorème,  prendre  deux  des 
axes  coordonnés  dans  le  plan  de  symétrie  et  le  troisième  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  On  doit  de  plus  prendre  la  différence 
des  quantités  analogues  pour  deux  points  symétriques,  lors- 
que la  symétrie  leur  donne  des  directions  opposées.  C'est  ce 
qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  déplacements  ou  forces  en 
projection  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  ;  c'est  ce 
qui  arrive  aussi  pour  les  rotations  et  moments  autour  de 
lignes  contenues  dans  ce  plan. 

67.  Application  du  théorème  général  démontré  au  n®  66.  — 
Nous  allons  montrer,  par  un  exemple  très-simple,  l'usage 
qu'on  peut  faire  du  théorème  qui  vient  d'être  démontré.  Sup- 
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posons  une  pièce  symétrique  par  rapporta  nne  yerticale  et 
reposant  sur  deux  appuis  de  niveau  :  cette  pièce  étant  cliargée 
de  forces  d'une  manière  ciuelconque,  on  demande  de  détermi* 
ner  les  poussées  horizontales  qu'elle  exerce  contre  ses  deux 
appuis.  Soient  F  l'une  des  forces  données  qui  agissent  sur  la 
pièce,  et  K  son  angle  avec  une  horizontale  prise  pour  axe  des  x  ; 
Q,  Q'  les  poussées  demandées  estimées  suivant  les  x  positifs 
avec  un  signe  convenable;  Qi  et  —  Q,  ce  que  deviendraient 
ces  forces,  en  complétant  la  symétrie  du  système  proposé  par 
l'addition  de  nouvelles  forces  comme  il  est  ditaun"66;Qj, 
—  Q,  les  valeurs  qu'elles  prendraient  en  supprimant  les 
forces  ajoutées  et  leurs  symétriques  en  même  temps.  On 
aura  (n^  66) 

Q.-^Q,  =  Q-Q'. 

De  plus,  en  vertu  de  l'équilibre  des  forces  extérieures,  il  faut 
que  l'on  ait 

Q-4-Q'  +  2FcosÇ=:o. 

Si  l'on  savait  calculer  la  poussée  dans  le  cas  de  forces  symé- 
tf  iques,  on  pourrait  avoir  celle  qui  correspond  au  cas  où  la 
symétrie  n'existe  plus,  au  moyen  de  deux  équations  du  pre* 
mier  degré  extrêmement  simples» 

Lorsque  2  F  cos^  est  égal  à  zéro,  comme  par  exemple  lorsque 
l'arc  ne  supporte  que  des  poids,  ou  des  forces  symétriques  en 
intensité  et  en  direction,  sans  l'être  nécessairement  en  posi- 
tion, on  a 

les  deux  poussées  sont  égales  et  de  sens  contraire^  et  la  pre^ 
mière  relation  devient 

c*est-à-dire  que  la  poussée  est  la  moyenne  arithmétique  entre 
les  poussées  Qi  et  Qa« 
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§  IV.  —  Des  mouvements  vibratoires  dans  les  pièces  élastiques. 

68.  Principes  généraux  servant  à  la  mise  en  équation  des 
mouvements  vibratoires.  —  Les  formules  données  au  §  I  de 
ce  chapitre,  qui  font  connaître  les  diverses  circonstances  de  la 
déformation  d'une  pièce  élastique,  ont  été  établies  en  expri- 
mant qu'il  se  produisait,  entre  deux  sections  consécutives  de  la 
pièce,  un  déplacement  relatif  développant  des  actions  molécu- 
laires capables  de  faire  équilibre  à  un  certain  système  de  forces 
extérieures.  Lorsque  la  pièce  vibre,  naturellement  cet  équi- 
libre n'existe  plus;  mais,  en  vertu  du  principe  de  d'Alembert, 
on  sait  que  les  équations  qui  sont  la  conséquence  de  l'équilibre 
d'un  système  matériel  doivent  être  encore  satisfaites  dans  l'état 
de  mouvement,  pourvu  qu'aux  forces  réelles  on  joigne  les 
forces  d'inertie  des  diverses  molécules.  Pour  avoir  les  équations 
du  mouvement  vibratoire,  tout  se  réduirait  donc  à  introduire 
dans  les  formules  du  §  I  lesdites  forces  d'inertie,  qu'on  devrait 
y  faire  figurer  en  évaluant  les  quatre  fonctions  des  forces  dé- 
signées par  N,  P,  V,  X.  Ces  forces  d'inertie  seraient  d'ailleurs 
'  exprimées  au  moyen  des  déplacements  des  divers  points,  con- 
sidérés comme  fonctions  du  temps. 

Un  autre  procédé,  qu'il  sera  ordinairement  plus  commode 
d'employer,  consisterait  à  faire  l'application  du  principe  de 
d'Alembert,  non  plus  à  la  portion  de  pièce  comprise  entre  une 
section  normale  et  l'extrémité,  mais  à  l'élément  prismatique, 
infiniment  petit  compris  entre  deux  sections  normales  infini- 
ment voisines.  Nous  allons  faire  usage  de  cette  méthode  pour 
mettre  en  équation  le  mouvement  vibratoire  d'une  pièce  homo* 
gène,  à  fibre  moyenne  plane,  à  section  constante  et  symétrique 
par  rapport  au  plan  de  la  fibre  moyenne.  Les  forces  extérieures 
agissantsurla  pièce  entre  deux  sections  normales  quelconques 
sont  réductibles  à  des  forces  contenues  dans  ce  plan,  parallè^ 
lement  auquel  sont  dirigées  les  vitesses  des  mouvements  que 
les  sections  possèdent  à  l'instant  pris  pour  origine  du  temps* 
D'après  ces  conditions,  il  est  clair  qu'on  se  trouvera  dans  le 
cas  de  la  déformation  plane,  c'est-à-dire  qu'à  une  époque 
quelconque  du  mouvement  tous  les  points  auront  des  vitesses 
parellèles  au  plan  de  la  fibre  moyenne^ 
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Cela  posé,  soit  AB  la  pièce  donnée  (^g*35);  CD,  CD\  deux 
sections  normales  infiniment  voisines,  dont  G  et  G'  sojit  les 
centres  d'élasticité  et  de  gravité.  Appelons  : 

Fîg.  35.  Q  Taire  constante  de  la  sec- 

tion transversale  ; 
rie  rayon  de  gyration  de  cette 
surface  relativement  à  Taxe 
autour  duquel  s'opère  la 
flexion  ; 
s  la  longueur,  comptée  dans 
//  rétat  primitif  de  la  pièce, 

/  entre  le  point  G   et  un 

autre  point  A  de  la  fibre 
moyenne,  pris   pour   origine; 
p  le  rayon  de  courbure  primitif  de  la  fibre  moyenne  en  G; 
M,  </,  les  déplacements  du  point  G  à  un  instant  quelconque, 
parallèlement  à  la  direction  Gu  de  la  tangente  et  à  la  di- 
rection GC  de  la  normale; 
0  la  variation  de  Tangle  que  fait  GC  avec  une  ligne  fixe, 
celle  rotation  0  étant  comptée  positivement  dans  le  sens 
des  aiguilles  d'une  montre,  pour  fixer  les  idées. 
R,  T,  les  sommes  algébriques  des  projections  des  forces  di- 
rectement appliquées  à  rélément  CD  CD',  les  projections 
étant  respectivement  faites  sur  les  lignes  G  m  et  GC,  et 
les  forces  étant  divisées  par  la  masse  de  l'élément  en 
question; 
M  la  somme  des  moments  desdites   forces  rapportées  à 
l'unité  de  masse,  relativement  au  centre  de  gravité  de 
CD  CD',  le  sens  positif  étant  le  même  que  pour  6  ; 
g  l'accélération  des  corps  pesants  dans  le  vide  ; 
n  le  poids  par  mètre  cube  de  la  matière  qui  constitue  la 

pièce; 
E  son  coefficient  d'élasticité  longitudinale; 
A-E  son  coefficient  d'élasticité  transversale. 

La  forme  de  la  fibre  moyenne  dans  son  état  primitif  étant 
donnée,  la  position  primitive  d'une  section  sera  suffisamment 
définie  par  la  valeur  de  s  qui  lui  correspond.  A  l'instant  pris 
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pour  origine  du  temps,  cette  section  ayant  reçu  des  déplace- 
ments et  des  vitesses  connues,  et  les  choses  étant  de  même 
pour  les  autres  sections,  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement 
de  la  pièce.  11  est  clair  qu'on  y  parviendra  si  Ton  peut  exprimer 
en  fonction  des  et  du  temps  /  les  trois  quantités  m,  v,  Q,  C'est 
ce  que  nous  ferons  à  Taide  du  principe  de  d'Alembert;  maïs 
auparavant,  il  faut  chercher  comment  on  exprime  les  forces 
d'inertie  de  la  masse  comprise  dans  l'élément  CDC'D',  ainsi 
que  les  actions  moléculaires  exercées  sur  cette  masse  par  la 
matière  voisine,  au  moyen  des  déplacements  m,  (/,  6  ou  de 
leurs  dérivées  en  s  et  /. 

La  masse  totale  du  prisme  CDC'D'  est  --  Qds;  l'accélération 

de  son  centre  de  gravite  a  pour  composantes  -^  ^^  "^î  *^  ^®" 

sultante  de  translation  des  forces  d'inertie  de  cette  masse  aura 
donc  pour  composantes,  parallèlement  à  w  et  à  c,  les  forces 

^RQds^,  ~  -Qds^'  D'un  autre  côté,  CDC'D'  tourne 
g         dP         g         dt^ 

,  .     de 
autour  de  son  centre  de  gravite  avec  une  vitesse  angulaire  -7- 

et  une  accélération  angulaire  -tt^  5  d'où  résulte  un  couple 

d'inerti^e  ayant  pour  intensité  le  produit  du  moment  d'inertie 

par--^,cest-a-dire  ~ -û^^-'^'-^- 

Quant  aux  actions  moléculaires  exercées  dans  CD,  par 
exemple,  on  observera  en  premier  lieu  qu'elles  dépendent  uni- 
quement du  mouvement  relatif  des  deux  sections  CD,  CD'.  Le 
mouvement  absolu  de  CD  consiste  en  une  translation  (  m,  c),  et 
une  rotation  6  autour  de  G  qu'on  peut  remplacer  par  une  ro- 
tation égale  autour  de  G',  jointe  à  une  translation  —  9 .  GG'  ou 
—  Ods,  parallèle  et  de  sens  contraire  avec  Gc;  pour  avoir  le 
mouvement  relatif,  on  prendra  ces  mouvements  m,  c,  —9d$ 
et  9  en  sens  contraire,  et  on  les  composera  avec  le  mouvement 
de  CD',  lequel  consiste  en  une  translation 


/         du  ,  di^  j\ 
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dO 
et  une  rotation  9  -{---T-ds.  Il  est  clair  d'abord  que  la  rotation 

relative  ou  flexion  sera  exprimée  par  -7-  ds;  reste  à  exprimer  la 

translation  relative,  ou  plutôt  ses  composantes  parallèlement 
hueiv,  qui  constituent  respectivement  l'extension  et  le  glis- 
sement simples,  entre  les  sections  dont  il  s'agit.  En  projetant 
d'abord  sur  G  m,  la  translation  —  m  se  projette  en  vraie  gran- 
deur, et  il  en  est  de  même  de  m  4-  -r-  ds,  aux  infiniment  pe- 

dv 
lits  du  second  ordre  près;  v  -^--rds  faisant  avec  Gw  un  angle 

complémentaire  de  l'angle  GOG'  des  deux  sections  ou  de  — 

donne —  en  projection,  sauf  une  erreur  infiniment  petite  du 

second  ordre;  enfin  v  QiQds  sont  perpendiculaires  à  l'axe  de 
projection.  Donc  enfin  la  composante  parallèle  à  Gm  de  la 
translation  cherchée  est 

du  ,       vds 

-y-ds-^ 

ds  p 

On  reconnaît  de  même  que  la  composante  suivant  G  (^  a  pour 
expression 

rff  ,       «  ,       uds 

-rds  -h-  9ds • 

as  p 

Dans  le  calcul  de  la  translation  relative,  nous  avons  négligé 
les  variations  de  l'angle  GOG'  pendant  le  mouvement;  eu  égard 
à  la  petitesse  des  déformations,  cela  ne  peut  entraîner  qu'une 
petite  erreur.  11  y  a  encore  une  erreur  du  même  ordre  quand 

on  considère  (77""^"")^*®^  (^"^^ )^*   comme  les 

valeurs  de  l'extension  et  du  glissement  simple;  on  devrait  en 
effet  projeter  le  mouvement,  non  sur  la  position  primitive  de 
la  tangente  ou  de  la  normale,  mais  sur  ces  lignes  prises  dans 
la  position  qu'elles  occupent  à  l'instant  considéré. 

A  l'exiension  simple  ^^{-j-  -^  -  J répond  dans  la  section  CD 
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de  rélément  CDC'D',  suivant  le  sens  opposé  à  Gw,  la  force 

Eiî  (  77-  -^-  •"  )  î  ^^   même,  au   glissement  répondra  la  foree 

/rEi2(  ^  -f-  0  —  -  j^  dans  le  sens  opposé  à  Gi»;  enfin  la  flexion 

-j-ds  donnera  lieu  au  couple  EQ,r^--r-y  estimé  en  sens  con- 
as  '  as 

traire  des  rotations  0.  Dans  la  section  CJ)^  il  y  aura  des  actions 
moléculaires  analogues,  qui  seront  égales  aux  précédentes 
augmentées  de  leurs  différentielles  par  rapport  à  s,  et  agiront 
dans  le  sens  des  déplacements.  On  composera  entre  elles 
toutes  ces  forces  moléculaires  exercées  dans  CD  et  CD', 
comme  nous  avons  composé  tout  à  l'heure  les  mouvements 
de  ces  deux  sections,  et  Ton  trouvera  Faction  résultante  sup- 
portée par  la  matière  de  CDC'D',  savoir  : 

Force  parallèle  à  Gw  : 

Force  parallèle  à  G^  : 

^[_^ds\ds         '^p)'^p\ds       p/J' 

Moment  total  par  rapport  au  centre  de  gravité  de  Télément, 
évalué  dans  le  sens  de  la  rotation  6  : 

Par  suite,  on  trouvera  pour  les  équations  du  mouvement  de 
l'élément  prismatique  considéré  : 


to. 
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Quand  on  néglige  le  glissement  transversal,  il  faut,  dans  les 

(dv  m\ 

comme  l'expression  de  la  force  totale  de  glissement  P  dans  la 
section  CD ,  force  qui  peut  ne  pas  être  nulle ,  bien  qu'on 
néglige  ses  effets.  Les  équations  du  mouvement  deviennent 
alors 

[    ■5F-""^nirp^  n  d*W*.    P/ 
(^)        {    IF-^'^m  ds     npW*     p/ 

et  il  faudrait  y  joindre  la  relation 
dv      .      u 

ce  qui  ferait  quatre  équations  entre  les  inconnues  m,  c,  0,  P. 

Ces  équations  aux  différences  partielles  simultanées  déter- 
mineront les  inconnues,  en  fonction  de  s  et  de  /,  lorsque  l'in- 
tégration pourra  être  effectuée  et  que  Ton  aura  déterminé  les 
fonctions  arbitraires  introduites  par  cette  opération. 

Quand  on  voudra  faire  usage  des  équations  (i)  et  (a),  il  fau- 
dra bien  se  rappeler  que  les  quantités  R,  T,  M  représentent 
des  forces  et  un  couple  directement  appliqués  à  la  pièce  que 
l'on  considère.  Si  ces  forces  ou  ce  couple  provenaient  de  Tac- 
tîon  des  masses  liées  à  la  pièce  et  entraînées  dans  son  mouve- 
ment, on  devrait,  bien  entendu,  tenir  compte,  en  les  éva- 
luant, de  Tinertie  de  ces  masses.  Par  exemple,  si  un  poids  p 
appliqué  en  un  point  K  de  la  pièce  prend ,  par  suite  de  sa 
liaison  avec  elle,  des  accélérations j  suivant  l'horizontale  et/ 
suivant  la  verticale,  il  faudra  supposer  appliquées  en  K,  outre 

le  poids/?,  les  forces  —  ^  et  —  ^>  dirigées  en  sens  con- 

traire  de  /  et  de/. 

Pour  le  moment,  nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'étude 
de  la  question  ;  dans  les  cas  pratiques  les  plus  simples,  la  so- 
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lution  présentera  généralement  de  grandes  difficultés,  comme 
on  le  verra  ultérieurement  par  les  exemples  que  nous  indi- 
querons. Nous  n'avons  voulu,  en  donnant  les  calculs  précé- 
dents, que  compléter  la  théorie  générale  de  la  déformation  des 
pièces  élastiques,  par  l'exposé  de  la  méthode  à  suivre  pour 
mettre  en  équation  le  problème  des  mouvements  vibratoires. 
Ici  se  termine  la  partie  purement  théorique  du  Cours.  Nous 
allons  maintenant  faire  une  série  d'applications  à  des  cas  pra- 
tiques choisis  parmi  ceux  qui  intéressent  plus  spécialement 
les  ingénieurs. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 

PROBLÈMES  DIVERS  CONCERNANT  LES  POUTRES  DROITES. 


§  I.  —  Poutres  droites,  à  section  constante,  reposant  sur  deoz 
appuis  et  chargées  transversalement. 

69.  Conditions  générales  à  remplir  par  les  poutres  considé- 
rées dans  ce  paragraphe;  problèmes  à  résoudre.  —  Une  poutre 
droite  appuyée  à  ses  deux  extrémités  doit  porter  des  charges 
toutes  perpendiculaires  à  sa  fibre  moyenne.  Si  Ton  admet, 
pour  fixer  les  idées,  que  la  poutre  est  horizontale,  ces  charges 
(abstraction  faite  des  forces  provenant  des  appuis)  consiste- 
ront, par  exemple,  en  un  poids  uniformément  réparti  sur  la 
longueur  de  la  poutre  et  comprenant  le  poids  propre  de 
celle-ci,  ou  bien  en  un  poids  unique  concentré  en  un  certain 
point.  Lorsque  le  poids  de  la  pièce  n'est  pas  négligeable  de- 
vant ce  poids  unique,  on  se  trouve  dans  un  cas  mixte  où  il 
y  a  tout  à  la  fois  une  charge  uniformément  répartie  et  une 
charge  isolée.  On  suppose  remplie  la  condition  pour  que  la 
déformation  ait  lieu  dans  le  plan  qui  contient  toutes  les  forces 
extérieures  (n°  48);  enfin  on  suppose  constante  la  section  de 
la  poutre,  sauf  dans  un  seul  cas  où  il  sera  fait  mention  expresse 
de  la  condition  contraire. 

Cela  posé,  on  peut  avoir  besoin  de  calculer  les  réactions  des 
appuis,  la  déformation  produite  par  les  charges,  les  valeurs 
du  moment  fléchissant  X  et  de  Teffort  tranchant  P  dans  une 
section  quelconque.  Ce  sont  là  les  problèmes  que  nous  allons 
passer  en  revue,  en  faisant  diverses  hypothèses  particulières 
sur  la  nature  des  appuis  et  sur  la  distribution  des  charges. 
Nous  reviendrons  plus  loin,  avec  quelques  détails,  sur  la  vé- 
rification de  la  stabilité  dont  il  a  déjà  été  sommairement 
question  au  n^  21,  et  sur  le  calcul  des  dimensions  d'une 
poutre  à  construire. 
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70.  Relation  entre  le  moment  de  flexion  et  report  tran- 
chant. —  Toutefois,  avant  de  commencer  cette  série  de  pro- 
blèmes» il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'établir  une  relation 
fort  simple  qui  lie  nos  deux  inconnues  X  et  P,  et  par  la- 
quelle on  peut  facilement  passer  de  Tune  à  l'autre.  Pour  cela 
nommons  : 

Q  Tune  quelconque  des  charges  qui  agissent  perpendicu- 
lairement à  la  fibre  moyenne,  en  y  comprenant  les  réac- 
tions des  appuis  fixes  ; 
^  l'abscisse  de  la  force  Q,  relativement  à  une  origine  choisie 

d'une  manière  arbitraire  sur  la  fibre  moyenne  ; 
X  l'abscisse,  relativement  à  la  même  origine,  d'une  section 
(S)  quelconque,  à  laquelle  répondent  le   moment   de 
flexion  X  et  l'effort  tranchant  P. 
En  désignant  par  la  caractéristique  2  une  sommation  étendue 
à  toutes  les  forces  Q  qui  se  trouvent  entre  la  section  (S)  et  la 
fin  de  la  poutre,  on  aura  par  la  définition  même  des  quantités 
X  et  P  (no  20) 

ftc-^iA^^^w^uv^^   X:=^±:2Q  ($  — ^), 

d'où  résulte  la  relation 

L'effort  tranchant  est  donc  égal,  en  valeur  absolue,  à  la  dérivée 
du  moment  de  flexion  par  rapport  à  l'abscisse.  Ces  deux  quan- 

tités  P  et  -T—  ont  d'ailleurs  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires, suivant  le  sens  positif  qu'on  adopte  dans  le  calcul  de 
X  et  de  P;  les  signes  seront  contraires  lorsqu'une  force  Q 
comptée  positivement  dans  la  somme  algébrique  2Q  donnera 
lieu  à  un  moment  compté  positivement  dans  l'autre  somme 
algébrique  2Q  [\ — x). 

11  est  visible,  d'après  la  démonstration  ci-dessus,  que  la  re- 
lation (i)  s'applique,  non-seulement  aux  poutres  d'une  seule 
travée,  mais  aussi  aux  poutres  supportées  par  des  appuis  en 
nombre  quelconque  ;  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  les 
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forces  Q  soient  transversales,  pourvu  qu'elles  se  trouvent  dans 
un  même  plan  et  que  leurs  points  d'application  soient  sur  la 
fibre  moyenne  ;  car  alors  leurs  composantes  longitudinales 
n'influeraient  en  rien  sur  les  valeurs  de  X  et  de  P,  et  Ton 
pourrait  repéter  sur  les  composantes  perpendiculaires  un 
calcul  identique  à  celui  qui  nous  a  fourni  la  relation  (i). 

On  peut  encore  écarter  la  restriction  concernant  la  forme 
rectiligne  de  la  fibre  moyenne,  et  étendre  la  relation  (i)  au 
cas  où  cette  fibre  serait  une  courbe  quelconque  contenue  dans 
un  même  plan  avec  toutes  les  forces  extérieures.  Considérons 
en  effet  une  section  (S)  où  il  y  a  un  moment  de  flexion  X  et 
un  effort  tranchant  P  ;  prenons  ensuite  une  section  (S')  séparée 
de  la  première  par  une  distance  infiniment  petite  ds^  et  dans 
laquelle  il  y  aurait  un  moment  X  h-  rfX.  Si  Ton  imagine  une 
pièce  droite  ayant  pour  fibre  moyenne  l'élément  ds  prolongé, 
et  supportant  les  mêmes  forces  extérieures  que  la  pièce 
courbe,  la  relation  (i)  appliquée  à  cette  pièce  droite  donnera 

rfX±:Prf5=:o, 

Or  les  quantités  rfX  et  P  sont  les  mêmes  dans  la  pièce  droite 
et  dans  la  pièce  courbe,  qui  ont  les  sections  communes  (S), 
(S'),  et  qui  sont  sollicitées  par  les  mêmes  forces  extérieures  : 
l'équation  précédente  est  donc  également  vraie  pour  la  pièce 
courbe.  Donc  l'effort  tranchant  dans  celle-ci  est  toujours  égal 

en  valeur  absolue  à  la  dérivée  ---?  le  signe  étant  contraire  ou 

identique  suivant  le  sens  positif  adopté  dans  l'évaluation  de  P 
et  de  X,  et  devant  être  choisi  comme  on  l'a  dit  tout  à  l'heure. 
Mais  il  est  bien  important  de  remarquer  que  le  procédé 
employé  plus  haut  pour  démontrer  la  relation  (i)  dans  le  cas 
des  pièces  droites  suppose  les  forces  agissant  transversale- 
ment, ou  tout  au  moins  appliquées  sur  la  fibre  moyenne 
même.  L'extension  qu'on  vient  de  faire  pour  les  pièces  courbes 
dépend  naturellement  de  la  même  hypothèse.  Si  celte  condi- 
tion essentielle  n'était  pas  remplie,  le  théorème  exprimé  par 
la  relation  (i)  se  trouverait  parfois  en  défaut.  Si,  par  exemple, 
une  force  finie  agissait  dans  une.  section  (S)  sans  passer  au 
centre  d'élasticité  de  la  section,  il  est  aisé  de  voir  que  le  mo- 
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ment  fléchissanl  éprouverait  un  accroissement  fini  en  passant 
de  (S)  à  une  autre  section  infiniment  voisine,  prise  d'un  cer- 

tain  côté  de  la  première  :  ■^—  deviendrait  infini  et  par  suite 

ne  serait  pas  égal  à  P.  De  même,  s'il  existait  sur  chaque  élé- 

^ment  de  la  pièce,  outre  une  charge  analogue  à  Q,  un  couple 

infiniment  petit,  l'ensemble  de  ces  couples  n'influerait  pas 

sur  Teffort  tranchant,  mais  altérerait  tout  à  la  fois  X  et  -j—  -, 

la  relation  (i)  ne  pourrait  donc  encore  subsister  sans  modifi- 
cation. 

71.  Poutre  reposant  sur  deux  appuis  simples.  —  On  admet 
que  le  support  placé  en  A  (Jig.  36)  est  tellement  disposé,  qu'il 
ne  peut  fournir  qu'une  réaction  verticale  passant  parle  point  A; 
Fig.  36.  le  support  B  est  également  assu- 

|R  jelti  à  une  condition  analogue. 

Jb  Dans  ce  cas  la  Statique  élé- 

"  mentaire  fait  immédiatement 
connaître  les  réactions  exercées 
sur  la  pièce  en  A  et  B.  Si ,  par 
exemple ,  on  suspend  un  poids 
2R  au  milieu  de  la  pièce,  ces  réactions  consisteront  en  une 
force  égale  à  R  pour  chaque  appui.  Elles  seront  de  même 
exprimées  par  pa,  dans  le  cas  d'une  répartition  uniforme  de 
là  charge,  en  appelant  a  la  demi-longueur  de  la  poutre  et  p  le 
poids  par  mètre  courant  qu'elle  supporte,y  compris  son  poids 
propre. 

Déterminons  maintenant  la  figure  de  la  fibre  moyenne,  après 
la  déformation  produite  par  les  charges.  A  cet  effet  il  faut 
prendre  la  formule  (i)  du  n«  42.  En  supposant  le  cas  de  la 
charge  unique  aR  appliquée  au  point  C,  et  prenant  les  axes 
de  coordonnées  indiqués  sur  la  Jig.  36,  celte  formule  de- 
vient ici 

dy  _       R{a  —  x) 
dx^  er^ 

Le  moment  d'inflexibilité  er^  étant  constant,  il  est  facile  d'ef- 
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fectuer  rinlégraUon,  ei  Ton  trouve 


dx       er^  \  2  / 


sans  constante  dans  le  second  membre,  attendu  que  pour 
a?  =  G,  -p  est  nul  à  cause  de  la  symétrie.  Intégrant  une  se- 
conde fois  et  remarquant  que  y  doit  s'annuler  pour  x  =  a,  on 
aura 

R  f     ax^      x'\      Rfl*         R    ,  X,     , 

•^       er^\       1         6)      3er^      6er'^  '^  ' 

équation  qui  est  celle  de  la  courbe  ACB.  La  flèche  CC  =f 
s'obtient  en  faisant  j?  =  o,  ce  qui  donne 

Quand  la  charge  est  uniformément  répartie,  on  a,  d'après 
la  même  formule  (i)  du  n"*  {^2  : 

^  =  .I^fa^xY-^P^(a^x)  = P-(a^^x^); 

dx^       ler'^  '        er'^         ^  ner^^  ^' 

d'où  Ton  tirera  de  même 

dx       ier^\^  ) 

p     /x*       a^x^\        5pa* 

•^"""aer^yia         2   )       2^er^ 

La  courbe  AC'B  s'écarte  alors  assez  peu  de  la  parabole  repré- 
sentée par  réquation 

car  la  différence  7'  ~  j  a  son  maximum  répondant  bix^  =  -  a\ 
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qui  donne 

pa^     q  ,         pa*     5 

d'où  résulte 

t' — X ' 

r    "^9 

La  valeur  de  la  flèche  devient 

f—  ^P^ 
•'"~24tfr«* 

Pour  se  rendre  compte  de  la  pression  ou  tension  longitudi- 
nale en  un  point  quelconque  de  la  section  répondant  à  Tab- 
scisse  X,  on  procédera  comme  il  est  dit  au  n®  21.  Ici,  le  mo- 
ment fléchissant  X  est  donné  par  les  équations 

X  :=  —  R(a  —  4?)       dans  le  cas  de  la  charge  unique  aR, 

X=: p{a'  —  x^)  dans  le  cas  de  la  charge  uniformé- 
ment répartie  ; 

la  quantité  désignée  par  PA  au  n"*  21  n'est  autre  chose  que  la 
valeur  absolue  du  moment  X;  sind  est  d'ailleurs  égal  à  i 
puisque  la  flexion  est  supposée  plane  (n*»  48).  Il  sera  donc  fa- 
cile de  calculer  la  tension  demandée.  Si  l'on  veut  avoir  seule- 
ment son  maximum,  on  voit  que,  d'une  section  à  l'autre,  les 
pressions  et  tensions  ne  varient  qu'avec  PA,  et  que  par  suite 
ce  maximum  a  lieu  dans  la  section  faite  en  C,  car  les  deux 
expressions  ci-dessus  prennent  leur  plus  grande  valeur  pour 
x  =  o. 

La  tension  transversale  dans  une  section  déterminée  dépend 
de  la  force  totale  de  glissement  P,  somme  algébrique  des  forces 
verticales  qui  agissent  depuis  cette  section  jusqu'à  une  extré- 
mité. Dans  le  cas  actuel,  on  trouve  facilement 

P  p:  R,    si  la  charge  est  concentrée  au  milieu  de  la  pièce  ; 
P  izrrpaf,  si  la  charge  est  uniformément  répartie. 

La  première  expression  est  constante;  la  seconde  varie  uni- 
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formément  avec  x;  elle  est  nulle  en  C  et  atteint  son  maximum 

pa  pour  x  =  a. 

Quand  on  compare  entre  eux  les  effets  des  poids  2/?a  et  aR, 

on  voit  que  pour  avoir  la  même  flèche  il  faudrait  assujettir  ces 

5 
poids  à  la  relation  ^  pa  =  R,  c'est-à-dire  que  :  au  point  de  vue 

de  la  flèche  produite,  un  poids  uniformément  réparti  sur  la 
longueur  entière  de  la  poutre  est  l'équivalent  des  cinq  hui- 
tièmes de  ce  poids  condensés  au  milieu.  Si  Ton  voulait  au  con- 
traire que  la  tension  ou  pression  maximum  fût  la  même,  il 
faudrait  poser  le  maximum  de  R(a  —  a;)  égal  au  maximum  de 

-  /?  (  a*  —  jc^  ),  c'est-à-dire 

R  a  =  -  pa^y    ou  bien    R  =  -  pa. 

Donc,  du  point  de  vue  de  la  tension  ou  pression  maximum  pro- 
duite suivant  la  longueur  des  fibres,  le  poids  uniformément 
réparti  sur  la  longueur  entière  de  la  pièce  équivaut  à  la  moi- 
tié de  ce  poids  condensée  au  milieu. 

Dans  le  cas  mixte  où  l'on  aurait  à  la  fois  une  charge  ipa  et 
un  poids  isolé  2R,  on  trouvera  facilement  ce  qui  se  passe,  en 
se  reportant  aux  considérations  exposées  dans  le  §  III  du  cha- 
pitre précédent.  Il  suffira  d'ajouter  algébriquement  les  effets 
dus  à  ces  deux  charges  agissant  isolément. 

72.  Même  problèmCy  dans  le  cas  d'un  solide  d'égale  résis- 
tance, —  Il  peut  arriver  que  la  section  transversale  de  la  poutre 
ci-dessus  considérée  (n®71),  au  lieu  d'être  constante,  varie 
d'un  point  à  l'autre  de  la  fibre  moyenne,  sous  la  condition 
d'engendrer  un  solide  d'égale  résistance  fn"  22),  c'est-à-dire 
une  poutre  telle,  que  la  tension  maximum  reste  la  même  dans 
toutes  les  sections.  Cela  ne  changera  rien  aux  moments  de 
flexion  et  aux  efforts  tranchants  que  Ton  vient  dé  calculer, 
car  les  réactions  des  points  d'appui  étant  déterminées  unique- 
ment par  lés  équations  générales  de  l'équilibre  ne  subiront 
elles-mêmes  aucun  changement  :  mais  ce  qui  pourra  être  plus 
ou  moins  altéré ,  c'est  l'ordonnée  j  et  notamment  la  flèche 
prise  par  la  pièce  en  son  milieu.  Le  moment  d'inflexibilité  er* 
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n'est  plus  constant,  et  Tintégration  de  Téquation  différentielle 
entre  /  et  ^  ne  peut  plus  s'effectuer  de  la  même  manière. 
Nous  allons  voir  comment  on  y  parviendra  dans  quelques  cas 
simples. 

Supposons  d'abord  une  section  rectangulaire  homogène  de 
hauteur  variable  c  et  d'épaisseur  constante  6,  la  première  di- 
mension c  étant  mesurée  parallèlement  aux  charges.  Si  la 
charge  concentrée  2R  agit  seule,  le  moment  de  flexion  sera 
proportionne]  à  a  —  ^,  et  la  condition  d'une  égale  résistance 
(n^  22)  s'exprimera  ici  par 

a  — ^ 

— -—  =r  const., 

ou,  en  désignant  par  Tindice  o  les  valeurs  des  variables  pour 
xz=o, 

a  —  X       a 


ou  bien  encore 


r> 


.     [a-^xY 


La  section  étant  un  rectangle  homogène  de  largeur  con-' 

stante,  le  moment  d'inflexibilité  varie  proportionnellement 

à  c'  :  donc 

» 


./'«-*\' 
,,.=,.,j(^__j 


L'équation  différentielle  de  la  fibre  moyenne  déformée  de- 
vient donc 


Ci 

ou  bien 


On  intégrera  deux  fois  cette  équation,  en  ayant  soin  de  déter- 
miner les  constantes  de  manière  à  avoir  -j-  =0  pour  :r  =  o, 
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yz=zo  pour  iF  ==  a,  et  Ton  trouvera  successivement 

^or;j=  2Ra*  I  —  -(a  —  a:)*  ~  xa^  -f-  a^  j- 

Pour  avoir  la  flèche /=  CC  [Jig.  36),  il  suffit  de  faire  x=zo 
dans  la  dernière  équation,  ce  qui  donne 

2R«* 

c'est-à-dire  le  double  de  la  flèche  qui  se  produirait  si  la  section 
restait  partout  la  même  qu'au  milieu  de  la  poutre. 

Si  nous  répétons  le  même  calcul  en  substituant  à  la  charge 
aR  une  charge  uniforme  2/?«,  sans  rien  changer  d'ailleurs,  le 
moment  de  flexion  deviendra  proportionnel  k  a^^  x^  au  lieu 
de  fl  —  X,  ce  qui  conduit,  pour  exprimer  l'égalité  de  résistance, 
à  la  relation 


/a'^x'Y 


Par  suite  l'équation  différentielle  sera 

Il  en  résulte  par  l'intégration 

,  dy  1  X 

e^rl  -r-  = pa^arcsin  — > 

*  ax  2  '^  a 

La  flèche  CC  répondant  à  :r  =  o  sera 
comparée  à  la  valeur    f    ^  qu'elle  aurait  si  la  poutre  conser- 
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vait  partout  sa  section  du  milieu,  on  voit  que  cette  flèche  a  été 

augmentée  dans  le  rapport  de  -  ( i  )  à  --^  ou  de  1,870  à  i. 

Dans  les  exemples  qui  précèdent,  nous  avons  obtenu  Tin- 
variabilité  du  maximum  de  tension  pour  toute  section  trans- 
versale, en  faisant  varier  seulement  la  hauteur  quand  on  passe 
de  Tune  à  l'autre  :  mais  on  peut  tout  aussi  bien  (et  cela  se  fait 
souvent)  laisser  la  hauteur  constante  en  faisant  varier  d'autres 
dimensions.  Si  nous  supposons  en  outre  que  les  sections 
restent  symétriques  relativement  aux  axes  de  flexion^  il  faut 
alors,  pour  remplir  la  condition  d'égale  résistance,  que  le  mo- 
ment fléchissant  soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  moment 
d'inflexibilité  de  la  section  correspondante;  car,  en  nommant 
toujours  c  la  hauteur,  le  maximum  de  tension  s'exprimerait, 

Vhc               Vh.Ec 
avec  les  notations  du  n**  22,  par  — p  ou  par p»  et  puis 

que  cette  quantité  est  constante,  par  hypothèse,  ainsi  que  £c, 

PA 

il  en  résulte  bien  que  le  rapport  — ^  ne  change  pas.  Sa  valeur 

serait  toujours  la  même  que  dans  le  section  centrale,  c'est-à- 
dire 5  s'il  y  a  la  charge  unique  2R  concentrée  en  C,  et 

£ — _  dans  le  cas  de  la  charge  uniforme;  désîgnons-la  gé- 
néralement par  D. 
Ce  même  rapport,  d'après  l'équation  fondamentale  (i)  du* 

n**  42,  doit  être  égal  à  ^-^  •  Donc  on  a 

^-D 

et,  par  conséquent,  la  fibre  moyenne  affecte  la  forme  d'une 
parabole  du  second  degré  à  axe  vertical  (*).  L'intégration 

C^)  Il  serait  plus  rigoureux  de  dire  que  la  fibre  moyenne  se  courbe  en  àrc  de 

cercle;  car  — j  exprime  l'angle  de  flexion  rapporté  à  l'unité  de  longueur (n®  17), 

ce  qui,  pour  une  pièce  primitivement  droite,  ne  diffère  pas  de  la  courbure  pro- 
duite par  la  déformation  :  la  courbure  est  donc  constante,  propriété  qui  carac- 
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donne  successivement 

La  flèche  ce?  =/ s'exprimera  donc  par Da»  :  elle  serait > 


avec  la  charge  concentrée  ....    /= 
avec  la  charge  uniforme /= 


2^0  rj 


En  la  comparant  avec  celle  qui  se  produirait  si  la  section  restait 

partout  égale  à  celle  du  milieu,  on  trouve  des  rapports  res- 

.  3       6 
pettivement  égaux  a  -  et  ^  • 

Les  flèches  d'un  solide  d'égale  résistance  posé  sur  deux 
appuis  étant  toujours  évaluées  au-dessous  de  leur  grandeur 
réelle,  quand  on  les  calcule  comme  si  toutes  les  sections 
avaient  les  mêmes  dimensions  que  celle  du  milieu,  on  peut 
se  demander  quelle  est  la  position  occupée  dans  le  solide  par 
la  section  qui  donnerait  Heu  à  la  même  flèche,  en  supposant 
qu'elle  fût  prise  pour  section  invariable  dans  toute  l'étendue 
de  la  pièce.  Cette  question  se  résout  facilement.  Nommons,  en 
effet,  Xi  l'abscisse  de  la  section  dont  il  s'agit  et  e,rj  son  mo- 

ment  d'inflexibilité  :  la  flèche  étant -5 r  ou  -r^- — r>  suivant 

3tf,rJ        24e,  r} 

qu'on  fait  agir  la  charge  concentrée  ou  la  charge  uniforme,  il 
faudra  que  le  rapport  -î-4  prenne ,  dans  les  quatre  cas  ci- 
dessus  analysés,  les  valeurs  respectives 

I  5  2      5 

2'     6(7r  — 2)      3'     6' 


térise  le  cercle.  Le  changement  du  cercle  en  parabole  proyient  de8>pproxima- 
tions  employées  pour  démontrer  Téquation  (i)  du  n®  42;  il  est  d'ailleurs 
insensible,  par  suite  de  la  petitesse  que  nous  attribuons  à  la  variation  de 
forme,  un  arc  de  cercle  h  flèche  très-petite  pouvant  être  confondu  avec  un  arc 
parabolique.  ,    * 
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inverses  des  rapports  trouvés  précédemment.  Or  on  connaît, 
dans  chaque  cas,  l'expression  du  rapport  — j  en  fonction  de 

-  :  on  pourra  donc  trouver  — '  •  Voici  les  équations  à  poser 

pour  cela  : 

i"*  Cas  de  la  charge  concentrée  agissant  sur  le  solide  à  profil 
en  long  parabolique, 

^_-j  =-,  dou  -='-(-;  =0,370; 

2°  Cas  de  la  charge  uniforme  agissant  sur  le  même  solide, 


(^) 


'  5 


6{:t-2)' 
d'où 


3°  Cas  de  la   charge  concentrée  agissant   sur  le  solide  à 
hauteur  constante, 

—  =  -,  dou     —  —  i—~  =  0,333; 

«  3  a  3 


4°  Cas  de  la  charge  uniforme  agissant  sur  le  solide  à  hau- 
teur constante. 


5  Xi         /        5 

:g,        d'oil        ~z=:y/l--z:zO,4o8. 


73.  Poutre  droite  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  —  Rien 
n'est  modifié  dans  les  données  de  la  question  traitée  au  n^  71, 
si  ce  n'est  que  les  appuis  placés  en  A  et  B  (Jig.  37),  au  lieu 
d'être  de  simples  points  fixes,  sont  des  encastrements  qui 
maintiennent  la  pièce  horizontale  en  ces  points.  On  peut  ima- 
giner que  cet  effet  se  produit  au  moyen  de  pressions  verticales 
descendantes  exercées  sur  les  prolongements  de  la  pièce  au 

I,     2*  ÉDIT.  I  I 
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delà  des  sections  faites  en  A  et  B,  où  continueraient  à  $e  dé- 
Fig.37»  "  velopper   des   forces   verticales 

4^^^^  AR^pa      ascendantes.  Si  donc  nous  trans- 

portons au  point  B  toutes  les 
pressions  exercées  vers  J*extré- 
mité  de  droite ,  il  faudra  joindre 
•'  un  couple  à  ces  forces  transpor- 

▼or 

tées»  et  la  même  chose  aura  lieu 
pour  Tappui  de  gauche.  Ainsi  donc  les  réactions  de  chaque 
appui  seront  remplacées  par  une  force  verticale  Y  appliquée 
en  A  ou  B,  et  par  un  couple  dont  nous  appellerons  \j,  le  mo- 
ment. Pour  déterminer  Y,  nous  remarquerons  que  si  la  charge 
consiste  en  un  poids  ^.pa  uniformément  réparti  sur  la  lon- 
gueur 2a  de  la  pièce  et  en  un  poids  2R  concentré  au  milieu, 
chaque  appui  doit  fournir  une  réaction  verticale  égale  à  R  4-  pa. 
La  réaction  horizontale  doit  d*ailleurs  être  nulle,  car  sans  cela 
la  longueur  de  la  pièce  aurait  dû  varier  entre  A  et  B;  ce  qui 
n'est  pas,  puisque  la  différence  AC'B  —  ACB  n'est  en  quelque 
sorte  qu'un  infiniment  petit  du  second  ordre  (*).  Il  reste 
seulement  à  chercher  la  grandeur  du  couple  \l. 
Pour  cela  nous  prendrons  encore,  comme  dans  le  problème 

du  vp  71,  l'expression  de  la  seconde  dérivée  -t~>  en  fonction 

des  forces  qui  agissent  depuis  le  point  correspondant  jusqu'à 
l'extrémité  de  la  pièce.  Nous  aurons  ainsi 

d^Y  I 

:=:  _  R  (a -.  ^)  _  ip  (a»  -  07»)  H-  |rx; 

d'où  l'on  tire,  par  l'intégration  depuis  la  limite  .r  =  0, 


{*)  On  a,  en  appelant  et  l'angle  de  l'un  des  élémenls  de  la  courbe  AC'B  avec 
raxe  AB*  y-  =  cosa;  par  conséquent,  si  Ton  regarde  «  comme  un  angle  infini* 

ment  petite  le  rapport  ^  ne  dilfére  de  i  que  d'an  infiniment  petit  du  second 
ordre. 
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Or  -j-  doit  s'annuler  pour  op=za  comme  pour  37  =  0;  donc 


on  a 


ou  bien 


0  = Ra'  —  ^p«^  +  [f-dy 


^  =  l^a-\-^pa\ 


Le  couple  /x  étant  maintenant  déterminé,  on  peut* facilement 
avoir  la  courbe  affectée  par  la  pièce,  ainsi  que  la  tension  eo 
un  point  quelconque.  Ainsi  Ton  substituera  /x  dans  l'expres- 
sion de  -p-ï  et  Ton  aura 
dx 


er 


dy  ^  I  x^       ax\       i      /  ,         ^*       ^    ,    \ 


= Vi[ax  —  x^)—  ■^p{a?x  --  x^)i 

intégrant  ensuite  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 
que  j^  soit  nul  pour  ^  =  a,  on  trouvera 

i„/     ax^      x^       a^\       I     /     a'^'      x^      a^\ 
.erY  =  -R(--+y+6)+gA>(-  — +-j+^), 

et  par  conséquent  l'expression  de  la  flèche  CC  sera 

I2er'  \  2  y 

Ici  Ton  voit  que^  pour  la  production  de  la  flèche ,  la  charge 
uniforme  équivaut  à  sa  moitié  que  Ton  concentrerait  au  milieu. 
On  voit  aussi,  en  supposant  successivement /?=  o,  R  =  o, 
que  la  substitution,  en  A  et  B,  des  encastrements  aux  appuis 
simples  diminue  la  flèche  dans  les  rapports  respectifs  de  4  et 
de  5  à  I. 

Il  fautmaintenant étudier  comment  varient,  pourunesectlon 
quelconque,  le  moment  fléchissant  X  et  l'effort  tranchant  P* 

'  rfv 

Le  moment  X,  qui  a  été  égalé  ci-dessus  à  ^r^-j^  >  a  pour 


dx^ 
il  i 
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expression,  dans  la  section  définie  par  Tabscisse  Xy 

X  =  -  R(a -.r)  -  i/?(a' -  ^^  )  4- fz ; 
ou,  en  subsliluanl  la  valeur  de  fx, 

Cette  quantité,  d'abord  négative  pour  ^  =  o,  est  croissante, 
e' est-à-dire  qu'elle  diminue  en  valeur  absolue  et  devient  nulle  ■ 
pour  une  valeur  :r'  de  x  facile  à  déterminer.  Ou  aurait  à  ré- 
soudre l'équation  du  second  degré 

-  (a  —  2^')  4-  \f[d'  —  3^")  =r  o, 

d'où  Ton  tirerait  une  seule  racine  positive,  comprise  entre 

fi       ft  * 

-  et  -p  ou  entre  o,5oo  a  et  0,577  ^>  valeurs  qui  correspondent 

2       ^3 

à  /?  =  o  et  R  =  o.  Pour  l'abscisse  ^',  le  moment  X  serait  nul 

ainsi  que  -r-^*,  par  suite,  la  courbe  présenterait  une  inflexion. 

Au  delà,  X  change  de  signe,  mais  reste  toujours  croissant. 
Ainsi  ses  plus  grandes  valeurs  absolues,  intéressantes  à  con- 
naître pour  calculer  les  pressions  et  tensions  maximum  (  n"*  21 }, 
répondront  à  ^  =  o  et  ^  =  a  :  elles  seront 

Rû       I      ,       .     R«       I      , 

Le  premier  de  ces  moments  est  d'ailleurs  négatif,  c'est-à-dire 
qu'il  agit  pour  faire  tourner  de  Cj  vers  C^;  le  second  agit  en 
sens  contraire.  Donc  (n°  21)  le  premier  comprimera  les  fibres 
du  haut  de  la  section  faite  en  C,  et  étendra  celles  du  bas;  vers 
les  appuis,  c'est  l'inverse  qui  aura  lieu. 

L'effort  tranchant  P  ne  donne  lieu  à  aucune  remarque  parti- 
culière ;  sa  détermination  serait  la  même  qu'au  n**  71,  puisque 
rien  n'est  changé  aux  forces  extérieures,  sauf  l'introduction 
du  couple  fx,  qui  n'influe  pas  sur  la  valeur  de  P. 
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74.  Poutre  droite  encastrée  à  une  extrémité  et  appuyée  à  P autre. 
Recherche  de  la  réaction  des  appuis,  — -  Soit  AB  (fig,  38)  la  fibre  moyenne 
de  la  pièce^  laquelle  est  supportée  en  A  et  B  par  deux  appuis  qui  rendent 
f Ig  33^  invariable  la  position  de  ces  points,  et 

dont  Tun,  Fappui  A  par  exemple,  main- 
T      tient  la  section  faite  en  A  dans  sa  di- 
rection première.  Supposons  en  pre- 
mier lieu  que  la  pièce  ne  soit  soumise 
V  qu'à  une  charge  aR,  devant  laquelle 

on  néglige  son  poids  propre.  Appelons 
2^  la  longueur  AB,  na  Tabscisse  du  point  C  où  est  appliquée  la  force  aR.- 
Il  s'agit  d'abord  de  déterminer  les  réactions  des  appuis,  lesquelles  con- 
sistent en  deux  forces  verticales,  Y,  Y'  appliquées  en  A  et  B,  et  en  un 
couple  fA  à  joindre  à  la  force  Y  pour  tenir  compte  de  l'encastrement, 
comme  on  Ta  vu  dans  le  problème  précédent. 

On  aura  les  équations  suivantes  fournies  par  la  Statique  des  corps  so- 
lides : 

(I)  Y-hY'4-aR  =  o, 

(a)  2flY'+2R«fl-f-f*  =  0. 

L'équation  qui  manque  encore  pour  trouver  les  trois  inconnues  doit 
exprimer  que  le  point  B  de  la  fibre  moyenne  est  resté  immobile.  Pour  la 
trouver  de  la  manière  la  plus  commode,  il  convient  de  supposer  un  in- 
stant que  l'appui  B  n'existe  pas,  et  de  chercher  quel  serait  alors  l'abais- 
sement X  ^^  ^^^^  point  de  la  pièce  AB  encastrée  en  A  et  soumise  à  la 
charge  2R  en  C.  A  cet  effet  l'on  appliquera  l'équation  (i)  du  n""  42,  qui 
donne  : 

Entre  A  et  C , 

(3)  ^r^g=2R(««-a:); 

Entre  CetB, 


(4)  '"•'■û^  =  °- 


L'intégration  de  l'équation  (3)  donne,  en  tenant  compte  de  ce  que  x  ^t 

dr 

-f-  s'annulent  en  A ,  pour  ^  =  o , 


dx 


(5)  «•'g  =  aR^««x_^), 

(6)  ,,v=^R(2f-'-ï). 


Digitized  by  LjOOQIC 


|66  GHA|»ITRE   TftQlSlÈllE, 

De  même,  si  l'on  intègre  l'équation  (4)  applicable  dans  la  partie  CB,  et 
qu'on  nomme  D,  ly  deux  conatante$,  il  viendra 

<?H/ =  Do?  4- D'. 

Ces  deux  équations  s'appliquent,  aussi  bien  que  (5)  et  (6),  au  point  C  répon- 
dant à  la  valeur  particulière  x=^  na\  et  comme  il  ne  peut  y  avoir  en  ce 

dr 
point  qu'une  seule  inclinaison  4-  et  une  seule  ordonnée  y^  il  faudra  qu'on 

ait 

D/îfl-f-D'=  aR(-^ g")  ^3 

De  là  résultent  les  expressions  des  constantes  D  et  D'^ 
D  =  R/i'a», 
D'=-1r/i»«»; 

en  les  portant  dans  les  équations  de  la  partie  GB,  celles-ci  deviennent 

(7)  i?rVg=R/iV, 

(8)  er'^y  =  Y^n^a^x  -  iR/i»«»  =  R/î'û' {x  -\n^^ 

Il  est  facile  maintenant  de  déterminer  la  réaction  Y'.  En  effet,  la  force 
aR  agissant  seule  sur  la  pièce  AB,  encastrée  en  A  et  libre  en  B,  produi- 
rait en  ce  dernier  point  vn  abaissement^',  qu'on  obtiendrait  en  faisant 
dans  l'équation  (8)  j?  =  aa  ;  on  aurait  ainsi 

^/'^j'=2R«*a=»-.iR«V  =  iRrtV(6-/i). 

Si  la  force  aR  est  supprimée  et  qu'on  la  remplace  par  une  force  Y'  ap- 
pliquée en  B,  ce  point  éprouvera  un  abaissement  f  qu'on  pourra  calcu- 
ler en  faisant  dans  la  dernière  formule  2R  =  Y',  /z  =  2,  d'où  résulte 

Or  quand  2R  et  Y'  agirofat  simultanément,  l'ordonnée  y  du  point  B  sera 
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(n^  63)  y-^x'y  donc  si  le  point  B  est  rendu  fixe  par  un  appui  dont  Y' 
représente  la  réaction,  on  doit  avoir /'+j"=  o;  donc  enfin  Taddition 
des  deux  équations  précédentes,  membre  à  membre,  fournit  la  relation 


et  par  suite 
(9) 


iR/iV(6-«)4-|YV=o, 
^  ~  8 


Y'  étant  connue,  on  tirera  des  équations  (i)  et  (d). 
Y=-2R--Y', 

H=  — i/iRfl(8  — 6«4-/ïM  =  — 7wR«(a  — w)(4  — «). 
4   -  4 

Lorsqu*il  y  a  seulement  une  charge  uniformément  répartie  2pa,  on 
pourrait  trouver  ces  réactions  en  exprimant,  au  moyen  de  l'équation  (i) 
du  n°  42  intégrée  deux  fois,  que  l'ordonnée/  s'annule  au  point  B;  les 

calculs  seraient  même  assez  simples,  parce  que  -^  se  représenterait  par 

une  seule  fonction  de  x  dans  toute  l'étendue  de  la  pièce.  Mais  on  peut, 
plus  simplement  encore,  faire  usage  du  théorème  établi  au  n^  63.  Â  cet 
effet,  la  charge  ^pa  sera  décomposée  en  une  infinité  de  charges  élémen- 
taires padn,  n  étant  une  variable  comprise  entre  o  et  a;  chaque  charge 
padn  produirait  dans  les  appuis  des  réactions  infiniment  petites  expri- 
mées par 

dY'='-'^pan'(6-^n)dn, 

dY=-padn-dV, 

dii  =  — i;?«*n(8  — 6/i4-n')fi&î, 

o 

ainsi  qu'il  résulte  des  formules  qu'on  vient  d'établir.  En  vertu  du  théorème 
cité ,  pour  avoir  les  valeurs  de  Y,  Y',  f*  qui  répondent  à  la  charge  ^pa , 
il  faudrait  faire  la  somme  des  valeurs  que  prennent  ces  expressions  quand 
n  varie  par  degrés  insensibles  de  o  à  a.  On  aura  donc 


T=-^paJ\'{6-n)dn=^-^^pa, 
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Il  est  clair  qu'une  méthode  analogue  serait  applicable  si  les  charges 
étaient  distribuées  sur  la  pièce  suivant  une  loi  quelconque ,  continue 
ou  non, 

75.  Sidte  du  problème  de  la  poutre  encastrée  à  Vune  de  ses  ejctrémi* 
tes  et  appuyée  à  l'autre.  Figure  de  la  fibre  moyenne  déformée.  Moments 
de  flexion  et  efforts  tranchants,  —  Supposons  d'abord  que  la  force  îiR 
existe  seule,  concurremment  avec  les  réactions  qu'elle  engendre  au-des- 
sus des  appuis.  En  vertu  du  théorème  général  sur  la  superposition  des 
effets  des  forces  (n"*  63),  Tordonnée  y  en  un  point  quelconque  est  la 
sommé  algébrique  de  celles  qui  se  produiraient  si  les  forces  2R  et  T' 
agissaient  Tune  après  Tautre  sur  la  poutre,  celle-ci  étant  encastrée  au 
point  A  pendant  que  B  serait  censé  libre,  et  la  force  Y'  ayant  la  valeur  (9) 
ci-dessus  trouvée.  Or  l'effet  de  la  force  2R  est  déjà  connu;  il  s'exprime 
par  les  équations  (6)  et  (8),  dont  la  première  s'applique  entre  l'encas- 
trement et  le  point  où  agit  la  forcef,  la  seconde  s'appliquant  au  reste  de 
la  poutre.  Si  nous  prenons,  au  lieu  de  2R,  une  force  Y'  agissant  en  B,  il 
est  clair  que  son  effet  s'exprimera  par  l'équation  (6),  en  y  mettant  Y' au 
lieu  de  a  R  et  faisant  /t  =  a.  On  aurait  donc  sous  l'action  isolée  de  Y' 

.^r»j  =  Y'(«^^~^)=:-iR/i»(6-/i)^^^^-.^). 

Superposant  enfin  les  effets,  nous  trouverons  : 
Dans  la  partie  AC, 

.,.^'=2R(^-^~~j--(6-/.)R(^«x^-^j 
(10)       <  =~[6/ia.r=(/i'-.6«  +  8)-.a:^(/i^-6«^+i6)] 

Dans  la  partie  GB, 

(  er\Y  =  «»fl*R  U-\  nc^  -  y  (6  -  «)ft  U^'  -  Ç) 

I  =  E2!  [(6 -71)^:3 -6(6 -«)^a:' -h  48«'^—i6/î«^]. 


{'■)       .  R„^ 


Pour  avoir  la  flèche  maximum ,  on  doit  chercher  le  point  où  l'inclinai- 

dy 
son  ^  s'annule.  Or  on  a ,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  équations 
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précédentes, 

expressions  respectivement  applicables  aux  parties  AC  et  GB  de  la 
fibre  moyenne.  L'expression  (la)  devient  nulle  pour  a:  =  o  et  pour 

X  =  ^  .  y — -i  :  cette  valeur  fera  réellement  connaître  la  situation  du 
8  +  4  ^  —  'î 

point  où  la  tangente  à  la  courbe  est  horizontale  si  l'on  a 

84-4«-'^*  ' 

car  autrement  la  valeur  de  or  se  rapporterait  à  un  point  auquel  ne  s'ap- 
plique pas  Texpression  (12).  Or  l'inégalité  précédente  donne 

16  — 4«<  8  4-4^1  — 72% 

ou  bien 

8  — 8/i-f-«'<o, 

ou  encore 

(4--/2r-8<o, 

inégalité  qui  ne  saurait  être  satisfaite  par  des  valeurs  positives  de  n  com- 
prises entre  o  et  a ,  à  moins  de  poser 

4  —  «  <  ]/S,    ou  bien    n  >  1,172. 

Ainsi  la  plus  grande  flèche  produite  par  la  charge  isolée  2R  se  trouvera 
ou  ne  se  trouvera  pas  entre  l'encastrement  et  le  point  d'application  de  cette 
charge,  suivant  qu'on  aura  n  plus  grand  ou  plus  petit  que  1,172.  Si  w  est 
>  1,172,  la  flèche  maximum  s'obtiendra  en  faisant  dans  l'équation  (10) 

84-4,2  — /Z=«* 

Lorsque  n  sera  au-dessous  de  1,172,  ce  sera  dans  la  partie  CB  qu'on 
.  devra  chercher  la  flèche  maximum.  On  fera  donc  -f  =  o  dans  l'équa- 
tion (i3),  et  on  aura  pour  déterminer  l'abscisse  correspondante  à  ce 

maximum 

(6  — «)a:2— 4(6  — /2)«x  +  i6«'=o, 

d'où  l'on  tire 
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Dans  le  cas  particulier  où  la  charge  agirait  à  égale  distance  des  points 
d'appui ,  il  faudrait  faire  /i  =  i  ;  l'abscisse  déterminée  par  cette  relation 
serait 


^  =  2a^i-^y/ij  =  i,io6«; 


la  flèche  correspondante  donnée  par  Téquation  (u)  serait 

^^     Rg* 

Le  coefficient  Sy/S  est  compris  entre  ceux  qu'on  a  trouvés  (n°*  li  et  73) 
pour  le  cas  de  deux  appuis  simples  et  pour  le  cas  de  deux  encastrements. 
Considérons  maintenant  le  cas  de  la  répartition  uniforme  de  la  charge, 
dont  nous  désignerons  la  valeur  totale  par  ^pa^  p  étant  toujours  sa  valeur 
par  unité  de  longueur.  Alors  on  a  pour  Texpression  du  moment  fléchissant, 
dans  une  section  quelconque, 

ou ,  en  substituant  la  valeur  de  Y', 

(i4)  \ 

\  4 

On  en  conclut  par  l'intégration 


er' 


|'=i;,(a«'*-|«x'  +  |^). 


dr 
Pour  avoir  le  point  où  7  est  le  plus  grand ,  il  faut  faire  ~-  =  o,  ce  qui, 

à  part  la  solution  étrangère  ^  =  o,  donne  l'équation 
d'où 


x  =  flfi — 8")'^  i,i56a; 


le  signe  +  du  radical  doit  être  rejeté,  parce  qu'il  donnerait  ^>  2^.  La 

dr       ék  * 

flèche  maximum  se  calculera  en  intégrant  -^y  et  substituant  cettç  valeur 


dx' 
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de  X  dans  TexpressioD  de  y.  On  aura  ainsi 

La  valeur  de  /  est  comprise  aussi  entre  celles  qu'on  a  obtenues  précé- 
demment (n°*  71  et  73)  quand  on  avait  deux  appuis  simples  ou  deux  en- 
castrements aux  points  extrêmes. 

Afin  de  compléter  Tétude  du  problème  actuel,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
chercher  comment  varient  le  moment  fléchissant  et  l'effort  tranchant  pour 
chaque  section  de  la  poutre ,  lesquels  sont  nécessaires  dans  le  calcul  des 
pressions  et  tensions.  Le  moment  X  est  facile  à  obtenir,  car  on  connaît 
complètement,  dans  chaque  cas,  les  forces  qui  agissent  sur  la  poutre.  On 
voit  que  si  la  charge  isolée  2R  existe  seule,  ce  moment  sera  représenté 
par  deux  fonctions  du  premier  degré  en  .r,  applicables,  Tune  entre  Â  et  C, 
l'autre  entre  C  et  B  ;  de  telle  sorte  que  ses  trois  valeurs  limites  répon- 
dront àx  =  o,x  =  /wi,a7=aa,  et  seront  exprimées  respectivement 
par 

aR/ï«4-artY'     ou    7/1(4  — /t)(2  — /î)R«,  pour  le  point  A , 
4 

Y'/i(a  — «)     ou    — -«'{a  — n){6  — 7i)Ra,  pour  le  point  G, 

o 

zéro,  pour  le  point  B. 

Ainsi  ce  serait  en  A  ou  C  que  se  trouveraient  les  plus  grandes  pressions 
ou  tensions  longitudinales. 

Lorsqu'au  contraire  on  suppose  R  =  o  et  que  p  subsiste  seul,  on  a  déjà 
trouvé  la  valeur  du  moment  fléchissant,  qui  n*est  autre  que  le  second 
membre  de  l'équation  (i4)*  H  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-5/^(4«-aar)(ax-.a), 

sous  laquelle  on  reconnaît  qu'il  s'annule  pour  x  =  -  et  pour  x  =  aa,  et 

que  ses  limites  de  grandeur  absolue  répondent  àx  =  oouàx  =  — -, 

4 

cette  dernière  valeur  de  x  étant  celle  qui  rend  égaux  les  deux  facteurs 
4«r  —  2x  et  ax  —  a ,  dont  la  somme  est  constante.  Les  limites  du  moment 
fléchissant  S(ttit  donc 

-  ;?«',     répondant  à    x  =  o , 

*        -     Q  5 

^  —  57/?^',     répondant  à    x  =  -  a. 
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il  (l^  Y 

Ce  moment  est  d'ailleurs  positif  entre  ^  =  o  et  x  =  -  ;  par  suite  -^^  l'est 

aussi,  et  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  bas.  Dans  le  reste  de  la 

pièce,  le  fait  contraire  se  produit.  Entre  jc  =  o  et  ^  =  ->  ce  sont  donc 

les  fibres  du  dessus  qui  sont  tendues  et  celles  du  dessous  comprimées, 

tandis  que  Finverse  a  lieu  entre  a;  =  -  et  j:  =  2«. 

Dans  le  cas  mixte  où/?  et  R  existent  tous  les  deux,  le  moment  fléchis- 
sant est  exprimé  par  deux  fonctions  du  second  degré  en  x ,  aisées  à  trou- 
ver d'après  ce  qui  précède.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  les  discuter. 
Nous  donnerons  seulement  les  expressions  de  l'effort  tranchant,  qui  sont  : 

Entre  A  et  C> 

o  4 

Entre  C  et  B, 

o  4 

P  est  donc  toujours  une  fonction  du  premier  degré  en  x,  dont  les  valeurs 
limites  répondent  par  conséquent  aux  limites  de  x.  On  les  obtient  en  fai- 
sant x  =  o  el  x  =  na  dans  la  première  expression,  x  :=  na  et  x  =  o^a 
dans  la  seconde  ;  on  trouve  ainsi  les  valeurs 

I  5 

3R(— 164-6/?-  — «')  — 7/^«,  pour  l'effort  tranchant  en  A; 

»  4 

~R(-i64-6/?'-/?^)4-i/?«(4«-5),    , 

P  varie  uniformément  dans  chacune  des  deux  parties  AC  el  CB;  mais  il 
éprouve  en  C  un  changement  brusque,  par  suite  de  la  force  2  R  qu'il  faut 
cesser  d'y  faire  entrer  quand  on  a  dépassé  ce  point. 

§  II.  —  Pontres  droites  reposant  sur  pins  de  deux  âppnis  et 
chargées  perpendiculairement  à  la  fibre  moyenne. 

76.  Généralités  ;  position  de  la  question.  —  Les  poutres 
droites  reposant  sur  plus  de  deux  appuis  ont  été  asses;  fré- 


ici. 

en  C; 

ici. 

/V/.; 

id. 

en  B. 
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quemment  employées,  dans  ces  dernières  années,  pour  sup- 
porter des  ponts  à  plusieurs  travées  construits  sous  des  voies 
de  chemin  de  fer.  L'un  des  premiers  exemples  de  cette  espèce 
de  travaux  d'art  a  été,  en  France,  le  pont  sur  lequel  le  che- 
min de  fer  de  l'Ouest  traverse  la  Seine  à  Asnières  ;  puis  sont 
venus  les  ponts  de  Langon  sur  la  Garonne,  de  la  Quarantaine 
sur  la  Saône  à  Lyon,  et  beaucoup  d'autres  qu'il  serait  inutile 
d'énumérer  ici.  Les  calculs  préliminaires  qu'exige  la  vérifica- 
tion de  la  stabilité  ou  la  détermination  à  priori  des  dimen- 
sions d'une  telle  poutre  consistent,  comme  dans  le  cas  d'une 
seule  travée,  à  rechercher  :  i"  les  limites  extrêmes  entre  les- 
quelles varie  le  moment  fléchissant  d'une  section  quelconque, 
pris  soit  algébriquement,  soit  en  valeur  absolue,  quand  on 
fait  toutes  les  hypothèses  possibles  sur  la  distribution  des 
charges  ;  2°  la  limite  supérieure  qu'atteint  l'effort  tranchant 
pris  en  valeur  absolue.  L'utilité  pratique  de  ces  résultats 
ressortira  du  §  III,  où  l'on  verra  l'usage  qu'on  doit  en  faire. 

Indiquons  en  premier  lieu  les  hypothèses  particulières  qui 
servent  de  base  au  calcul.  La  poutre  est  soutenue  à  ses  deux 
extrémités  par  les  culées,  et,  dans  l'intervalle,  par  les  piles  ; 
les  appuis  ont  donc  une  certaine  longueur,  dans  la  direction 
parallèle  à  la  fibre  moyenne,  et  on  ne  peut  pas  rigoureusement 
regarder  chacun  d'eux  comme  équivalent  à  la  fixité  d'un  seul 
point  de  cette  fibre.  Néanmoins  on  admet  celte  hypothèse, 
qu'il  faut  considérer  comme  défavorable  à  la  résistance  ;  car 
les  supports  constituent  en  réalité  un  encastrement  partiel 
dont  on  néglige  l'effet,  et  l'on  a  déjà  vu  par  deux  exemples 
(n*»»  73  et  75)  les  bons  résultàts  produits  par  les  encastre- 
ments. 

Les  moments  fléchissants  X  et  efTorts  tranchants  P  qui  se 
produisent  âans  les  diverses  sections  transversales  sont  ordi- 
nairement déterminés  en  supposant  la  poutre  prismatique, 
c'est-à-dire  établie  avec  une  section  constante,  bien  qu'en 
fait  les  constructeurs  aient  cru  devoir  renforcer  certaines 
sections  plus  exposées  que  d'autres  à  la  rupture.  Voici  ce 
qu'on  peut  dire  pour  faire  comprendre  l'origine  de  ce  pro- 
cédé. Il  est  rationnel  de  fixer  les  dimensions  de  chaque 
section  de  manière  que  la  tension  maximum  par  unité  de 
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surface  y  soit  égale  à  une  limite  supérieure  déterminée  ;  car 
si  la  matière  de  la  poutre  résiste  convenablement  à  une  ten- 
sion ayant  cette  valeur,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  descendre 
au-dessous  dans  une  section  quelconque  ;  et,  en  ratleignant 
toujours,  on  économisera  le  volume  total  de  matière  à  mettre 
en  œuvre.  Dans  le  but  d'y  arriver,  on  conçoit  qu'on  emploie 
la  méthode  dite  de  fausse  position  ou  des  approximations 
successives  :  d'abord  on  suppose  constante  la  section  variable 
qu'on  se  propose  de  chercher,  et  on  calcule  en  conséquence 
les  X  et  P  ;  admettant  ensuite  ces  valeurs  de  X  et  P  comme 
étant  celles  qui  se  produiraient  réellement  dans  la  poutre  à 
construire,  on  calcule  les  dimensions  en  travers  de  manière  à 
obtenir  la  tension  limite  dans  toutes  les  sections.  Les  résultats 
de  cette  opération  devraient  être  considérés  conSme  simple- 
ment approximatifs,  et  pour  en  avoir  de  plus  exacts  on  de- 
vrait faire  de  nouveau  la  recherche  des  X  et  P,  en  attribuant 
à  chaque  section  les  dimensions  qu'on  aurait  ainsi  trouvées; 
puis  déduire  de  ces  nouvelles  valeurs  de  X  et  P  des  dimen- 
sions plus  ou  moins  différentes  des  premières,  au  moyen  des- 
quelles on  recommencerait  encore  un  essai  analogue,  jusqu'à 
ce  que  deux  essais  consécutifs  donnassent  à  peu  près  le  même 
résultat.  Mais  on  s'est  toujours  borné  jusqu'à  présent  au 
premier  essai  :  au  point  de  vue  théorique,  c'est  une  hardiesse 
difficile  à  justifier  complètement,  et  cependant  la  pratique  Ta 
consacrée,  puisque  beaucoup  de  ponts  construits  sur  les  don- 
nées qu'on  en  a  déduites  ont  convenablement  résisté  à  toutes 
les  épreuves. 

Enfin,  la  poutre  sera  soumise  à  des  forces  toutes  perpen- 
.  diculaires  à  la  fibre  moyenne  et  réductibles,  sur  une  portion 
quelconque  de  sa  longueur,  à  des  forces  situées  dans  un  plan 
déterminé  qui  contient  aussi  cette  fibre  t  pour  fiiter  les  idéeSi 
on  peut  supposer  la  fibre  moyenne  horizontale  et  les  forces 
verticales*  La  condition  nécessaire  de  la  déformation  dans  Un 
plan  sera  supposée  remplie  (n^  48 }.  Les  Charges  se  compose^ 
ront  ordinairement  *.  l°  d'un  poids  permanent  reparti  d'une 
manière  uniforme  sur  la  longueur  entière  de  la  poutre  ; 
A"  d'une  surcharge  accidentelle  ayant  également  une  réparti- 
tion uniforme  sur  les  travées  qu'elle  embrasse,  mais  ne  cou- 
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vrant  pas  toute  la  poutre,  et  pouvant  s'étendre  sur  un  nombre 
quelconque  de  travées  arbitrairement  choisies.  On  y  joindra 
parfois  des  poids  concentrés  en  certains  points,  dans  Tinler- 
valle  des  appuis. 

Après  avoir  ainsi  fait  connaître  les  données  el  hypothèses 
du  problème,  il  faudrait  naturellement  en  exposer  la  solution  : 
mais  cette  solution,  pour  être  complète,  exige  de  tels  déve- 
loppements, et  d'ailleurs  elle  a  dans  la  pratique  une  impor- 
tance telle,  que  nous  avons  cru  devoir  en  faire  Tobjçt  d'un 
ouvrage  à  part,  constituant  la  troisième  partie  de  notre  Cours 
de  Mécanique  appliquée  (*).  On  ne  dira  donc  rien  ici  ni  de  la 
recherche  des  moments  de  flexion,  ni  de  celle  des  efforts  tran- 
chants, qui,  au  fond,  n'est  pas  distincte  de  la  première  (n<*  70); 
on  traitera  seulement  quelques  problèmes  accessoires,  et  l'on 
renverra  le  lecteur,  pour  le  surplus,  au  traité  spécial  dont  il 
vient  d'être  question.  Il  sera  parfois  utile  d'y  prendre  diverses 
formules;  alors  nous  indiquerons  le  renvoi  en  mettant  le 
chiffre  romain  III  (qui  signifiera  troisième  partie)  à  la  suite 
du  numéro  désignant  le  passage  où  se  trouve  la  formule  citée  ; 
l'annotation  n''  1,  III,  par  exemple,  devra  se  lire  :  n''  1  de  la 
troisième  partie. 

Nous  admettrons  d'ailleurs  parmi  les  données  de  ces  pro- 
blèmes deux  conditions  nouvelles,  qui  viennent  encore  res- 
treindre la  généralité  des  hypothèses  ci-dessus  énoncées  : 
1"  tous  les  appuis,  en  nombre  /i-f-i,  et  désignés  par  les 
lettres 

Ao,    A|j    Aj, .  .  .  ,       A/n— 3,    Am— I)    Ani)    A/if+i,i..,       Ah-'I^    An» 

I 

devront  être  touchés  naturellement  par  la  poutre,  quand  celle- 
ci  étant  prise  dans  son  état  primitif,  sans  déformation  ni  ten- 
sion intérieure,  on  la  pose  de  manière  à  lui  en  faire  toucher 
deux  quelconques,  A»  el  A«  si  l'on  veut  ;  2°  les  travées  extrê* 
mes  A. A,  et  A„-.|A„  auront  une  même  longueur  6,  tandis  que 
toutes  les  travées  intermédiaires  auront  une  même  longueur  c 


(*)  Cet  oiivrapc  a  été  public  entre  la  première  et  la  «ecdnde  édition  de  la 
première  partie.  Au  fond  ce  devrait  en  être  simplement  un  chapitre,  et  nous  le 
supposerons^  en  conséquence,  connu  de  nos  lecteurs; 
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différente  en  général  de  b,  ce  qui  aura  pour  effet  de  consti- 
tuer la  symétrie  de  la  poutre  relativement  à  sa  section^  cen- 
trale. Enfin  voici  des  notations  qu'il  semble  bon  de  définir 
une  fois  pour  toutes;  nous  appelons: 

à  le  rapport  r  entre  les  longueurs  des  travées  intermédiaires 

et  de  rive  ; 
X«  moment  de  flexion  sur  Tappui  Am  ; 
Tm  réaction  de  cet  appui  ; 
M*,  N*  deux  nombres  tels,  que  si  a/r  désigne  un  nombre 

entier  on  ait  les  égalités 

q  un  nombre  dont  le  double  est  égal  au  nombre  n  des 
travées  diminué  de  deux  ; 

M 

h  le  quotient  :j^(*); 

p  le  poids  de  la  charge  permanente  sur  chaque  unité  de 
longueur. 

Il  est  à  peine  besoin  de  remarquer  que  les  moments  extrê- 
mes Xo,  Xn  sont  toujours  nuls  :  en  effet,  si  Ton  se  place  dans 
la  dernière  travée  infiniment  près  de  A„,  la  seule  force  pro- 
duisant un  moment  de  flexion  sera  la  réaction  T„de  cet  appui; 
or  ce  moment  tend  v^rs  zéro  en  même  temps  que  le  bras  de 
levier^  et  devient  par  conséquent  nul  au-dessus  du  point  An 
lui-même.  Le  même  raisonnement  s'applique  évidemment'à , 
Tautre  bout  de  la  poutre. 

77.  Réactions  des  appuis  d'une  poutre  à  section  constante, 
chargée  uniformément.  —  On  a  démontré  (n*»  7,  III)  que  si. 


(*)  Lorsque  l'indice  A  varie,  les  valeurs  de  M^  et  de  N,^  cotistituent  deux  sé- 
ries numériques  dont  chaque  terme  est  défini  par  son  indice.  On  a  étudié 
(n^*  32,  III)  le  mode  de  formation  de  ces  séries  et  leurs  propriétés;  on  a  étudié 

aussi  (no  33,  III)  les  quotients  — i  ou  //. 
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deux  travées  consécutives  de  longueurs  a  et  ^  supportent 
des  poids  uniformément  répartis,  la  réaction  de  leur  appui 
commun  surpasse  algébriquement  la  demi-somme  de  ces 
poids,  d'une  quantité  exprimée  par 


w  -v-^(i-i) 


en  nommant  Xi,  X,,  X,  les  moments  au-dessus  des  points 
d'appui  qui  limitent  les  deux  travées.  Cette  formule  ne  peut 
s'appliquer  qu'aux  appuis  placés  entre  deux  travées  consé- 
cutivesy  et  Fon  a  omis,  dans  le  passage  cité,  de  considérer  le 
cas  d'un  appui  extrême  :  mais  un  raisonnement  tout  à  fait 
analogue  établit   que  la  réaction  d'une  culée  comprend  le 

X 

demi-poids  de  la  travée  adjacente,  diminué  de  —  >  en  nom- 
mant Xi  le  moment  de  flexion  sur  la  première  pile  et  a  la 
longueur  de  la  travée  de  rive.  D'un  autre  côté,  le  moment  X» 
sur  un  appui  quelconque  A«,  lorsque  la  charge  permanente 
agit  seule  et  que  la  poutre  n'a  pas  moins  de  trois  travées, 
s'exprime  par  la  formule  générale  (n''  35,  III) 

sauf  l'exception  X«  =  X«^=o.  On  a  ainsi  tous  les  éléments 
nécessaires  pour  procéder  aux  calculs  des  réactions,  sous 
l'action  d'une  charge  uniforme. 

Pour  les  deux  premiers  ou  les  deux  derniers  appuis,  on 
posera 

I»     3*  ÉDIT.  12 
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En  discutant  (n*»  36,  III)  la  valeur  de  X„  on  a  reconnu  qu'on 
avait  identiquement 


è'-+ 


eu  égard  à  cette  relation  et  à  des  réductions  qui  se  présentent 
naturellement,  les  valeurs  de  T»  et  de  T,  deviennent 

,3,  ■T.  =  T.  =  i^[.-^-,^^J, 

Pour  tous  les  appuis  suivants,  jusqu'au  milieu  de  la  poutre 
(et  il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  en  raison  de  la  symétrie), 
les  travées  adjacentes  ont  une  même  longueur  6â:  la  réaction 
T;„  ou  Tn^m  serait  donc,  d'après  la  formule  (i)  ci-dessus, 

T«  =  T^  =  />6a-i-^(2X«--X^,^X„+,), 

ou  bien,  en  remplaçant  les  trois  moments  par  leurs  valeurs 
tirées  de  la  formule  (  2  ),        * 

Or  on  a  généralement,  k  étant  un  indice  quelconque  (n'^SS,  III), 

MA  +  4M*4.,-f-M*+,  =  o, 
d'où  résulte 

donc  aussi 

,5,  I.  =  T„  =  ^.(.*^.|^), 

formule  applicable  à  un  indice  m  variable  de  2  à  n  —  2  inclu- 
sivement. 
En  raison  de  la  restriction  faite  à  propos  de  la  formule  (2), 
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le  cas  de  la  poutre  à  deux  travées  égales  n'est  pas  compris 
dans  ce  qui  précède,  mais  il  peut  se  traiter  bien  simplement 
au  moyen  d'un  théorème  du  n"  71.  Supposons  pour  un  in- 
stant Tappui  central  Ai  supprimé,  de  manière  à  n'avoir  qu'une 
travée  de  longueur  tib,  chargée  uniformément  du  poids  total 

^pb  :  alors  il  se  produit  au  milieu  Ai  une  certaine  flèche,  et 

5 
nous  savons  qu'un  poids  ^•^pb  concentré  au  même  point  A, 

donnerait  lieu  à  une  flèche  identique.  Donc  une  force  égale, 
mais  prise  dans  le  sens  ascendant,  la  détruirait.  t3r  Tappui 
supprimé  avait  aussi  pour  effet  d'anéantir  la  flèche  en  A,; 
donc,  en  le  rétablissant,  il  devra  exercer  une  force  ascendante 

5 
égale  à  g-2/?ft,  car  autrement  le  point  Ai  de  la  fibre  moyenne 

s'élèverait  ou  s'abaisserait,  suivant  que  la  réaction  serait  plus 

5 
grande  ou  plus  petite.  Ainsi  les  -^  de  Ja  charge  complète  portent 

3 
sur  l'appui  central,  et  les  g  restants  se  partagent  également 

3  3 

entre  les  deux  culées;  chacune  porte  -^•2/>6  ou  -^pb. 

Ce  résultat  rentre  encore  dans  la  théorie  faite  au  n°  74.,  La 
fibre  moyenne  devant  en  effet,  pour  cause  de  symétrie,  con- 
server une  direction  invariable  en  son  milieu,  chaque  travée 
peut  être  considérée  comme  une  poutre  appuyée  par  un  bout 
et  encastrée  par  l'autre. 

Quoique  les  formules  (3),  (4;  et  (5)  présentent  déjà  une 
assez  grande  simplicité,  on  les  transforme  avantageusement 
dans  le  cas  des  travées  égales.  Il  faut  alors  faire  5  =  1,  ce  qui 
donne 

I    .  r  i-f-A     1       I    ,5  +  3^ 

^    L        2(3-f-2A)J       2^    3-+-2A 


■=•'"=    ''hî!^^T^)]- 


D'abord,  il  est  aisé  de  constater  que,  dans  l'hypothèse  m  :=  r , 

12. 
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la  dernière  de  ces  trois  relations  donne  le  résultat  de  la  se- 

M 

conde,  puisque  h  désigne  le  quotient  ~^;  la  seconde  formule 

devient  donc  superflue,  et  il  suffit  d'en  avoir  deux,  savoir  : 
une  pour  les  culées  et  l'autre  pour  les  diverses  piles.  Afin  de 
es  écrire  le  plus  simplement  possible  >  nous  remarquerons 
qu'on  a  (n»  32,  III) 

par  suite,  si  l'on  nomme  /  le  radical  imaginaire  i/ 9  on 

posera  identiquement 

N,(3  +  ih)  =  3Ny  +  2M,  =  -  (3N,N,  -+-  M^M.), 
N,(5  +  3 A)  =  5N,  +  3M,=  ~  I  (N.Ma.  +  M-N^ V 

et,  en  vertu  des  formules  qui  font  connaître  VLt+i  et  Nt^ 
(n«32,  III), 

N,(3h-2A)  =  -M^., 
N,(5  +  3A)  =  -JN,+|. 

Ces  derniers  résultats  portés  dans  les  valeurs  de  T,  et  de  T« 
donnent  définitivement 

N,+» 
(6)  T.=T.     =j^pb. 


(7) 


^-  =  ^-=(-^)^*' 


formules  applicables  aux  poutres  à  travées  égales,  la  première 
devant  être  employée  pour  les  culées  et  l'autre  pour  les  piles. 
Afin  de  pouvoir  appliquer  les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  et 
(  7  ),  H  est  nécessaire  d'avoir  à  sa  disposition  les  nombres  M, 
N,  h  qui  répondent  à  une  valeur  déterminée  de  l'indice.  Ces 
nombres  sont  donnés  au  commencement  du  chapitre  deuxième 
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(troisième  partie  du  Cours);  en  voici  quelques-uns  : 


/>•••> 


A-   =0,       I,       2,        3,         4,         5,  6,  7, 

M4=i,  — 2,  7,  — 26,  97,  — 362,  i35i,  — 5042,..., 
N*  =  o,    —I,    4>    —  i5,    56,    —209,      780,    —2911,..,. 

2A-    =1,       3,       5,         7,         9,  II,  i3,..., 

jM*  =  i,     —5,     19,     —71,    265,     —989,    3691,..., 

--N|z=:i,     —3,     II,     —-4'»     '53,     —571,    2i3i,.... 

n  =  3,     4>     5,     6,       7,       8,       9,       10,       II,       12,.... 
,       r       2       5       7       19       26       71       97       265       362 
I        I       3       4       'I        i5       4^       ^^       '^^       ^^9 

La  lettre  i  représente,  comme  on  i'a  dit  plus  haut,  le  radical 
imaginaire  i/ :  cela  n'introduit  pas,  du  reste,  d'imagi- 
naires dans  les  formules,  car  ce  radical  disparaît  toujours,  soit 
qu'il  existe  comme  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dé- 
nominateur d'une  fraction,  soit  que,  se  trouvant  élevé  au  carré. 

il  doive  se  remplacer  par  le  nombre  réel «Le  nombre  k 

étant  déterminé,  d'après  sa  définition  par  le  nombre  q,  l'est 
aussi  par  le  nombre  n  des  travées,  égal  à  2g  h-  2:  c'est  pour 
cela  que  le  tableau  précédent  donne  les  valeurs  de  h  pour 
chaque  nombre  n. 

Voici  maintenant  un  tableau  déduit  des  formules  (6)  et  (7), 
qui  fera  connaître  de  suite  les  réactions  dues  à  la  charge  per- 
manente, dans  les  poutres  à  travées  égales.  On  y  a  fait  figurer 
la  poutre  à  deux  travées,  bien  que  les  mêmes  formules  ne 
s'appliquent  pas;  d'ailleurs  on  n'y  a  indiqué  les  réactions  que 
jusqu'au  milieu  de  la  poutre,  les  mêmes  résultats  devant  se 
reproduire  symétriquement  sur  la  seconde  moitié. 
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Tableau  indiquant  les  réactions  det  appuif  d'une  poutre  à  travées 
égales,  chargée  uniformément. 


NOMBRE 

n 

RAPPORT  AU  POIDS  pb  d'DNE  TRAVÉE,  DE  LA  RÉACTION  SUR  LES 

des 

travées. 

culée. 

l'«pile. 

2«  pile. 

3«  pile. 

4«  pile. 

5'  pile. 

6«  pile. 

7«pUe. 

3 

5 

2 

8 

4 

ff 

// 

ti 

Il 

w 

// 

3 

3 

5 

"ïô 

n 

n 

ti  ' 

n 

n 

II 

k 

II 

8 

i3 

4 

28 
i5 

7 
43 

14 
37 

ti 

ti 

n 

II 

II 

5 

38 

38 

38 

II 

n 

II 

II 

II 

41 

59 

25 

53 

1 

6 

104 

28 

52 

161 

26 

137 

53 

143 

ir 

II 

7 

V 

142 

142 

i4a 

ti 

II 

II 

i53 

IIO 

187 

98 

193 

II 

II 

II 

388 

97 

194 

97 

»94 

209 

601 

5ii 

107 

529 

9 

53o 

53o 

53o 

736 

53o 

ff 

HT 

19 

57. 
1448 

821 

724 

349 
362 

S 

36i 
36^ 

725 
724 

'n 

II 

11 

390 

2243 

«907 

«997 

"973 

«979 

989 

'97» 

1978 

'978 

1978 

1978 

12 

00 

2l3l 

i532 

2605 

i364 

2695 

i352 

2701 

5404 

i35i 

2702 

i35i 

2702 

i35i 

2702 

0,3945 

1,1 340 

0,9641 

1,0096 

0,9974 

1,0007 

0,9998 

1,0000 

Ce  tableau  peut  servir,  quel  que  soil  le  nombre  des  travées. 
On  remarque  en  effet  que  les  résultats  pour  /i=  12  diffèrent 
déjà  très-peu  de  leurs  limites  relatives  à  /i  =  oo  ;  on  pourra 
donc  admettre  à  fortiori  que  ces  limites  sont  atteintes  pour 
les  poutres  ayant  treize  travées  ou  un  plus  grand  nombre.  Le 
rapport  à  pb^  de  la  réaction  sur  une  culée  et  les  six  piles  qui 
viennent  à  la  suite,  sera  pris  égal  respectivement  à  chacun  des 
nombres  inscrits  en  regard  de  /n=:  oo  ;  pour  le  surplus  des 
piles,  dans  la  partie  centrale  de  la  poutre,  ce  rapport  serait  à 
très-peu  près  l'unité. 


Digitized  by 


Google 


PROBLÈMES   DIVERS  CONCERNANT  LES   POUTRES  DROITES.        l83 

Lorsqu'on  veut  calculer  les  nombres  du  tableau,  relatifs  au 
cas  de  n  infini,  on  a  besoin  de  voir  ce  que  deviennent,  dans 

celle  hypothèse,  les  rapports  -^-z — ?  et  — |p On  y  parvient 

sans  peine  en  observant,  comme  on  Ta  fait  ailleurs  (n"  36,  III), 
qu'on  a,  pour  un  indice  k  infini  positif, 

M,=.i(-.-^)»,    N,  =  -î^(-.-v/3)»: 
il  en  résulte  immédiatement 


?^»3.(^2~v'3)-":-(~2  +  v/3r- 


Donc  enfin 


\\mT,^^{i^s[l)pb, 


limT„^ri-i(~2  +  s/3)"Jj!>6. 

78.  Déformation  d'une  poutre  à  section  constante  chargée 
uniformément. —-ConsiAévons  une  travée  de  rang  quelconque 
limitée  aux  appuis  Am-i,  A«,  et  chargée  uniformément  à  raison 
d'un  poids  p  sur  chaque  unité  de  longueur;  si  l'on  nomme  a 
la  longueur  de  la  travée  et  qu'on  place  l'origine  des  abscisses  x 
en  Aot_,,  on  sait  (n*»  1,  III)  que  le  moment  fléchissant  X  en 
un  point  quelconque  de  la  travée  s'exprime  par  la  formule 

Xz=  X«-.t  H-  (X«  — X«-,) px{a—  x). 

Ainsi  réqualion  fondamentale  (i)  du  n**  42  devient  ici 

er^  -r^  =:  \m-i  -4-  (X;„  —  X;;^-, ) px{a  —  x), 

l'axe  des  y  étant  pris  parallèle  aux  charges  et  dans  le  même 
sens.  Une  double  intégration  de  l'équation  précédente  donne 
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successivement,  en  désignant  par  K  et  K'  deux  constantes. 

On  détermine  les  constantes  par  la  condition  d'avoir  y  =  o 
pour  07  r=  o  et  pour  x:=za\  donc 


et,  par  suite, 

—  —  ^«.1 1  ce*  —  u^    j  —  ^ — 


er>j  =  -ix«-,(«:c-a:*)-^(X„-X«^0(«'^-^) 


(8)    . 

•4-  -^  pia^x  —  aor'-f-arM. 
24 '^  ' 

L'équation  -^  =  0,  qu'on  aurait  à  résoudre  pour  trouver  les 

maxima  ou  minima  de  7,  étant  du  troisième  degré  en  x,  il 
n'est  pas  possible  d'exprimer  algébriquement  ces  maxima  et 
minima  d'une  manière  satisfaisante.  Dans  la  pratique,  on  sui- 
vrait les  variations  de  x  ^^  substituant  à  la  place  de  x,  dans 
l'équation  (8),  une  série  de  valeurs  suffisamment  rapprochées. 
Voici  les  résultats  qui  répondent  aux  abscisses  des  points  de 
division  de  la  travée  en  dix  parties  égales  : 

x=:Oy     xz=za J=o; 

^==0,1  a. . .  24er^j^— «^(ojOgBipa'  — o,684X««,-— o,396X«), 

;r=D,2a. ..  24er^j=flr'(o,i856/?a'— i,i52X«_i  —  o,768Xm), 

xz=zOyZa, . .  24^r^7=«'(o,254i/?û'— ï,4^8X«_,  — ijOgaXm), 

a;  =  o,4«. . .  24er'7:=:a*(o,2976pa'—  i,536Xm_i—  i,344X«), 

;r=o,5a. . .  24er*j=a»(o,3f25/?a^— i,5ooXm-i — i,5ooX«), 

j;r=:o,6fl. . .  24er*7  =  a^(o,2976pa»— 1,344 X«_,  — 1,536 X«), 

^=ro,7a. ..  24^r*7=  a' (0,2541 /?a' —  i,o92Xn,_i — i,4a8X«), 

;r=io,8a...  24er'j=ia'(o,i856pa^— o,768X»-,-— ijiSaXm), 

x-=io,i^a. . .  24er*j=ra*(o,o98i/?a»— o,396X„_.,  — o,684X«). 
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On  remarque,  dans  ces  équations,  que  les  coefficients  de  p 
pour  deux  points  placés  à  égale  distance  du  milieu  sont  iden- 
tiques, et  que  les  coefficients  de  X«_i  et  de  X«  se  permutent 
l'un  avec  l'autre.  Cela  pouvait  se  prévoir  sans  calcul,  car  lors- 

que,  dans  l'expression  -v^  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ, 

op  remplace  x  par  a  — ^,  le  terme  en  p  ne  change  pas,  tandis 
que  \m-t  se  substitue  à  X^,  et  réciproquement.  Une  autre 
raison  équivalente,  c'est  que  les  abscisses  pourraient  être 
comptées  aussi  bien  à  partir  de  A*  que.  de  Ai»_„  ce  qui, 
dans  les  calculs,  n'aurait  d'autre  effet  que  de  permuter  X« 
avec  X.,-». 

L'ordre  de  grandeur  des  diverses  ordonnées  que  nous  ve- 
nons de  calculer  dépend  des  valeurs  que  prennent  les  mo- 
ments X„-.„  X«,  et  Ton  ne  peut  pas  le  fixer  sans  y  avoir  égard. 
Toutefois,  comme  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  des 
détails  trop  minutieux  sur  une  question  dont  l'intérêt  pra- 
tique est  au  fond  assez  médiocre,  nous  nous  bornerons  à 
étudier  la  flèche  qui  se  produit  au  milieu  de  la  travée.  Si  nous 
la  désignons  par/»,  son  équation  sera 

fm=  -7 — -(Oy3ii5pa^—  i,5ooX«-.,  —  i,5ooX„,) 

ou  bien  encore 

Dans  la  première  travée  .A. Ai,  on  doit  faire  m  =  i,  «  =  6, 
Xi„«,  =  X.  =  o,  et  (n»  35,  III),  si  le  nombre  n  des  travées  dé- 
passe 2, 

X,  =  X.  =  ^/,i'j^-p^; 

il  vient  alors 

^'^^  •^•=^384^'       3ÔH-2A 

Dans  toutes  les  autres  travées,  il  faut  supposer  l'ouverture 
a  =  bS=:c,eide  plus  (n*»  37,  III)  on  peut  faire  ( n  étant  tou- 
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jours  censé  supérieur  à  2  ) 

pc'       "~6         6ô»N,(3â4-2A)  ' 
par  ces  changements,  la  formule  (9)  devient 

(II)  >-384«r»L'  â»N,(3ô-f-aA)      J' 

Si  l'on  prend  le  cas  particulier  d'une  poutre  à  travées  égales, 
on  a  ô  =  I,  et  les  formules  (10)  et  (i  i)  deviennent 

/._     pf>'     9-<-4^_    pf>'     /,  3^    \ 

•^'  ""  384 er'"  3  -+-  2/j  ~  384e/»  \,         3  +  2/1^  ' 

•'■  "3846^1.'      IM,(3-f-2A)J* 

Or  A  représente,  par  définition,  le  quotient  t^t  (n»  76),  et  l'on 
a  trouvé  (n**  77)  Tégalilé 

donc  aussi 

Les  deux  dernières  formules,  aussi  bien  que  celles  dont  on 

les  a  déduites,  s'appliquent  seulement  aux  poutres  qui  ont 

plus  de  deux  travées;  pour  en  faciliter  le  calcul  numérique, 

nous  donnons  ci-dessous  un  tableau  des  multiplicateurs  de  la 

pb* 
quantité  -^^ — 5»  laquelle  exprime  (n°  73)  la  flèche  prise  par 

la  travée  quand  on  la  suppose  encastrée  aux  deux  bouts. 
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Tableau  pour  le  oaloul  des  llèohes  au  milieu  des  travées  d^une  poutre  à 
section  constante  et  à  travées  égaies  ^  sous  l'action  de  la  charge  per- 


NOMBRE 

RAPPORTS  A   ^ ^9   DES  FLÈCHES 

% 

des 
travées. 

/. 

Â 

/a 

/.  ' 

/s 

Â 

/, 

i3 

I 

3 

5 
'7 

5 
5 

II 

II 

// 

II 

II 

4 

7 
47 

7 
II 

II 

23 

n 

II 

II 

II 

5 

21 

>9 

32 

8 

19 
14 

n 

II 

II 

II 

6 

i3 

i3 

i3 

II 

II 

II 

n 

7 

121 

43 

79 

Ë2 

1/ 

II 

n 

7»   . 

7» 

7» 

7' 

8 

a39 

55 

107 

95 

ff 

n 

97 

97 

97 

97 

9 

653 

161 

293 

257 

269 

^65 

^65 

265 

365 

^ 

"  // 

10 

446 

no 

200 

^ 

182 

II 

If 

181 

181 

181 

181 

181 

11 

2437 

601 

1093 

96. 

997 

985 

II 

989 

9«9 

9^9 

989 

989 

989 

12 

3329 

821 

1493 

i3i3 

i36i 

'349 

II 

i35i 

i35i 

i35i 

i35i 

i35i 

i35i 

OQ 

2,464i 

0,6077 

i,io5i 

0,9718 

I ,0075 

0,9980 

i,ooo5 

La  poutre  à  deux  travées  égales  n'est  pas  comprise  dans  ce 
tableau;  mais,  ainsi  qu'on  Ta  déjà  fait  observer  (n° 77),  chaque 
travée  se  comporte,  sous  la  charge  permanente,  de  la  même 
manière  qu'une  pièce  encastrée  par  un  bout  et  simplement 
appuyée  à  l'autre.  On  calculera  donc  les  déformations  comme 
il  est  dit  au  n°  75. 

En  vertu  d'une  remarque  déjà  faite  (n°77)  à  propos  des 

,  réactions  des  appuis,  le  même  tableau  pourra  servir  quel  que 

soit  le  nombre  des  travées,  quand  même  il  dépasserait  12. 

Dans  les  sept  premières  travées  à  partir  d'une  extrémité,  on 
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prendrait  les  valeurs  de/«  relatives  à  l'hypothèse  d'un  nombre 
infini  deiravées;  dans  celles  qui  seraient  plus  rapprochées  du 

centre,  on  pourrait  supposer  uniformément /m  égal  à^^^^^* 

Le  procédé  indiqué  au  n«  77  s'applique  de  même  pour  avoir 
les  nombres  inscrits  en  regard  de  »  =  oo  .  On  a  dans  ce  cas 

lim  ^^  =  '- r  =  M..1  -  N«-i  v/3, 

valeurs  à  substituer  dans  les  formules  (12)  et  (i3). 

Nous  terminerons  en  rappelant  expressément  que  tous  les 
calculs  des  n*»*  77  et  78  supposent  constante  la  section  trans- 
versale de  la  poutre,  tandis  que,  dans  la  pratique,  on  adopte 
le  plus  souvent  une  section  variable.  Cela  jetterait  quelque 
incertitude  sur  les  résultats  que  nous  avons  obtenus;  notam- 
ment, en  ce  qui  concerne  l'évaluation  des  flèches,  on  serait 
embarrassé  pour  sayoir  le  moment  d'inflexibilité  moyen  qu'on 
devrait  mettre  à  la  place  de  er^  dans  les  formules. 

79.  Du  rapport  le  plus  convenable  entre  Vouverture  des  travées  de  la 
rive  et  celle  de  la  travée  centrale,  dans  une  poutre  reposant  sur  quatre 
appuis.  —  Considérons  une  poutre  supportée  par  quatre  appuis  A^ ,  A, , 
Aj ,  A3 ,  symétriquement  disposés  par  rapport  à  son  milieu  :  nous  aurons 
ainsi  deux  travées  extrêmes  avec  une  même  ouverture  b ,  et  une  travée 
centrale  d'ouverture  c,  La  poutre  est  soumise  à  la  charge  permanente  et 
aux  surcharges  définies  plus  haut  (  n""  76)  ;  sa  longueur  totale  %b-^c  étant 
de  plus  supposée  constante,  il  s'agit  de  déterminer  la  valeur  la  plus  con- 

venable  du  rapport  t  =  ^. 

Or  on  peut  pour  cela  s'imposer  diverses  conditions  à  remplir.  D'après 
ce  qu'on  a  dit  au  n*"  21  sur  le  peu  d'influence  qu'ont  en  général  les  efforts 
tranchants,  on  peut  d'abord  demander  que  le  maximum  de  tension  ou 
pression  dans  le  sens  longitudinal  soit  le  plus  petit  possible^  toutes  choses 
égales  d'ailleurs.  Ce  maximum  est  proportionnel  à  celui  du  moment  flé- 
chissant (n^'âl),  et  par  conséquent  c'est  cette  dernière  quantité  qu'il 

faudrait  diminuer  autant  que  possible  par  le  choix  du  rapport  r  ou  d. 
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Déterminons  donc  le  plus  grand  moment  fléchissant  produit  par  la  charge 
permanente  ou  les  surcharges,  et  voyons  comment  il  varie  avec  9. 

Si  l'on  a  seulement  la  charge  uniforme  de  p  kilogrammes  par  unité  de 
longueur  sur  toute  la  poutre ,  le  moment  X  en  un  point  quelconque  se 
calcule  par  les  formules  données  dans  la  troisième  partie  (n^  35  et  37, 

in).  On  trouve,  en  faisant  «  =  3,^  =  ->A=i, 


(0                      ^.-^.-i/^3^W 

et  par  suite. 

Dans  la  première  travée  : 

/XV        V^       I         /2L          X              i,3-i-6<î— ^* 
(2)     X-X.^      -pj:(b     X)-       -pbx      3^_^^      - 

i-ZP^i 

Dans  la  seconde  travée  : 

(3^      X=X.--i»:(bS-x)=li>l>'i^àLL-LiJ,9x' 

4-i«r'. 

L'origine  des  abscisses  est  en  A,  dans  la  première  travée,  et  en  A,  dans 
la  seconde. 
L'expression  (2)  a  pour  dérivée 

quantité  négative,  nulle  ou  positivé,  suivant  que  Ton  prend  x  inférieur, 
égal  ou  supérieur  à  l'abscisse  particulière 

„      1,3  4-6^--?^ 

donc  le  moment  X  dans  une  travée  de  rive,  nul  d'abord  sur  la  culée, 
commence  par  être  décroissant  algébriquement  (c'est-à-dire  qu'il  est  né- 
gatif et  augmente  en  valeur  absolue)  jusqu'à  or  =  Ç;  il  atteint  alors  une 
limite  —  f* ,  et  l'on  a 

{<)      ^^^i^^^^rr^ ^P^'^^Zif^y     3^4-2     }' 

Au  delà  de  ^  =  S  jusqu'à  x=  nlAe  moment  varie  de  —  /a  à  zéro,  puis 
il  augmente  de  zéro  à  X^  ;  ses  valeurs  extrêmes,  abstraction  faite  du  signe, 
sont  doue  X,  et  p.  Quant  à  l'expression  (3),  on  pourrait  la  représenter 
par  les  ordonnées  d'une  parabole  à  axe  vertical  ayant  son  sommet  sur 
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Tordonnée  du  milieu  de  la  travée;  ses  valeurs  extrêmes  répondront  donc 
à  j:  =  o,  qui  donne  X  =  Xj ,  et  à  ^  =  - ^<J,  qui  donne  un  moment  —  pt' 
ayant  pour  grandeur  absolue 


Ce  dernier  moment  —  p'  est  négatif  avec  les  valeurs  habituelles  de  ^,  et 
c'est  pour  cela  que  nous  l'avons  écrit  en  changeant  son  signe. 

Le  maximum  absolu  du  moment  fléchissant  dû  à  la  charge  permanente, 
dans  la  demi-poutre  (et  par  conséquent  dans  la  poutre  entière,  puisqu'il 
y  a  symétrie),  sera  l'une  des  trois  valeurs  X^ ,  p,  p',  toujours  prises 
avec  le  signe  +.  Afin  d'exprimer  ces  quantités  en  fonction  de  la  seule 
variable  S^  soit  2L  la  longueur  totale  de  la  pièce;  on  aura 

2^  +  ^(î=  b(i-h^), 


d'où  résulte 


aL: 


b  = 


2L 


Par  la  substitution  de  cette  valeur,  les  formules  (i),  (4)  et  (5)  devien- 
dront 


(7) 

(8) 


=  î^^'[ 


■  6S-S' 


(a-f-*){35-+-a) 


Voici  le  tableau  des  résultats  que  donnent  diverses  snbstitutUms  de 
nombres  à  la  place  de  S  dans  ces  dernières  formules. 


MAXIMUM 

VALEURS  DE  f. 

pu 

,4- 

absolu 

A         X 

0,70 

0,04493 

o,o479G 

-^o,oii33 

0,04796 

0,80 

o,o4383 

0,04374 

— o,oo3oi 

0, 04383 

0,90 

0,04374 

0,03959 

0,00441 

0,04374 

1,00 

0,04444 

o,o3556 

0,01111 

0,04444 

1,10 

0,04577 

o,o3i66 

0,01719 

0,04577 

r,20 

0,04757 

0,02794 

0,02274 

6,04757 

i,î5 

0, 0486a 

0,0261 5 

0,02534 

0,0486a 

1,3a 

0,04976 

o,o)44o 

0,02784 

0,04976 
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On  voit  par  ce  tobleaa  :  i""  que  ft'  est  toujours  inférieur  en  valeur  ab> 
solue  à  l'un  des  autres  moments  /a  et  X, ,  tant  que  ê  varie  de  0,7  à  i,3  ; 
a**  que  p  est  supérieur  à  X,  seulement  pour  *  <  0,8  ;  3**  que  X, ,  décrois- 
sant encore  au  delà  de  ^  =  0,8 ,  la  valeur  de  1^  à  laquelle  répondra  le  plus 
petit  maximum  absolu  du  moment  fléchissant  sera  celle  qui  rendra  X^  mi- 
nimum. 

Pour  la  trouver,  on  posera  l'équation 

^X, 

ou  bien 

35^(a-4-(î)'(3d^4-2)-(^'+i)[3(2-+-^)'-4-2(24-^)(3^  +  2)]-o, 

ou  encore,  en  supprimant  le  facteur  2  +  ^  et  réduisant, 

i45'-f-  i2(î'  —  9^  —  10  =  o. 

Cette  équation  se  résout  par  tâtonnement;  elle  n'a  qu'une  racine  positive 

5  =  0,859, 
qui  est  le  nombre  cherché. 

Ainsi  donc,  si  la  poutre  ne  devait  jamais  être  soumise  qu'à  une  charge 
uniforme  sur  toute  sa  longueur,  et  si  l'on  avait  seulement  en  vue  de  di- 
minuer autant  que  possible  la  plus  grande  tension  ou  pression  longitudi- 
nale de  la  matière,  il  faudrait  donner  moins  d'ouverture  à  la  travée  cen- 
trale qu'aux  travées  de  rive  et  prendre  pour  le  rapport  $  la  valeur  0,859. 
Comparativement  à  ce  qui  a  lieu  pour  5  =  i ,  l'avantage  ne  serait  pas 
d'ailleurs  bien  grand  ,  car  le  maximum  absolu  du  moment  X,  égal 
à  o,o4444/?L'  pour  $  =  i,  s'abaisserait  seulement  à  o,o4367/?L'  pour 
5  =  0,859;  on  aurait  donc  une  diminution  relative  de  1,75  pour  100 
environ. 

La  considération  des  surcharges  peut  conduire  à  modifier  ce  rapport 
de  0,859.  Supposons  une  surchai^e  p'  par  unité  dé  longueur,  agissant, 
abstraction  faite  de  la  charge  permanente,  sur  une,  deux  ou  trois  travées 
choisies  comme  on  le  voudra.  Il  se  produit  alors,  dans  chaque  section  de 
la  poutre,  divers  moments  fléchissants,  dont  le  plus  grand  en  valeur  ab- 
solue peut  se  représenter  par  l'ordonnée  d'une  courbe.  Nous  avons  des- 
siné ces  courbes  pour  une  moitié  de<la  poutre  (ce  qui  suffit,  à  eaiise  de 
la  symétrie)  en  attribuant  à  9  les  huit  valeurs  inscrites  dans  le  tableau 
précédent  :  ce  sont  les  polygones  nûxtiligiiea  tracés  au-dessus  de  l'àxe  01 
des  abeciaseSy  dans  les  figures  numérotées  de  11  à  18  et  composant  les 
planches  h  U,  III  de  l'Atlas  joint  à  la  troisième  pairtie  du  Cours.  Llnspeo- 
tion  de  ces  figures  montre  que  le  plus  gnmd  moment  se  produit  toujours 
au-dessus  de  la  pile^  et  l'on  sait  (n*"  26,  III)  qu'il  répond  à  la  surdiarge 
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des  deux  travées  adjacentes  à  cette  pile.  Son  expression  algébrique  peut 
s'obtenir  par  l'application  du  théorème  des  trois  moments  (n"*  6,  m)  ou 
plus  simplement  par  la  formule  donnée  spécialement  (n""  50 ,  m  )  ;  c'est  la 
formule  ( 40)  où  il  faudra  supposer  d'ailleurs  A  =  i.  On  trouvera,  en  ap- 
pelant p"  le  moment  dont  il  s'agit, 


ou  bien 


(9)  ^"  =  ^'1-= 


J^  +  2^»+2J. 


■2 


(3^4-2)(^  +  2)'» 


Voici  le  tableau  des  valeurs  que  prend  p"  pour  les  huit  valeurs  de  9 

déjà  essayées  : 

m" 
Valeurs  de  ^.  Rapport -tj-i*     * 

0,70 o,o536i 

0,80 o,o52i  I 

0,90 o,o5i59 

1,00 o,o5i85 

1,10 0^05273 

1,20 o,o54i4 

i,'i5 0,05496 

i,3o o,o5589 

Ce  tableau  montre  que  p"  passe  par  un  minimum  aux  environs  de  ^  =  0,9, 
et  ce  minimum  donnera  la  plus  grande  réduction  possible  du  maximum 
de  X.  Pour  trouver  la  valeur  correspondante  de  ^  on  posera  l'équation 

du." 

•^  =  ^' 

qui,  toutes  réductions  et  simplifications  faites,  devient 

7(y*-H20^*+  3^»—  16^  —  8  =  0. 

On  en  tire  ^  =  0,913,  valeur  qui,  portée  dans  l'expression  (9),  fournit 
le  minimum  de.p",  égal  à  o,o5i59/?'L*.  Pour  ^  =  i,  p)  est  égal  à 
OyùSiBSp'V'y  la  diminution  relative  obtenue  en  posant  ^=0,913  est 
donc  de  o,5o  pour  100  environ. 

U  résulte  <fo  cette  discussion  que  si  l'on  déterminait  les  dimensions 
transversales  de  la  poutre  uniquement  d'après  le  maximum  de  tension 
longitudinale,  il  y  aurait  avantege  à  faire  en  sorlë  que  l'ouverture  d'une 
fravée  de  riteJBItt  à  celle  de  la  travée  centrale  dans  un  rapport  peu  difié- 
rent  deoiyg.^l  convint  d'ajouter  que^  comparativement  avec  ce  qui  se 
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passerait  dans  le  cas  d'un  égal  espacement  des  appuis,  l'avantage  obtenu 
serait  très-faible;  il  consisterait  dans  une  réduction  du  maximum  absolu 
de  tension  ou  pression  longitudinale,  variable  entre  i  jS  et  o,5o  pour  loo, 
suivant  Timportance  comparative  de  la  charge  permanente  et  des  sur- 
charges. 

Mais,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit  au  n°  76,  les  constructeurs  ont  habituel- 
lement égard  aux  valeurs  du  moment. fléchissant  X  dans  toutes  les  sec- 
tions, et  non  pas  seulement  au  maximum.  En  se  plaçant  à  ce  point  de 
vue,  il  convient  de  chercher. à  réduire  autant  que  possible,  non  le  maxi- 
mum, mais  bien  la  moyenne  des  valeurs  absolues  du  moment  fléchissant. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire,  dans  l'hypothèse  où  il  n'y  a  qu'une  charge 
uniforme,  dont  le  poids  est  p  par  unité  de  longueur. 

Soit  d'abord  ^  =  i  ;  le  moment  X  est  alors  représenté  par  les  ordon- 
nées de  la  courbe  A^KESFT  [fig.  89) ,  qu'on  peut  facilement  construire, 

Fig.  39. 


puisque  nous  avons  les  expressions  (a)  et  (3)  de  X  dans  une  travée  de 
rive  et  dans  la  travée  centrale.  Le  sens  positif  des  ordonnées  est  censé 
descendant. 

Pour  avoir  l'ordonnée  moyenne  en  grandeur  absolue,  il  faut  calculer  la 
somme  des  aires  A,RE  h-  ESF  +  FTH  et  la  diviser  par  Â^.  Or  on  a    ' 


aire  A,RE  =  ^  A,E.(jIl  =  0,04267/?^'; 


aire  SA,E  =  \kfi  (a.S  +  GR)  +|gE.GR  —  A.G.GR  =  o,oo^^^pb^\ 


aire  SA,F  =  ^A,H  (A,SH-HT)  -f-|HF.HT  -  A.H.HT  =  0,01207 pb'; 


aire    FTH  =  ~  HF.  HT  =  o,oo373/?^^ 

I.     2*  ÉDIT. 
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Donc  les  ordonnées  moyennes  seraient  : 


dans  une  travée  de  rive, 
dans  la  travée  centrale. . 


(0,04267  + 0,00933  )/?6*  ou  OjoSaoo/?^'; 
2  (0,01207 -H  0,00373  )/3è^  ou  o,o3i6o/7Ô'; 


dans  la  poutre  entière....    0(0,10400  +  0,03 160)/?^*  ou  0,04520/?^'; 

et  comme  ^  =  ^L,  la  moyenne  pour  la  poutre  entière  pourrait  encore  se 
mettre  sous  la  forme 

-.  0,0  4520/?  L*=  OyO^oogpU. 

Lorsque  9  prendra  une  valeur  différente  de  i ,  on  conçoit  sans  peine  par 
cet  exemple  comment  on  pourra  calculer  l'ordonnée  moyenne  de  la  courbe 
représentative  des  moments.  Ce  calcul  ne  saurait  présenter  aucune  diffi- 
culté analytique,  puisqu'il  se  réduit  à  la  quadrature  d'aires  paraboliques 
dans  les  conditions  les  plus  simples.  Sans  entrer  dans  aucun  détail  à  cet 
égard ,  nous  nous  bornerons  à  indiquer,  dans  le  tableau  ci-après,  les  ré- 
sultats relatifs  à  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  de  ^.  Nous 
désignerons  par  7,  jr',  y"  les  trois  moyennes  respectivement  calculées 
pour  la  travée  de  rive,  la  travée  centrale  et  la  poutre  entière. 


VALEURS  DE  S, 

.r 

— 71  * 

y 

y. 

p6^ 

pc'' 

pU 

0,00 

0,04948 

00 

0,04948 

0,90 

o,o5322 

0, 03483 

0,02162 

1,00 

,  0,06200 

o,o3i6o 

0,02009 

1,10 

0,06077 

o,o3i32 

0^01923 

1,20 

0,04969 

o,o3i90 

0,01886 

1,25 

0,04929 

0,03226 

o,oi883 

i,3o 

0,04899 

0, 03265 

0,01888 

2,00 

0,06987 

o,o3523 

0,02634 

00 

00 

0, 03207 

0,03207 

On  voit  par  ce  tableau  que  la  valeur  ^  =  i,25  est  celle  qui  rend  mini- 
mum la  moyenne  y"  ;  en  comparant  entre  elles  les  moyennes  y"  relatives 
à  ^  =  1,25  et  ^  =  I ,  on  reconnaît  qu'elles  sont  dans  le  rapport  de  93,7 
à  100.  La  diminution  obtenue  quand  on  .passe  de  ^  =  i  à  ^  =  1,26  est 
donc  à  peu  près  de  6,3  pour  100. 

On  peut  encore  se  demander  si  la  valeur  ^  =  i,25  produit  aussi  une 
certaine  réduction  dans  Taire  du  polygone  mixtiligne  dont  nous  s^ons 
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parlé  un  peu  plus  haut  à  propos  du  maximum  p',  et  qui  représente ,  en 
chaque  point  de  la  poutre,  le  plus  grand  moment  dû  à  la  surcharge  seule 
(fig,  II  à  i8  de  PAtlas,  troisième  partie).  Comme  nous  avons  donné  dans 
un  Formulaire ,  à  la  fin  de  la  troisième  partie,  les  équations  des  courbes 
qui  composent  ce  polygone,  il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  calculer  numéri- 
quement son  aire.  Nous  avons  fait  ce  calcul  seulement  pour  deux  valeurs 
particulières  de  ^,  et  nous  avons  trouvé 

dans  le  cas  de  ^  =  1 ,00 o^oSigapL', 

dans  le  cas  de  ^  =  I ,a5 o,o3o8o/7L'; 

le  rapport  des  ordonnées  moyennes  k  pV  devient  donc  respectivement 
o,o3ig2  et  o,o3o8o;  par  suite,  la  diminution  en  faveur  de  ^  =  i,a5  est 
de  3,5  pour  100. 

L'aire  de  courbe  qui  représente  les  moments  dus  à  la  charge  perma- 
nente seule  étant  exprimée,  comme  on  Ta  vu,  par  L^",  c'est-à-dire  par 
o^oioo^pV  quand  ^  =  i  et  par  0,01 883/? L'  quand  ^  =  i,a5,  s'il  y  a 
tout  à  la  fois  charge  permanente  et  surcharge ,  la  moyenne  des  limites 
absolues  des  moments  dans  les  diverses  sections  sera 

pour  ^  =  1,00 (0,02009/?  +  o, 03192 /?')U, 

pour  ^=  1,25 (o,oi883/>4-o,o3o8o/?')L*; 

la  diminution  relative,  quand  on  passe  du  premier  cas  au  second,  devien- 
drait P^^'^  P      ^^^^  '  P  ,  rapport  variable  avec  ^,  ?  mais  différant 
0,02009/? -+-0,03192/?         '^'^  p' 

peu  de  o,o35 ( 1 4- ^ — r-^-i) ^  il  serait  de  0,046  si  Ton  avait  — ,  =  i . 
\        5p-hSpJ  '  p 

Nous  avons  aussi  cherché  (n'^ôS,  III)  à  rendre  maximum  le  moment 
fléchissant  moyen  produit  par  la  charge  permanente  seule ,  en  supposant 
qu'on  fît  varier  tout  à  la  fois  la  distance  mutuelle  des  appuis  et  leurs  or- 
données relativement  à  la  fibre  moyenne  primitive.  Nous  avons  reconnu 
que  la  moyenne  minimum,  pour  trois  travées,  a  une  valeur  égale  à 
0,01 849/?  L^  tandis  que  si  les  appuis  sont  pris  sur  la  fibre  moyenne  pri- 
mitive [ce  que  la  discussion  précédente  suppose  implicitement  (n**76)], 
la  moyenne  s'élève  à  0,02009 /?U  ou  à  o,oi383/?L*,  suivant  qu'on  a  ^=  i 
ou  ^  =  1,25.  La  diminution  correspondante  qu'il  est  possible  d*obtenir 
avec  la  meilleure  disposition  possible  des  appuis  est ,  en  conséquence , 
Respectivement  de  8,0  et  de  1,8  pour  100. 

En  résumé,  à  quelque  point  de  vue  qu'on  se  place,  on  doit  reconnaître 
qu'il  n'y  a  pas  de  raison  bien  péremptoîre  pour  s'écarter  de  la  valeur  ^  =  i, 
c'est-à-dire  pour  ne  pas  donner  la  môme  ouverture  aux  trois  travées.  Sous 
certains  rapports,  nous  avons  en  effet  trouvé  avantage  à  prendre  S  un 

i3. 
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peu  supérieur  à  i ,  tandis  que  d'autres  considérations  conduiraient  à  le 
réduire,  au  contraire,  un  peu  au-dessous  de  ce  nombre.  Dans  tous  les  cas 
le  bénéfice  est  représenté  par  une  diminution  de  quelques  centièmes  sur 
un  moment  fléchissant  maximum  ou  moyen.  Or  les  moments  fléchissants 
ne  sont  pas  connus  très-rigoureusement,  puisque  nous  les  avons  calculés 
comme  si  la  section  était  constante,  tandis  qu'en  pratique  on  la  fait  géné- 
ralement variable.  D'ailleurs  les  calculs  de  ce  genre  sont  toujours  afiectés 
par  l'incertitude  des  hypothèses  fondamentales  de  la  théorie  :  on  ne  peut 
donc  pas  raisonnablement  attacher  beaucoup  d'importance  à  une  diminu- 
tion aussi  faible ,  peut-être  notablement  inférieure  aux  erreurs  commises 
dans  les  évaluations  des  moments.  Ajoutons  encore  qu'on  pourrait  la 
contre-balancer  en  pratique  sans  augmenter  les  frais  d'établissement  de  la 
poutre,  soit  par  un  léger  accroissement  des  coefficients  numériques  admis 
dans  les  calculs  de  résistance  (coefficients  que  l'expérience  ne  saurait 
indiquer  avec  précision),  soit  par  un  accroissement  plus  faible  encore 
dans  la  hauteur  des  sections  transversales.  (Voir  le  paragraphe  suivant.) 
Cette  discussion  ayant  exigé  d'assez  longs  calculs,  nous  n'avons  pas  cm 
devoir  la  répéter  dans  l'hypothèse  où  le  nombre  des  travées  excèc(erait 
trois,  d'autant  plus  que  le  résultat  final  obtenu  ci-dessus  paraît  en  mon- 
trer le  peu  d'utilité  pratique. 

§  III.  —  Observations  sur  la  vérification  de  la  stabilité  et  sur  le 
calcul  des  dimenidons  d'une  poutre  chargée  transversalement. 

80.  Vérification  de  la  stabilité.  —  On  a  vu  au  n**  21  que 
lorsqu'une  poutre  supporté  des  charges  perpendiculaires  à  la 
fibre  moyenne  et  toutes  contenues  dans  le  même  plan,  il  se 
développe  trois  genres  d'actions  moléculaires,  savoir  :  1°  des 
tensions  transversales  produites  par  l'effort  tranchant  et  qui, 
suivant  l'expression  technique,  metlenl  enjeu  la  résistance  au 
cisaillement;  2°  des  tensions  ou  pressions  parallèles  aux  fibres, 
qui  sont  produites  par  le  moment  de  flexion,  et  mettent  en 
jeu  la  résistance  longitudinale.  En  chaque  point  il  y  a  généra- 
lement une  action  du  premier  genre  et  une  action  du  second, 
cette  dernière  étant  ou  une  tension  ou  une  pression,  ce  qui  fait 
bien,  comme  pous  l'avons  dit,  trois  genres  distincts.  On  a  éga- 
lement vu  (n*  21)  comment  il  était  possible  de  calculer  les 
intensités  de  ces  forces  moléculaires  rapportées  à  l'unité  de 
surface. 

D'un  autre  côté,  Texpérience  indique  certaines  limites  que 
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ne  doivent  pas  dépasser  les  tensions  tjansversaîes  ou  longitu- 
dinales par  unité  de  surface,  dans  toute  construction  présen- 
tant des  garanties  suffisantes  de  conservation  indéfinie.  La  dé- 
termination de  ces  limites  et  l'élude  desïaîts  qui  s'y  rapportent 
seront,  dans  une  autre  partie  du  Cours,  l'objet  d'un  chapitre 
spécial.  Quanta  présent,  nous  les  supposerons  connues  et  nous 
les  nommerons  : 

R  pour  les  tensions  transversales  ; 

R'  pour  les  tensions  longitudinales  positives  ou  tensions 

proprement  dites; 
R"  pour  les  tensions  longitudinales  négatives  ou  pressions» 

Il  conviendra  donc  de  s'assurer  que  les  maximums  des  trois 
g^enres  d'actions  moléculaires^  dans  la  pièce  considérée,  sont 
respectivement  inférieurs,  ou  tout  au  plus  égaux  à  R,  R',  R". 
Or  dans  celte  vériûcalion  nous  distinguerons  trois  cas  :  en 
outre,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  la  poutre 
homogène  et  la  déformation  plane  (  n°  48  ). 

•  Premier  cas.  Section  constante  et  symétrique  relativement 
à  l'axe  de  flexion.  —  Suivant  les  procédés  employés  au  §  I 
de  ce  chapitre  et  dans  la  troisième  partie  du  Cours,  ou  par 
d'autres  moyens  plus  ou  moins  analogues,  on  cherchera 
d'abord  comment  varient  les  efforts  tranchants  P  et  moments 
fléchissants  X,  d'une  section  à  l'autre,  et  avec  tous  les  sys- 
tèmes de  charges  que  la  pièce  peut  avoir  à  supporter.  On 
obtiendra  les  plus  grandes  valeurs  absolues  X'  et  P'  de  ces 
quantités,  dans  toute  l'étendue  de  la  pièce,  sous  l'action  des 
charges  les  plus  défavorables.  Alors,  si  l'on  nomme  û  l'aire 
constante  de  la  section  transversale,  et  A  sa  hauteur  mesurée 
perpendiculairement  à  l'axe  de  flexion,  les  maximums  des  trois 
genres  de  tension  par  unité  de'  surface  seront,  d'après  les  for- 
mules du  n'21,  •  ,  , 
'    .                  .  '  F      X'A      X'A 

.<*       ►     »  .      '      * 

PG  P 

En  effet,  l'expression  ^^    se  réduit  d'abord  à  ^r»  par  suite  de 

1 
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r invariabilité  de  G^  et  comme  Ql  est  aussi  constant,  elle  ne  varie 
qu'avec  P;  de  même  dans  Texpression -|—î  I  est  une  con- 
stante, et  M  a  pour  valeurs  extrêmes  -  A  et h,  dans  toutes 

2  a 

les  sections,  d'où  il  résulte  que  -y—  prend  sa  plus  grande  va- 
leur pour  m  =  ifc  -  A  et  PA=:X'.  On  devra  donc,  en  appe- 
lant Ri  la  plus  petite  des  limites  R'  et  R'S  poser  les  conditions 
de  stabilité 

P'  X' h 

Beuxièhb  cas.  Section  constante,  mais  non  symétrique  rela- 
tivement à  l'axe  de  flexion,  —  En  ce  qui  concerne  l'effort 
tranchant,  la  condition  de  stabilité  reste  la  même  que  dans  le 
cas  précédent;  mais  il  en  est  différemment  pour  les  conditions 
relatives  aux  tensions  ou  pressions  longitudinales.  Concevons 
que  la  fibre  moyenne  soit  prise  pour  axe  des  x,  qu'une  per- 
pendiculaire menée  dans  le  plan  des  forces  soit  Taxe  des/,  et 
appelons  : 

X'  le  plus  grand  moment  fléchissant  positif,  le  sens  positif 
étant  (suivant  la  convention  du  n*  42)  celui  d'un  moment 
qui  tend  à  coucher  Taxe  des  x  positifs  sur  les  7  positifs; 

X"  la  plus  grande  valeur  absolue  des  moments  négatifs; 

u'  la  plus  grande  distance  des  divers  éléments  de  la  section 
à  l'axe  autour  duquel  se  produit  la  flexion,  ces  éléments 
n'étant  pris  que  du  côté  des  y  positifs  ; 

«'  la  distance  maximum  analogue  du  côté  des  jr  négatifs. 

Le  moment  X'  produira  une  extension  du  côté  des  7*  négatifs 
et  une  compression  de  l'autre  côté  :  il  fait  donc  naître 

X'a*' 
une  tension  maximum — j—  par  unité  de  surface, 

X'a' 
une  pression  maximum — j—  par  unité  de  surface, 
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et  ce  seront  là  les  plus  grandes  actions  longitudinales  dues  aux 
moment^  fléchissants  positifs.  Pareillement  les  plus  grandes 
actions  dues  aux  moments  négatifs  seront 


la  tension., 
la  pression. 


I 


Donc  la  plus  grande  tension  par  unité  superficielle,  dans  toute 

X'  u"      X"  u! 
la  pièce,  sera  la  plus  forte  des  deux  valeurs  — j—  et  — j—  \  la 

X'tt' 
plus  grande  pression  sera  la  plus  forte  des  deux  valeurs  -.=— 

et  —z — •  Nommant  -^  et  — •— ces  deux  maximums,  on  aura 
donc  les  conditions 

Dans  le  cas  où  R'  égalerait  R'^  il  suffirait  évidemment  de  vé- 
rifier que  R'  est  supérieur  à  la  plus  grande  des  deux  quantités 

—^3      *     >  ou  (ce  qui  revient  au  même)  à  la  plus  grande  des 

,.  .   X'a"    X'tt'     X'^m'     X"a" 
quatre  quantités —y— >  ~f— >  — f^'  "'l — 


Troisième  cas.  Section  variable.  —  Quand  la  pièce  a  une 
section  constante,  on  se  guide  nécessairement,  pour  en  fixer 
les  dimensions,  sur  les  plus  grands  efforts  tranchants  et  sur  les 
plus  grands  moments  de  flexion  qui  ont  lieu  dans  toute  l'éten- 
due de  la  pièce.  Or,  comme  ces  valeurs  maxima  ne  se  pro- 
duisent que  dans  certaines  sections  déterminées,  il  en  résulte 
que  toutes  les  autres  ont  des  dimensions  plus  que  suffisantes 
pour  résister  convenablement  aux  forces  qui  s'exercent  sur 
elles;  par  suite  on  aurait  pu  employer  une  moindre  quantité  de 
matière.  C'est  afin  d'éviter  cet  inconvénient  et  de  réaliser  ainsi 
une  économie  plus  ou  moins  notable,  qu'on  établit  souvent 
des  pièces  dont  la  section  change  d'un  point  à  l'autre  de  la 
fibre  moyenne. 
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Dans  ce  cas,  suivant  que  la  section  a  une  forme  symétrique 
ou  non,  il  faut  encore  employer  les  conditions  ( i  )  ou  (2);  seu- 
lement les  maxima  P',  X',  X'^  ainsi  que  les  hauteurs  A,  «',  u" y 
ne  doivent  pas  être  déterminés  pour  la  pièce  considérée  dans 
toute  son  étendue,  mais  bien  pour  la  section  dont  on  s'oc- 
cupe ,  prise  à  l'exclusion  de  toutes  les  autres.  La  vérification 
des  conditions  (i)  ou  (2  )  doit  d'ailleurs  se  répéter  pour  toutes 
les  sections,  ou  du  moins  pour  un  certain  nombre  d'entre 
elles,  assez  peu  distantes  les  unes  des  autres. 

81.  Calcul  des  dimensions  nécessaires  pour  résister  à  des 
charges  données.  —  Lorsqu'il  s'agit,  non  pas  de  vérifier  si  une 
pièce  donnée,  avec  des  dimensions  parfaitement  définies,  est 
en  état  de  résister  à  un  système  de  forces  également  connu, 
mais  bien  de  calculer  les  dimensions  de  manière  que  la  pièce 
supporte,  sans  altération,  des  charges  fixées  d'avance,  alors 
le  problème  peut  devenir  beaucoup  plus  difficile.  D'abord  il 
est  possible  que  les  forces  extérieures  finalement  appliquées 
à  la  poutre  dépendent  en  partie  des  dimensions  inconnues.  Cela 
aurait  lieu,  par  exemple,  pour  une  poutre  reposant  sur  plus  de 
deux  appuis  en  ligne  droite,  puisque  la  Statique  ne  donnerait 
qu©  deux  équations  entre  les  réactions  de  ses  appuis,  et  que 
les  autres  équations  nécessaires  à  leur  détermination  devraient 
être  posées  en  ayant  égard  à  la  flexibilité  de  la  poutre.  Si  l'ap- 
plication de  procédés  rigoureux  entraînait  à  des  calculs  inad- 
missibles en  pratique,  on  éluderait  cette  première  difficulté 
en  cherchant  les  efforts  tranchants  P  et  moments  de  flexion  X 
dans  une  section  quelconque,  comme  si  la  poutre  avait  une 
section  constante  :  c'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  la  troi- 
sième partie  du  Cours.  Nous  regarderons  donc  encore  comme 
connues  les  limites  extrêmes  de  P  et  de  X,  soit  dans  la  poutre 
entière,  soit  dans  une  section  prise  arbitrairement. 

Les  choses  étant  amenées  à  ce  point,  il  est  aisé  de  voir  que 
le  problème  reste  encore  indéterminé.  En  effet,  suivant  que 
l'on  se  placera  dans  l'un  ou  l'autre  des  trois  cas  particuliers  exa- 
minés.au  numéro  précédent,  on  devra  poser,  pour  la  poutre  en- 
tière ou  pour  chaque  section  isolément,  les  inégalités  de  con- 
dition (i)  et  (2)  du  n°  80,  dans  lesquelles  tout  sera  connu,  sauf 
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les  quantités  Q,  I,  h,  u',  u".  On  saura  donc  que  les  dimensions 
cherchées  doivent  vérifier  certaines  inégalités,  susceptibles,  si 
Ton  veut,  de  se  convertir  en  équations;  mais  il  est  visible  que 
cela  ne.  suffirait  pas  pour  définir  tout  à  fait  une  aire  plane,  sur 
laquelle  on  ne  connaîtrait  rien  d'avance.  Par  exemple,  dans  le 
cas  d'une  section  constante  et  symétrique,  les  conditions  (i) 
devant  être  observées,  on  saurait  que  Faire  Q  doit  être  supé- 

P  I 

rieure  ou  tout  au  plus  égale  à  |r  j  et  de  même  t  aurait  une 

limite  inférieure;  mais  on  n'en  saurait  conclure  toutes  les 
dimensions  de  Taire  û,  sans  ajouter  d'autres  conditions  qu'on 
se  donnerait  arbitrairement. 

-  Les  conditions  de  résistance  se  présentant  sous  forme  d'iné- 
galités, il  est  assez  naturel  de  les  convertir  en  égalités ,  pour 
ne  pas  augmenter  inutilement  les  dimensions  que  Ton  cher- 
che ;  en  d'autres  termes,  il  semble  convenable  de  faire  en  sorte 
que  la  matière  supporte  les  tensions  les  plus  fortes  que  l'ex- 
périence permet  dans  chaque  genre  d'efforts  moléculaires. 
Mais  cela  ne  sera  pas  toujours  possible.  Soit  en  effet  proposé 
d'établir  une  pièce  en  tôle,  à  section  rectangulaire  constante, 
pour  laquelle  les  quantités  P',  X'  et  R»  (  n*»  80)  auraient  les 
valeurs  p 

Fr=::I2000^S 
X'^rSoOOO^^S"^, 

R,  =r6oooooo^«; 

nommons  h  la.  hauteur  de  la  section  mesurée  parallèlement  à 
P',  et  b  l'épaisseur  dans  le  sens  perpendiculaire.  On  auraic 
(n«6) 

\  =  -hh\ 

12 

et,  par  suite,  les  inégalités  (.i)  prises  comme  égalités  devien- 
draient 

(3)  — -^y —  =  6000000,     ou     6A  =  0,002, 

(4)  ~~hh% — ==6000000,     ou    6A2=o,o5o. 
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En  divisant  ia  seconde  par  la  première,  on  trouverait 

A  =  25"; 

la  première  donnerait  ensuite 

6  =  0",  00008. 

Or  il  est  évident  pour  toute  personne  ayant  le  moindre  senti- 
ment de  l'art  des  constructions  qu'un  équarrissage  de  25  mètres 

de  hauteur  sur  —  de  millimètre  d'épaisseur  ne  saurait  être 

admis.  Aussi  faudrait-il,  dans  cet  exemple»  renoncer  à  Tune 
des  équations  (3)  et  (4);  les  efforts  tranchants  étant  moins  à 
craindre  que  les  actions  produites  par  la  flexion,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit  plusieurs  fois,  on  se  préoccuperait  d'abord  de 
ces  dernières,  et  on  poserait 

bh}  :=  o,o5o, 

équation  à  laquelle  on  pourrait  satisfaire  en  prenant  fr =o*°,025, 
A  =  i"*,4i4;  comme  d'ailleurs  le  produit  bh  serait  ainsi  supé- 
rieur à  0,002,  on  serait  assuré  de  la  stabilité. 

Cet  exemple  et  les  explications  qui  le  précèdent  suffisent 
sans  doute  pour  montrer  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  en  général.  On 
considérerait  comme  connues  les  dimensions  cherchées ,  et 
on  poserait  les  inégalités  exprimant  les  conditions  de  résistance 
(n^  80].  On  tâtonnerait  ensuite  de  manière  à  satisfaire  à  toutes 
ces  inégalités,  en  s' écartant  le  moins  possible  de  l'égalité;  on 
disposerait  pour  cela  des  dimensions  transversales,  ou  au  moins 
d'une  partie,  si  des  considérations  d'un  autre  ordre  en  avaient 
déjà  fait  arrêter  quelques-unes.  Enfin,  tous  les  résultats  fournis 
par  le  calcul  devraient  être  contrôlés  et  examinés  au  point  de 
vue  de  l'art  de  l'ingénieur,  en  se  fondant  sur  des  notions  que 
nous  n'avons  point  à  exposer  ici,  mais  qu'on  puise  dans  les 
exemples  de  constructions  analogues  à  celles  qu'on  projette, 
dans  l'expérience  acquise  et  le  sentiment  du  praticien.  En  un 
mot,  l'ingénieur  ne  doit  considérer  les  formules  que  comme 
un  guide  à  consulter  et  non  à  suivre  aveuglément.  La  vérité  de 
la  théorie  d'où  elles  découlent  est  toujours  subordonnée  à  la 
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réalisation  plus  ou  moins  complète  de  quelques  hypotHèses 
primitives,  et  la  pratique  seule  peut  apprendre  les  cas  où  ces 
hypothèses  se  trouvent  suffisamment  d'accord  avec  les  faits. 

82«  Influence  de  la  forme  attribuée  à  la  section  transverscUe 
d'une  poutre.  —  Quand  il  s'agit  de  résister  à  un  effort  tran- 
chant,  la  tension  par  unité  de  surface  reste  toujours  la  même, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  section,  si  toutefois  celle-ci  est 
homogène  et  conserve  une  aire  constante  :  la  forme  a  donc  une 
influence  nulle  sur  la  résistance.  Il  n'en  est  pas  de  même 
quand  on  considère  la  résistance  aux  moments  fléchissants. 
Supposons ,  pour  plus  de  simplicité ,  une  section  homogène 
symétrique  relativement  à  Taxe  de  flexion;  suivant  les  nota- 
tions du  n**  80,  la  tension  longitudinale  maximum,  dans  cette 

section,  serait  proportionnelle  au  quotient  y*  L'inverse  -r  don- 
nerait donc  une  mesure  de  la  résistance  de  la  section  aux  mo- 
ments fléchissants,  car  plus  7  sera  grand,  moindre  sera  le 

maximum  de  tension  dû  à  un  même  moment.  Or  ^  >  à  éga- 
lité de  Taire  û,  dépend  de  la  forme  de  cette  aire. 
Par  exemple,  si  l'aire  û  était  rectangulaire,  on  aurait  (n*>  6) 

I  =  — ÛAS 

12 

.et,  par  suite, 

i  =  — ÛA, 
h       12 

quantité  proportionnelle  à  A,  quand  û  conserve  la  même  va- 
leur. On  en  conclut  ce  fait  bien  connu  qu'une  pièce  méplate 
résiste  mieux  aux  poids  qui  tendent  à  la  fléchir,  lorsqu'elle 
est  posée  sur  champ  que  lorsqu'elle  est  posée  dans  l'autre 
sens.  Aussi  donne-t-on  aux  poutres  rectangulaires  en  bois  ou 
en  métal,  destinées  à  supporter  des  poids,  des  équarrissages 
plus  forts  suivant  la  verticale  que  suivant  l'horizontale.  S'il 
s'agit  du  bois,  en  nommant  b  l'épaisseur  horizontale  de  la  sec- 
tion, on  fait  habituellement 

&=o,7A; 
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pour  les  poutres  métalliques  le  rapport  t  peut  devenir  beau- 
coup plus  petit  :  il  descend  souvent  à  quelques  millièmes.  En 
le  diminuant  sans  changer  û,  on  augmenterait  la  hauteur  A  et, 
par  suite,  la  résistance  à  la  flexion  ;  mais  à  cet  égard  nous  ren- 
voyons le  lecteur  aux  considérations  qui  terminent  le  numéro 
précédent. 

Si  Taire  û  est  une  ellipse,  ayant  pour  axes  b  et  h,  l'un  pa- 
rallèle et  Tautre  perpendiculaire  à  Taxe  de  flexion ,  on  a  (n**  6) 


d*où  résulte 


lO 


h       ib 


Nous  avons  donc  encore  les  mêmes  choses  à  dire  relativement 
aux  variations  de  la  résistance  à  la  flexion  avec  A.  De  plus  on 
voit  que  Tellipse  est  désavantageuse  en  comparaison  du  rec- 
tangle, à  égalité  d'aire  et  de  hauteur,  car  le  coefficient  —  re- 
latif au  rectangle  est  remplacé  par-^- 

Afin  d'augmenter  autant  que  possible  le  rapport  t»  on  a  ima- 
giné les  sections  en  forme  de  double  ï  {Jlg.  4o)«  EHes  sont 
composées  de  deux   rectangles  à   côtés   parallèles,   réunis 
Fig. 4o.  par  un  troisième  rectangle  perpendiculaire, 

^  g     comme  Tindique  la  figure.  La  partie  verticale 

ZJ  de  la  poutre,  qui  a  pour  section  ce  troisième 
rectangle,  s'appelle  souvent  âme  de  la  poutre. 
Les  forces  agissent  perpendiculairement  à  la 

--,     ligne  AB,  et  aussi,  bien  entendu,  à  la  fibre 

moyenne.  Si  Tâme  a  une  section  petite  rela- 
tivement à  celle  des  branches  horizontales.;  si  celles-ci  sont 
très-minces ,  et  en  outre  égales,  on  pourrait  poser,  sans  très- 
grande  erreur, 

4  A4 
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ce  qui  montre  Tavanlage  de  cette  forme  relativement  au  rec- 
tangle et  à  Tellipse,  puisque  le  coefficient  7  a  remplacé  — 

I 

et  -7.- 

Au  reste ,  quelque  forme  que  Ton  adopte,  il  est  clair  que 
rigoureusement  on  a  toujours 

I<7ÛA% 

pourvu  que  la  surface  soit  homogène.  En  effet,  si  Taxe  de 
flexion  divise  la  hauteur  h  en  deux  parties  égales,  on  augmen- 
tera le  moment  d'inertie  I  en  portant  tous  les  éléments  super- 
ficiels à  la  distance  maximum  -  de  Taxe  ;  il  deviendrait  alors 

jûA*  :  donc  il  était  primitivement  plus  petit.  Il  en  est  de 

inéme,  à  plus  forte  raison,  si  Taxe  de  flexion  ne  passe  pas  au 
milieu  de  A;  car  puisque  cet  axe  contient  le  centre  de  gravité 
de  la  section,  en  le  déplaçant  parallèlement  à  lui-même  >  pour 
le  mettre  au  milieu  de  la  hauteur,  on  augmenterait  déjà  le  mo- 
ment d'inertie  (n**  2).  Ainsi  l'expression  jSLh  est  pour  t  une 

limite  qu'on  ne  peut  pas  atteindre  tout  à  fait  ;  mais  on  s'en 
rapproche  avec  la  forme  en  double  T  à  branches  égales. 

La  quantité  t  étant,  dans  les  trois  exemples  qu'on  vient 

d'indiquer,  proportionnelle  à  A  et  à  £2,  on  pourrait ,  quand 
même  ù  serait  très-petit,  la  rendre  aussi  grande  qu'on  le  vou- 
drait, au  moyen  d'un  choix  convenable  de  A.  On  conçoit  donc 
théoriquement  des  pièces  dont  la  section  transversale  aurait 
une  aire  nulle,  et  qui  cependant  résisteraient  bien  à  la  flexion  : 
mais  ce  n'est  là  qu'une  conception  non  réalisable.  Indépen- 
damment des  conditions  pratiques  non  exprimées  par  la  théorie, 
l'existence  des  efforts  tranchants  impose  une  limite  inférieure 
à  l'aire  û,  et  l'on  va  voir  au  numéro  suivant  un  autre  genre  de 
considérations  qui  conduisent  également  à  ne  diminuer  indé- 
finiment aucune  des  épaisseurs  de  cette  aire,  dans  le  sens 
perpendiculaire  à  la  hauteur  À. 
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83.  Du  glissement  longitudinal  des  fibres  les  unes  sur  les 
autres.  —  Soit  donnée  d'abord  une  poutre  à  seclion  rectangu- 
Fig.  41.  laîre  ABAtB,  (fig.  4i),  sou- 

mise à  une  série  de  charges 
^;   parallèles  au  côté  AB,  par 
^'    l'action  desquelles  il  se  pro- 
duit des  mouvements  de 
flexion  autour  d*axes  paral- 
'     lèles  à  BB| .  Nommons  : 

X  le  moment  fléchissant  et  P  l'effort  tranchant  dans  la  sec- 
tion AB; 

dx  =  OQ  la  longueur  d'un  élément  de  la  fibre  moyenne, 
terminé  à  la  section  AB  et  à  la  section  infiniment  voisine 
CD; 

b  =  BB,  et  A  =  AB  les  deux  dimensions  transversales  ; 

u  la  -distance  comprise  entre  le  centre  d'élasticité  0  et  une 
parallèle  quelconque  KKi  à  Taxe  de  flexion; 

I  le  moment  d'inertie  de  la  surface  AB^  supposée  homogène, 
relativement  au  même  axe. 

La  tension  longitudinale  par  unité  de  surface  sur  la  bande 

infiniment  mince  KKiHHi  sera-=- (n°  21);  et,  comme  cette 

bande  a  pour  surface  bdu^  elle  supporte  une  tension  totale 

-rp  udu.  La  somme  de  ces  tensions ,  pour  la  partie  AO  de  la 

section  AB,  sera  donc 


'=X 


»    6X     .        6XA« 


OU  bien,  à  cause  de  I  =  —  bh^  (n*»  6) , 


12 


^n 


Dans  la  section  CD,  la  somme  analogue  prendrait  la  valeur 
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il  y  a  donc  une  différence— r--^  dx  qui  tend  à  faire  glisser 

le  prisme  OQCA  parallèlement  à  la  direction  OQ.  Cette  force 
ne  peut  être  tenue  en  équilibre  que  par  la  résistance  que  le 
plan  projeté  sur  OQ  vient  opposer  au  glissement.  Si  donc  nous 
appelons  R'^  la  limite  que  ne  doit  pas  dépasser  cette  force  rap- 
portée au  mètre  carré,  pour  la  surface  OQ  ou  bdx  elle  aura 
Tintensité  maximum  K'^bdx,  et  Ton  devra  poser 

I^.^dx<Rndx; 
un   dx 

soit,  en  remplaçant  ^  par  P  (n*»  70),  et  isolant  le  facteur  R*', 

Qp 

On  se  trouve  ainsi  conduit  à  considérer  une  nouvelle  résis- 
tance, celle  qui  est  opposée  au  glissement  mutuel  de  pkms 
menés  parallèlement  aux  fibres  de  la  pièce.  Cette  résistance, 
dans  les  pièces  de  bois,  est  ordinairement  inférieure  à  la  ré- 
sistance R  au  glissement  transversal  des  sections  ou  cisaille- 
ment :  aussi  la  limite  inférieure  de  Taire  bh,  qu'on  tirera  de  la 
dernière  équation,  sera-t-elle.plus  grande  que  celle  qu'aurait 

p 

fournie  la  condition  ^j  <  R  du  n°  80.  Le  même  fait  se  produi- 
rait encore  pour  toute  poutre  rectangulaire  construite  avec 
une  autre  matière  que  le  bois,  pourvu  qu'on  eût  R^-R**. 

Le  glissement  longitudinal  des  fibres  explique  pourquoi 
deux  poutres  superposées  de  manière  à  se  toucher  par  un 
plan,  mais  non  invariablement  liées  Tune  à  Tautre,  ne  fléchis- 
sent pas  comme  une  poutre  unique  égale  en  dimensions  à 
leur  ensemble.  C'est  parce  que  le  plan  de  contact  ne  fournirait 
pas  la  résistance  nécessaire  au  glissement  longitudinal.  Pour 
former  une  pièce  unique  avec  la  réunion  de  deux  pièces,  on 
a  soin  de  les  lier  fortement  avec  des  étriers,  et  de  disposer  la 
surface  de  séparation  en  redans  qui  engrènent  les  uns  dans 
les  autres. 
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On  aurait  pu  exécuter  (Jes  calculs  analogues  aux  précédents, 
avec  des  formes  de  section  différentes  :  nous  nous  bornerons 
à  donner  encore  les  résultats  relatifs  à  la  forme  en  double  T 
à  branches  égales.  On  supposera,  comme  au  n**  82,  que  Tâme 
occupe  seulement  une  faible  partie  de  la  section,  et  que  les 
branches  ont  une  petite  épaisseur,  relativement  à  la  hauteur 
totale.  Les  notations  restant  celles  du  n*  82,  la  tension  totale  0 
sur  une  moitié  de  la  section  sera  exprimée  par 

2  2l 

OU  bien,  puisque  I  =  -?  û  A*, 

Par  suite,  si  b  désigne  l'épaisseur  de  Tâme,  on  devra  poser 


c'est-à-dire 


l^.^dx<Wbdx, 


P 

bh=^  • 


On  trouve  ainsi  une  limite  inférieure  de  la  section  bh  de 
rame  :  dans  le  cas  où  R"'  égalerait  R,  on  pourrait  énoncer  la 
dernière  inégalité  en  disant  que  Tâme  doit  être,  à  elle  seule  et 
abstraction  faite  des  branches,  capable  de  résister  à  Teffort 
tranchant. 

Mais  il  convient  de  faire  remarquer  que  tous  les  calculs  du 
présent  article  s'appliquent  exclusivement  au  cas  où  la  hau- 
teur h  ne  varie  pas  d'une  section  à  l'autre.  Montrons  par  un 
exemple  qu'ils  seraient  sensiblement  modifiés  dans  le  cas 
d'une  hauteur  variable.  A  cet  effet,  supposons  une  poutre 
d'égale  résistance  (n°  22),  encastrée  par  un  bout  et  supportant 
à  l'autre  une  force  transversale  unique  P.  La  section  est  un 
rectangle  d'épaisseur  6  constante,  dans  le  sens  perpendicu- 
laire au  plan  qui  contient  P  et  la  fibre  moyenne;  la  hauteur  h 
varie  proportionnellement  à  la  racine  carrée  de  la  distance  x^ 
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entre  la  section  considérée  et  le  point  où  agit  P,  de  sorte 
qu'on  a 

A^  =  C:r     et     -T- =  — 9 

dx        7,X 

C  désignant  une  constante.  La  somme  Q  des  tensions  sur  la 
moitié  de  Taire  bh  s'exprimera  encore,  comme  tout  à  l'heure, 
par  l'équation 

2A 

mais  en  différentiant  pour  obtenir  la  force  de  glissement  dans 
le  sens  longitudinal,  il  faudra  considérer  h  comme  variable  en 
fonction  de  x  et  poser 

éïdx  —  —  ^  —  dx-^—^  —  dx  —  (—-^^^^dx 
dx  ih   dx  ih^  dx  \ih       ^hxj      ' 

ou  encore,  attendu  que  X  =  Vx, 

de.         3P  . 
-r—  ax  ■=■  -j-f  ax. 
dx  ^n 

dO 
La  valeur  de  -j-dxy  et,  par  suite,  la  tendance  au  glissement 
ax 

longitudinal,  seraient  donc  ici  deux  fois  plus  petites  qu'avec 
une  hauteur  invariable. 

Dans  les  exemples  particuliers  qui  précèdent,  nous  n'avons 
cherché  la  tendance  au  glissement  longitudinal  que  sur  le  plan 
qui  contient  les  axes  de  flexion  successifs.  On  aurait  pu  la 
chercher  par  un  procédé  semblable  sur  tout  autre  plan  paral- 
lèle ;  et  c'est  même  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  si,  parmi  ces  sec- 
tions longitudinales,  il  s'en  trouvait  une  très-élroile  et  consé- 
quemment  plus  exposée  que  les  autres  au  genre  de  rupture 
que  nous  venons  d'étudier  (*)^ 


C**)  L'idée  d'avoir  égard  au  glissement  longitudinal  des  fibres  est  empruntée 
à  un  Mémoire  de  M.  Jourawski,  colonel  du  génie  russe.  Voir  les  Annales  des 
Ponts  et  ChausséeSy  i856,  2*  semestre. 

L    2*  ÉDIT.  l4 
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§  IV.  —  Des  pièces  droites  chargées  debout. 

84.  Prisme  vertical  chargé  d*un  poids  agissant  suivant  son 
axe.  —  Nous  supposons   un  prisme  vertical   dont  la  fibre 
moyenne,  dans  son  étal  primitif,  est  AB  {Jig.  4^  )  ;  1^  point  B 
Fîg.  42.  ®^^  û^^'  ^"  point  A,  suivant  la  ligne  AB, 

est  appliquée  une  force  N  devant  laquelle 
le  poids  propre  de  la  pièce  est  supposé 
négligeable.  Le  point  A  est  assujetti  par 
des  Dfioyens  quelconques  à  se  déplacer 
sur  AB.  Dans  ces  conditions,  si  la  pièce 
était  composée  de  fibres  parfaitement  ho- 
mogènes, et  si  la  force  agissait  rigoureu- 
sement suivant  la  fibre  moyenne,  il  ne 
pourrait  se  produire  aucune  flexion,  car  le 
moment  de  N  par  rapport  à  un  quelconque  des  centres  d'é- 
lasticité des  sections  successives  serait  nul  ;  par  conséquent 
la  pièce  resterait  droite.  Mais  si  une  cause  accidentelle  quel- 
conque a  faiti commencer  la  flexion,  on  comprend  que  la  pièce 
puisse  rester  courbée  et  se  maintenir  en  équilibre  Sous  Fac- 
tion de  la  force  N.  C'est  la  forme  qu'elle  a  dans  l'état  d'équi- 
libre qu'il  s'agit  d'étudier  ici. 

Soit  A'  la  position  du  point  A  après  la  flexion.  La  déforma- 
tion étant  supposée  plane  (n°  48),  appliquons  à  la  pièce  A'B 
l'équation  (1)  du  n°  42;  si  l'on  prend  pour  axes  des  coordon- 
nées les  lignes  B^  etBj,  le  moment  fléchissant  sera  exprimé 
par  •—  Nj;  par  suite,  on  posera 

équation  dans  laquelle  er^  représente,  comme  d'habitude,  le 
moment  d'inflexibilité  constant  de  la  poutre,  relativement  aux 
axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure  et  passant  par  les 
centres  d'élasticité  des  sections.  On  connaît  l'intégrale  de  cette 
équation  linéaire  du  second  ordre  :  en  désignant  par  C  et  D 
deux  constantes  arbitraires,  on  aura 

r  =  Csin  — 4/ — hDcos  — i/  — 
•^  r  y    e  r  y  e 
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La  constante  D  doit  être  nulle,  attendu  qu'on  a  /= o  pour  x  =o; 
donc 


p  .    ^ ,  /N 
•=Csin^y/-. 


Il  faut,  de  plus,  que  y  soit  encore  nul  pour  a:  =  A'B,  quantité 
peu  différente  de  AB  ou  sa,  longueur  primitive  de  la  pièce.  Il 


—  1/  —  soit 
r  y   e 


2  6» 

faudra  donc  que  —  i/  —  soit  un  multiple  de  la  demi-circon- 


férence, ou  bien,  en  désignant  par  i  un  nombre  entier  quel* 
conque,  que  Ton  ait 


2< 

r 
d'où  nous  tirons 


4  a* 


71^ 


La  moindre  force  N  déduite  de  cette  équation  est  er^  -. —  9 

correspondante  à  /  =  i  ;  en  faisant  i  z=:*i^i=i  3,  etc.,  on  aurait 
des  valeurs  de  N  qui  seraient  égales  à  la  première  multipliée 
par  4,  9,  etc.  Donc  la  pièce  ne  pourra  pas  rester  fléchie  si  N 


.  2'îr' 


n*atteint  pas  au  moins  la  limite  er^-7— -• 

4^ 

Quand  on  attribue  à  N  la  valeur  générale  er^  y^  >  Texpres- 
ion -  i/—  est  égaie  à  — 5  et,  par  suite, 


sion 


vmCsin • 

•^  .       2a 

On  voit  alors  que  pour  les  valeurs  de  x 
'    ia  2a  ^  2a  ...  2a 

a;=::-T->     a:=:2-T-)     a:=:3-7-,...,      X=^[l  —  l]  —r  y     X=2a, 

l  I  l  ^         '   l 


• —  devient  un  multiple  de  la  demi-circonférence,  et,  par 
conséquent,  x  devient  nul.  La  courbe  affectée  par  la  fibre 

.4. 
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rtioyenne  présente  une  forme  analogue  à  celle  qui  est  dessinée 

ci-conlre  [fig.  l^Z),  pour  le  cas  particulier  de  i  =  3.  Cette 

Fig.  43.        courbe  est  toujours  une  sinusoïde.  Il  est  clair 

qu'une  portion  de  la  courbe  comprise  entre  deux 

points  consécutifs  où  y  s'annule,  HK  par  exemple, 

Nf/  représente  la  courbe  qu'on  aurait,  dans  Thypo- 

H/ 

thèse  de  1  =  1,  avec  une  longueur  de  pièce  -7— 

En  effet,  en  chacun  des  points  H  et  K,  la  partie  HK 
doit  recevoir  des  réactions  moléculaires  dont  les 
résultantes,  égales  et  contraires  entre  elles,  ont  N 
pour  valeur  commune  :  donc  HK  se  trouve  dans 
les  mêmes  conditions  que  A'B  dans  la  fig.  4^,  à  part  cette 

différence  que  la  longueur  est  — ;-  au  lieu  de  2a. 

Le  maximum  de  l'ordonnée  j,  ou  la  flèche,  se  produit  quand 

on  a égal  a  lune  des  valeurs  -5  — >  — j»--?  ce  qui 

donne  pour  x  les  valeurs  correspondantes  -r?  — r->  -;-,.... 

Ce  maximum  est  d'ailleurs  égal  à  la  constante  C,  qui  reste  en* 
core  indéterminée,  bien  que  nous  ayons  employé  toutes  les 
conditions  du  problème. 

D'après  l'analyse  précédente,  il  semble  au  premier  abord 
que  l'équilibre  n'est  compatible  qu'avec  certaines  valeurs  de  N 
croissantes  d'une  manière  discontinue;  de  sorte  que  si  la 

pièce  était  fléchie  par  une  force  N  égale  à  er^^j  l'addition 

4«* 

d'une  très-petite  force  entraînerait  la  rupture.  Or  cela  est  con- 
traire à  une  expérience  qu'on  peut  à  chaque  instant  répéter 
avec  des  règles  en  bois  de  faibles  dimensions  :  la  règle  étant 
courbée  par  deux  pressions  en  sens  contraire  qu'on  exerce 
avec  les  mains  aux  extrémités,  on  voit  la  flèche  varier  d'une 
manière  continue  avec  la  force.  Toutefois  cette  objection,  que 
nous  citons  parce  qu'elle  se  présente  naturellement  à  l'esprit, 
n'est  pas  bien  fondée  :  car,  à  la  rigueur,  dans  la  formule 

N  =  -7^»  ^^  devrait  regarder  2  a  comme  représentant  la  dis- 
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tance  AA'  des  deux  extrémités  de  la  pièce  déformée,  quantité 
variable  avec  N;  cette  force  pourrait  donc  varier  un  peu,  et  à 
chaque  valeur  correspondrait  une  courbe  particulière  d'équi- 
libre. Seulement  il  y  a  toujours  dans  cet  équilibre  quelque 
chose  que  nous  n'avons  pas  pu  déterminer  :  c'est  la  con- 
stante C  ou  la  flèche  maximum  de  la  courbe.  Cela  tient  à  ce 
que,  en  établissant  les  formules  de  la  déformation,  et  en  par- 
ticulier l'équation  (i)  du  n**  42,  nous  avons  toujours  supposé 
les  déplacements  infiniment  petits,  et,  par  conséquent,  nous 
avons  confondu  la  forme  primitive  d'une  pièce  et  sa  forme 
définitive,  en  ce  qui  concerne  l'évaluation  des  moments  ou 
projections  des  forces  et  le  calcul  des  déplacements  cor- 
respondants. Ici,  cela  nous  empêcherait  de  résoudre  la  ques- 
tion, car  nous  devrions  partout  supposer  X  =  o,  ce  qui  nous 
conduirait  à  dire  que  la  pièce  est  restée  droite.  Aussi,  en 

écrivant  er^  -^^  =  —  N j,  avons-nous  déjà  tenu  compte  en 

partie  de  la  différence  de  forme  qui  altère  le  moment  de  N; 
mais  ce  que  nous  avons  fait  pour  ce  moment,  il  aurait  fallu  le 
faire  aussi  pbur  les  actions  moléculaires  qui  le  tiennent  en 
pquilibre. 

.  Reprenons  donc  la  question  à  son  origine.  La  pièce  AB  ayant 
pris  la  forme  A'B  {fig.  4^)  sous  l'action  de  la  force  N,  expri- 
mons l'équilibre  entre  cette  force  et  les  actions  moléculaires 
développées  dans  une  section  quelconque  faite  en  H.  Nous 
appellerons  ds  la  longueur  primitive  d'un  élément  de  fibre 
moyenne  qui  part  de  H,  9  l'inclinaison  de  la  section  qui  passe 
en  ce  point  par  rapport  à  sa  direction  primitive.  La  section  in- 
finiment voisine  de  celle-là,  et  qui  en  était  primitivement  à  la 
distance  d$y  fait  maintenant  avec  elle  un  angle  ^d,  tandis  que 
le  parallélisme  existait  d'abord  entre  les  deux  sections.  Donc 

-T-  représente  l'angle  de  flexion  rapporté  à  l'unité  de  longueur, 

c'est-à-dire  la  quantité  nommée  ^  au  n**  17:  par  suite,  la 
somme  des  moments  des  actions  moléculaires  relativement  à 
l'axe  projeté  en  H  aura  pour  valeur  ^r^-y"*  et,  puisqu'il  y  a 
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équilibre  entre  ces  actions  et  la  force  N,  on  posera 

L'élément  qui  avait  primitivement  une  longueur  ds  a  pris 
une  longueur  différente  ds',  à  cause  de  la  compression  due  à 
la  force  N.  En  vertu  des  formules  élémentaires  relatives  à  l'ex- 
tension et  à  la  compression  simples^  on  aura  très-approxima- 
tivement 

(2)  ds'  =  ds(l-^\y 

en  négligeant  la  faible  inclinaison  de  N  sur  la  normale  à  la 
section.  Enfin,  puisque  la  composante  de  N  parallèlement  à  la 
section  est  aussi  très-faible,  il  est  permis  de  négliger  le  glisse* 
ment  transversal  et  de  regarder  une  section  primitivement 
normale  comme  l'étant  encore  après  la  déformation.  On  écrit 
en  conséquence  l'équation 

(3)  —  ds'.sin9  =  dy. 
Des  équations  (a)  et  (3)  on  tire 


dr  .   J       N\ 

valeur  qui,  substituée  dans  l'équation  (i),  après  avoir  diffé- 
rentié  celle-ci  par  rapport  à  *,  donne 

multipliant  par  2dO  ex  intégrant,  on  aura 

erM  -j- 1  =  2N  (  i j  cos 9  +  const. 

La  constante  peut  s'exprimer  en  fonction  de  la  valeur  6»  que 
prend  6  au  point  A';  car  en  ce  point  7  =  0,  et,  par  suite,  en 

vertu  de  (i),  -^  =  o.  Donc  on  pourra  poser 
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soU,  SOUS  une  autre  forme. 


V^2(COS0--  COSÔo) 

L'intégrale  du  second  membre  de  cette  équation  entre  les 
limites  5=:oet^  =  2aest  —  Kj  -  (i |;  l'intégrale  du 

premier  entre  les  mêmes  limites  est  connue  par  la  théorie  du 
pendule  simple.  Si  0  s'annule  i  fois  entre  B  et  A',  cette  inté- 
grale serait  le  temps  de  i  oscillations  d'un  pendule  simple  ayant 
pour  longueur  le  nombre  g^  accélération  des  corps  pesants 
dans  le  vide;  on  aurait  donc  approximativement  pour  sa  va- 
leur ITT  f  I  4--^')  >  en  négligeant  dans  l'expression  différen- 
tielle les  puissances  de  0o  supérieures  à  la  quatrième;  par 
suite,  on  posera 


'=)       ■■■'(- fi  )=T\/?(-^)- 

Or  les  équations  (i)  et  (4)^  appliquées  aux  points  tels  que  C, 
pour  lesquels  Q  s'annule,  en  même  temps  que  y  prend  une 
valeur  maximum/,  donnent 


ds 

^/de\' 

er 
d'où  l'on  tire 


■(S)'="<(-î)'-'"'''" 

ïï£  =  ,(.-ï),.-cos«.„ 
ou  bien,  à  cause  de  la  petitesse  de  0o, 

En  éliminant  0«  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  aura  défini- 
tivement, pour  déterminer  la  flèche. 
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N 
La  quantité  -  représente  le  rapport  du  raccourcissement  de  la 

pièce  à  sa  longueur  primitive  quand  on  suppose  que  la  com- 
pression se  fait  sans  entraîner  de  flexion  (n**  14);  ce  rapport 
est  nécessairement  petit,  car  l'expérience  prouve  qu'il  ne  sau- 
rait acquérir  une  valeur  notable,  même  en  se  rapprochant  de 
la  valeur  de  N  qui  produirait  l'écrasement  (*).  On  pourrait 
donc,  sans  avoir  à  craindre  une  erreur  notable  sur/,  poser 
l'équation 

Voyons  les  conséquences  qui  résultent  de  cette  expression. 
D'abord,  pour  que /soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait 


OU  bien 


N 
si  l'on  négligeait  -  devant  l'unité,  cette  inégalité  donnerait 

(9)  N  >-'!!' 

ce  qui  est  la  limite  iirférieure  de  N  fournie  par  notre  première 
analyse.  On  en  a  une  autre  un  peu  plus  forte  en  remarquant 
qu'on  a,  d'après  l'inégalité  (8), 

€ 


■4«-(.-^)' 


N 
ou,  à  fortiori^  en  remplaçant  dans  le  second  membre  -  par  la 


(  *  )  Par  exemple,  une  pression  de  25  kilogrammes  par  millimètre  carré  pro- 
duit la  rupture  par  écrasement  d'un  prisme  en  fer,  et  cependant  le  raccourcisse- 
ment correspondant  n'est  guère  que  o,ooa  de  la  longueur  primitive.  Pour  la 
fonte  et  le  bois,  ce  dernier  nombre  serait  un  peu  plus  fort,  mais  il  atteindrait 
rarement  une  valeur  maximum  supérieure  ou  même  égale  à  o^oi. 
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valeur  trop  faible  -j-r-  déduite  de  (9), 

4«  /f^ 


(-)  N>.r.^^,^^,.  ■{  Lihrary. 


La  valeur  de  N  doit  donc  être  tant  soil  peu  supérieur 

mite  er^  -, : ;  mais  elle  ne  doit  la  dépasser  que  très- 

peu.  En  effet,  si  le  contraire  avait  lieu,  on  aurait,  d'après  Té- 

quation  (  7  ),  -^  =  K,  K  désignant  une  quantité  de  grandeur 

e  ■,  ^ 

sensible;  donc  on  aurait  aussi /»=  Kr^l^»  et  attendu  que  ^ 

doit  être  un  rapport  assez  grand,  la  flèche  serait  grande,  ce  qui 
est  contraire  aux  données  que  nous  admettons  toujours  dans 
nos  calculs,  et  exposerait  la  pièce  à  la  rupture.  Les  pièces 
chargées  debout  et  fléchies  doivent  donc  être  considérées 
comme  étant  dans  un  état  d'équilibre  instable,  puisqu'un  faible 
supplément  de  compression  les  met  en  danger  de  se  rompre  : 
et  par  conséquent  on  doit  s'arranger,  dans  les  constructions, 
pour  rendre  impossible  la  flexion  de  ces  pièces. 

En  vertu  de  ce  que  N  dépasse  très-peu  la  limite  inférieure, 
l'équation  (7)  peut  encore  recevoir  une  autre  forme.  Soit  No 

ia     /NTT       m 
la  valeur  de  N  qui  satisfait  à  la  relation  i  ==  j^  V  "ë"  V  *~  "ê  j  ' 

on  aura 


¥=[\/?R)-\/ï(-T)Jf^/' 

la  quantité  entre  parenthèses  sera  considérée  comme  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  i/-  ( i  —  ^  )  ®^  remplacée  en  consé- 

(  ^l^\ 
quence  par^^^^^ — -^ ^  ^ — -1  soit,  avec  une  petite  er- 
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.    .              N  -  No     , 
peur  relative,  par -=;•,  donc  on  aura 


-y/! 


^_i6«r  N-N. 


ein 


W 


Or  —  est  encore  peu  différent  de  — 7— p  >  donc  enfin,  en  posant 
N  —  N«  =  AN.,  on  aura 

^_£28  ANo  a^ 

soit,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

Ainsi  donc,  pour  que  la  poutre  fléchisse,  il  faut  que  la 
force  N  atteigne  une,  certaine  limite  No,  pour  laquelle  la  flèche 
est  encore  nulle,  mais  est  sur  le  point  de  se  produire  ;  quand 
la  force  N  dépasse  cette  limite,  la  flèche  qui  se  produit  est 
proportionnelle  au  carré  de  la  longueur  primitive  et  à  la  ra- 
cine carrée  du  supplément  de  force  ;  elle  est  en  raison  inverse 
de  la  racine  carrée  du  moment  d'inflexibilité. 

Nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  une  limite  inférieure  de  N, 
en  dessous  de  laquelle  la  flexion  est  impossible  ;  il  en  existe 

pareillement  une  pour  la  longueur  na.  En  effet,  —  (  i 1 

étant  le  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  con- 
stante, on  a  nécessairement  i/—  (  I )  <^-?  et  comme  pour 

rendre  possible  l'équation  (7)  il  faut  que  cette  quantité  multi- 


2a 


pliée  par-; —  devienne  plus  grande  que  i,  on  aura  la  condi- 
tion 

2a>2i7rr. 

Mais,  pratiquement,  la  longueur  ainr  serait  encore  insufQ- 
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sanle  pour  rendre  la  flexion  possible  ;  caria  valeur correspon- 

N  I 

dente  de  —  serait  ->  ce  qui  entraînerait  bien  certainement  Té- 

crasement  dû  prisme. 

Pour  exprimer  la  limite  que  donne  cette  considération  de 
la  résistance  à  l'écrasement,  appelons  E|  la  plus  grande  valeur 
du  coefficient  d'élasticité  longitudinale  dans  la  section  de  la 
poutre,  Ra  la  compression  longitudinale  par  unité  de  surface 
qui  produirait  la  rupture.  On  aura 

—  <K,   et   7>^^,_.,^,^,; 

d'où  l'on  déduit 

Ra  t'TTV' 

El       4a'— i^Tiv' 
ou  bien 


2a>i7rrWi-4-g|- 


Si  l'on  veut  que  la  flexion  puisse  commencer  sanâ  compro- 
mettre la  pièce,  il  faut,  dans  cette  inégalité,  remplacer  R,  par 
la  limite  R"  de  la  compression  par  mètre  carré,  que  l'on  peut 
exercer  avec  sécurité.  Voici,  en  nombres  ronds,  les  valeurs 

de  Tri/  i-i-  j^  pour  quelques  matières  prises  avec  leurs  qua- 
lités physiques  moyennes  : 

Fer 90 

Fonte 4^ 

Bois  de  chêne 5o 

Si  l'on  avait  remplacé  Rs  par  R'',  les  résultats  seraient  devenus 
deux  fois  et  demie  ou  trois  fois  plus  forts. 

Quant  à  ce  qui  concerne  la  vérification  de  la  stabilité,  on  a 
déjà  dit  qu'il  fallait  éviter  dans  les  constructions  d'avoir  des 
pièces  chargées  debout  et  qui  pourraient  fléchir.  Cette  précau- 
tion prise,  la  charge  suivant  l'axe  donnerait  lieu  à  une  com- 
pression simple,  et  à  des  pressions  par  unité  de  surface  faciles 
à  calculer  en  chaque  point  (n""*  Ib  et  20).  Il  suffirait  ensuite  de 
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s'assurer  que  le  maximum  de  ces  pressions  n'atteint  pas  la  li- 
mite R". 

85.  Prisme  vertical  chargé  suivant  son  axe  et  encastré  à  ses 
deux  extrémités»  —  Dans  ce  cas,  si  Ton  se  contente  de  l'ana- 
lyse approximative  donnée  en  commençant  le  n**  84,  on  écrira 
réquation 

dans  laquelle  /x  désigne  le  moment  du  couple  produit  par  Ten- 
castrement.  En  posant/'  =  j  —  r^  et  désignant  par  C  et  D  deux 
constantes,  on  aura  successivement 

r  =  ^  +  Csm  —  i/ — hDcos— t/  — • 
•'N  r  y    e  r  y    e 

Or,  X  doit  s'annuler  pour  a;  =  o  et  :r  =  aa,  ce  qui  donne 

•£  +  Csin — 1/ hD  cos — if  —  =  o, 

N  r  y    e  r    y    e 

-j-  doit  aussi  être  nul  pour  les  mêmes  valeurs  de  Xy  et,  par 
suite,  on  a 


C  =  o,     D  sm  —  4/  —  =r  o. 

la  se 
et  C  =  o,  on  trouve 


En  faisant  dans  la  seconde  de  ces  quatre  conditions  -^  =  —  D 


2a^  /N 

cos 1/  — ==1, 

r  y    e 

équation  qui,  jointe  à  sin  — i/— =  0,  exige  que  Ton  ait 


a^  /N       . 
ry   e 
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OU  bien 

.    a' 
La  valeur  de  /  prend  alors  la  forme 

yz=  —  D  (  I  — cos j  • 

Ainsi,  la  moindre  valeur  de  la  force  N,  nécessaire  pour  pro- 
duire la  flexion  dans  ce  cas,  répond  à  i  =  i  et  a  pour  exprès- 

sion  — j-  -,  elle  est  donc  quatre  fois  plus  grande  que  dans  le 

CL 

cas  précédent.  La  courbe  affectée  par  la  fibre  moyenne  est  en* 
core  une  sinusoïde;  mais  elle  est  tout  entière  d'un  même 
côté  de  Taxe  des  x*  La  flèche  maximum^  égale  à  —  2D,  se  ]fto-' 

duit  pour  a?  =  -rj  3-r>  5-r>"-»  (21  — 1)-7>  tandis  qu'il  y  aurait 

des  ordonnées  nulles  pour  ^  =  2  -t>  4->  6-r5--->  2  a.  Cette 

flèche  reste  encore  indéterminée,  et  par  conséquent  il  y  a 
aussi  danger  de  rupture  quand  la  flexion  commence. 

La  considération  suivante  met  bien  en  évidence  l'effet  de 
l'encastrement.  Prenons  une  pièce  AB  {fig.  44)  maintenue  à 
.Fig.  44.        l'état  de  flexion  par  deux  forces  N  égales  et  con 
i^  traires,  appliquées  à  ses  extrémités  suivant  son 


axe  primitif.  La  courbe  produite  par  la  flexion 
N  sera,  par  exemple,  AGCH1)...B,  coupant  un 

nombre  pair  de  fois  la  ligne  AB  entre  les  points 
A  etB,  de  telle  sorte  que  le  nombre  des  portions 
telles  que  AGC,  comprises  entre  deux  ordonnées 
nulles  consécutives,  sera  au  contraire  impair. 
Nous  le  désignerons  par  2/1  + 1,  n  étant  un 
nombre  entier  positif.  L'équilibre  existant,  il  est 
clair  que  dans  la  section  normale  faite  en  G,  la 

|f  pièce  GCH. ..  supporte  l'action  d'une  force  verti- 

cale N  dirigée  suivant  AN,  qu'on  peut  remplacer 

"  par  la  même  force  appliquée  en  G  et  par  le  couple 

dont  le  moment  serait  N.GE.  De  même»  la  portion  de  pièce 


N 
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qui  est  supérieure  à  la  section  faite  en  K  reçoit  dans  cette  sec- 
tion desactions  égales  et  de  sens  contraire.  Donc,  si  Ton  imagine 
que  les  portions  AG  et  KB  soient  supprimées,  mais  qu'on  fasse 

agir  en  G  et  K  les  forces  N  et  les  couples  N .  GE,  Téquilibre  exis- 
tera toujours;  il  existera  encore  si  les  couples  sont  remplacés 
par  des  encastremejfits  qui  assujettissent  la  pièce  à  conserver 
sa  direction  verticale  en  G  et  K,  et  les  encastrements  donne- 
ront lieu  précisément  au  moment  N.GE;  car  s'il  en  était  diffé- 
remment, la  direction  de  la  pièce  changerait  en  ces  points. 
Alors,  la  partie  GCH..  .K  représentera  une  poutre  cTiargée 
debout  par  une  force  N  et  encastrée  à  ses  deux  extrémités; 
GK  serait  la  position  de  la  fibre  moyenne  de  la  poutre  dans 
l'état  primitif.  La  longueur  GK  de  celte  pièce  étant  désignée 

par  2a,  AB  sera  égal  à  2  a. •  Donc  on  peut  conclure  que 

si  la  pièce  GK  doit  présenter  dans  sa  longueur  2 /»  —  1  points 
où  la  tangente  serait  verticale,  non  compris  G  et  K,  après  la 
déformation  e|le  sera  identique  avec  la  courbe  ayant  2»  ordon- 
nées nulles  entre  les  extrémités,  qui  se  produirait  sous  l'ac- 
tion de  la  même  force,  en  supprimant  l'encastrement  et  pro- 
longeant la  pièce  de  manière  à  multiplier  la  longueur  par 

-,  seulement  il  faut  observer  qu'après  cette  modification 

la  flèche  maximum  sera  réduite  à  moitié,  puisqu'elle  devien- 
dra GË  au  lieu  de  LH. 
On  pourrait  donc  appliquer  les  formules  du  n°  84,  en  y  rem- 

1  *   •  271  +  I      ^  I  ^ 

plaçant  i  par  2w  -+- 1,  2a  par  na.  ■ ?  /par  -/. 

L'observation  qui  termine  le  n°  84,  relativement  à  la  stabi- 
lité, serait  encore  exacte  dans  le  cas  actuel. 

86.  Prisme  vertical  encastré  à  une  extrémité  et  sollicité  à  F  autre  par 
une  force  oblique  et  un  couple,  —  Soit  une  pièce  dont  la  fibre  moyenne 
pririiitive  coïncide  avec  la  verticale  AB  [fig.  45  )  et  devient  A'B  après  la 
flexion.  En  B  est  un  appui  avec  encastrement;  en  C,  à  une  distance  A'C  =  / 
de  l'extrémité  supérieure ,  agit  une  force  R  dont  les  composantes  hori- 
zontale et  verticale  sont  P  et  N  ;  devant  cette  force  on  néglige  le  poids 
propre  de  la  pièce. 
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L'équation  générale  (i)  du  n'^iS  devient  ici 


en  prenant  pour  axes  coordonnés  les  lignes  B^, 
Bj,  et  posant  AA'  =  /,  AB  =  aa.  Pour  intégrer 
cette  équation ,  on  en  cherchera  d'abord  une  so* 
lution  particulière ,  qui  sera  la  valeur  de  y  pour 
laquelle  le  second  membre  devient  nul.  Soit^' 
cette  valeur,  on  aura 

j*  satisferait  bien  à  Téquation  (  i  ) ,  car  le  premier  membre  serait  nul 
comme  le  second.  Posons  maintenant 

u  étant  une  inconnue  auxiliaire.  On  aura 

d}y  _â}u 

et,  par  suite,  en  substituant  ces  expressions  de  y  et  de  -^  dans  l'équa- 
tion (i), 

.d^u 


d'où  l'on  tire 


u  =  Csin-i  /- -f-Dcos-i  /"-? 
r\  e  r  \  e 


relation  dans  laquelle  G  et  D  sont  des  constantes  arbitraires.  Donc  finale- 
ment l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 

(i)         -^  =  /4-/4-J(2«-^)  +  CsinJ^^  +  DcosJy/^. 

On  éliminera  les  constantes  en  exprimant  que  pour  x  =  o  on  a 

dr 

ce  qui  donne  _ 

et  si  Ton  substitue  dans  (2)  les  valeurs  de  C  et  de  D,  on  trouvera 
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n  y  a  encore  dans  cette  équation  une  inconnue  auxiliaire  /,  dont  la 
valeur  est  celle  que  prend  jr  pour  a:  =  aa;  on  aura  donc,  pour,  la  déter- 
miner, , 

3Lr  suite, 

2û      /N 


et,  par  suite, 

(4) 


Les  équations  (3)  et  (4)  suffisent  pour  faire  connaître  la  courbe  A'B. 

P 

•  Lorsqu'on  suppose  que  /  et  ^  ne  sont  pas  deux  quantités  très-petites, 

il  est  nécessaire,  pour  que  la  flèche  reste  petite,  que  —  i /—  soit  un 
petit  arc.  Or  on  a  généralement 

z'  z* 

C08z  =  I h... ,      tangz  =  z  +  -j-f  ...; 

donc,  si  Ton  néglige  la  quatrième  puissance  de  z  et  les  puissances  supé- 
rieures, on  pourra  écrire 

f  est  alors  la  somme  des  valeurs  obtenues  en  supposant  successivement 
P  =  o,N  =  o,  cequi  n'avait  pas  lieu  quand  on  faisait  entrer  jr  et  /dans 
Texpression  du  moment  fléchissant,  c'estrà-dire  quand  on  tenait  compte 
des  changements  que  les  déformations  elles-mêmes  apportent  dans  les 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  la 
fibre  moyenne. 

Quant  à  la  résistance  de  la  pièce,  on  voit  qu'il  y  aura  dans  les  diverses 
sections  une  force  de  glissement  P,  une  force  N  produisant  une  compres* 
sion  simple,  et  un  moment  fléchissant  variable  N(/+/--/)  +  P(2<?  — av) 
dont  le  maximum  aura  lieu  en  B  et  sera  N  (l-hf)  H-  aPû.  Il  n'y  a  d'ailleurs 
rien  de  particulier  à  dire  sur  ce  cas,  à  part  la  condition  que  Farç 

— 4 /—  doit  ôtre  petit;  et  quand  on  aura,  par  la  méthode  générale  expo- 
sée au  §  m  du  chapitre  I*%  calculé  les  tensions  maxima  de  toute  nature 
dans  une  section  quelconque,  on  s'assurera  que  les  dimensions  sont  suf- 
fisantes en  procédant  comme  aux  n**  80  et  suivants. 
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CALCUL  DE  LA  POUSSÉE  EXERCÉE  PAR  UN  ARC  REPOSANT  SUR  DEUX  APPUIS 
FIXES,  LORSQUE  LÀ  SECTION  EST  CONSTANTE  ET  QUE  LA  FIBRE  MOYENNE, 
PRIMITIVEMENT  CIRCULAIRE ,  SE  DÉFORME  EN  RESTANT  DANS  UN  MÊME 
PLAN  VERTICAL. 


§  !•'.  --  Poussée  due  à  Ane  force  isolée,  horizontale  on  verticale , 
à  un  conple  et  à  nne  dilatation  linéaire  indépendante  dea 
charges. 

87.  Des  questions  qui  doivent  être  traitées  dans  ce  chapitre, 
—  Dans  les  constructions ,  il  arrive  assez  souvent  que  les 
pièces  courbes  employées  opt  une  section  constante,  et  que 
leur  fibre  moyenne  est  un  arc  de  cercle  situé  dans  un  plan 
vertical.  La  pièce  est  symétrique  par  rapport  à  ce  plan ,  et 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  elle  y  sont  contenues;  de 
telle  sorte  que  la  condition  du  n*?  48,  nécessaire  pour  que  la 
déformation  soit  plane,  se  trouve  naturellement  satisfaite. 

Les  arcs  sont  ordinairement  supportés  à  leurs  extrémités 
par  deux  appuis  placés  dans  un  même  plan  horizontal,  et  dis« 
posés  de  manière  à  rendre  invariable  la  distance  des  deux 
points  de  l'arc  avec  lesquels  ils  sont  en  contact;  mais  ils  ne 
doivent  pas,  en  général,  être  regardés  comme  produisant  un 
encastrement. 

Nous  nous  proposons,  dans  le  cours  de  ce  chapitre,  d'établir 
des  formules  qui  permettent  de  calculer,  seulement  par  des 
opérations  algébriques,  les  réactions  des  appuis  d'un  arc  placé 
dans  de  telles  conditions,  les  forces  étant  supposées  quelcon- 
ques; et,  en  second  lieu,  de  réduire  ces  opérations  aux  calculs 
numériques  les  plus  simples,  pour  le  cas  usuel  où  les  forces 
ne  seraient  autre  chose  que  des  poids. 

88.  Notations  principales  de  ce  chapitre.  —  Soit  donné  Tare 
AEB  {fig.  46  ),  reposant  sur  les  deux  appuis  A  et  B,  et  suppor- 

I.     U«  ÉDIT.  i5 
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tant  une  force  isolée,  appliquée  dans  la  section  qui  rencontre 
la  fibre  moyenne  en  G.  Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la 

corde  AB ,  pour  axe  des  jr  la 
verticale  0/  passant  parle 
centre  0  du  cercle  dont  l'arc 
AEB  fait  partie.  Nous  dési- 
gnerons par 

2 a  la  corde  AB; 
/la  flèche  ËK; 
•      p  le  rslyon  du  cercle; 
a  Tangle  fait  par  le  rayon  Correspondant  à  un  point  D  quel- 
conque pris  sur  AEB  avec  Taxe  des  j; 
9  l'angle  BOE  de  la  verticale  avec  les  rayons  des  naissances; 
Q  la  valeur  particulière  de  a  qui  répond  au  point  C; 
T>  0,  T,  Q'  les  composantes  des  réactions  en  B  et  A  suivant 
l'horizontale  et  la  verticale,  et  dans  le  sens  indiqué  par 
la  figure. 

Nous  conservons  de  plus  aux  lettres  e,  r,  X,  N,  t,  s  le  sens 
qui  leur  est  attribué  dans  les  formules  générales  du  chapitre  II. 
Enfin,  nous  appelons  X'  et  N',  comme  aux  n*»*  53  et  suivants, 
les  valeurs  que  prennent  X  et  N  lorsqu'on  n'y  fait  pas  entrer 
la  composante  horizontale  de  la  réaction  des  appuis. 

89.  Poussée  produite  par  un  poids  isolée  —  Supposons  d'a- 
bord l'arc  AEB  soumis  à  un  poids  unique  H  agissant  en  C,  et 
faisons  abstraction  de  son  poids  propre,  sauf  à  voir  par  la  suite 
comment  on  en  tiendra  compte.  Nous  avons  les  équations 
d'équilibre  entre  les  forces  extérieures  du  système 

Q-Q'  =  o, 
T-hT'~n=:o, 

np{sin(p  -h  sin9)  =  2Tpsin<p, 

dont  les  deux  premières  expriment  la  nullité  de  la  résulunte 
de  translation,  et  la  troisième  la  nullité  de  la  somme  des  mo- 
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ments  par  rapport  au  point  A.  On  en  lire 


2     \        smcp/ 
2.     \        sincp/ 


Q-Q'. 

T  et  T'  étant  connus,  il  reste  à  connaître  Q.  Nous  pourrions  y 
parvenir  par  l'application  pure  et  simple  de  la  formule  (  i5)  don* 
née  au  n®  54  ;  mais  il  est  plus  commode  de  ramener  le  problème 
afu  cas  d'une  pièce  symétrique  et  symétriquement  chargée. 
Pour  cela,  nous  ajouterons  un  autre-poids  H  en  un  point  G 
symétrique  de  C.  Soit  alors  Qi  la  réaction  horizontale  de  l'ap- 
pui B.  Si  l'on  se  reporte  aux  considérations  du  n®  67,  et  si  l'on 
remarque  en  outre  que  la  réaction  horizontale  s'annule  en 
supprimant  les  deux  poids,  on  voit  qu'entre  Q  et  Q»  existera 
la  relation 

Nous  déterminerons  Tînconnue  auxiliaire  Qi  au  moyen  de  la 
formule  (i6)  du  n**  54,  dans  laquelle  il  faudra  faire  r=:o, 

y,  -^ 


Jq    er^  dx  Jq    e  ds     ^ 

En  calculantles  valeurs  de  X'  et  de  N',  on  devra  observer  que, 
après  l'addition  du  second  poids  n,  les  réactions  verticales  des 
appuis  sont  égales  et  contraires  à  H.  Donc,  si  l'on  exprime 
toutes  les  variables  en  fonction  de  a,  on  aura 

.         „  ^      (X':=:np(sin9  — sin0), 

depuis  a  =  o  jusqu  a  a  ==:  ô,    {  ^^,  ^ 

(  N'  =r  o , 

,       .  -,        „  (X'=np(sin<p  — sina), 

depuis  a  =  9  jusqu  a  a  =  9,     {  ^^,  „   . 

(  N'  =  --nsina; 

jz=p(cosa  — cos(p),    x:=:psma, 

ds:=pda,  dx^=ptos(xdat; 

i5. 
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par  suite,  e  et  r^  étant  ici  des  constantes,  et  p  pouvant  être 
remplacé  par-i — » 

=  — ^(sinç  —  sinô)  /     (cosa  — cos<p)rfa 

H È-  1      nsinç  —  sina)  (cosa  —  cos<p) 

;sin'(p  sina  cosa  jrfa, 

^    \€r^dx  '^  e  ds) 
=  —    /      (cosa— cos(p)'-f-^sin^<pcos^a   rf«. 

Toutes  les  intégrales  qui  se  présentent  ici  nous  sont  déjà 
connues.  On  effectuera  le  calcul;  puis,  doublant  le  dénomina- 
teur de  Qi ,  on  aura  la  valeur  cherchée  ;  elle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

r' 
A 5-sin'(p(sin»9—  sin'0) 

(I)  Q-n-     ^^ 


B  -f-  —  sin'(p(9  -hsinçcoscp) 


en  représentant  par  A  et  B  les  expressions 

A  =  -  (sin^©  —  sin*0)  -f-  cos<p  (cosô  -f-  Ssinô  —  coscp  —  çsinç), 
B  ==9  +  açcos'ç  —  Ssinç  coscp. 

90.  Poussée  produite  par  une  force  horizontale.  —  Nous 
supposerons,  en  second  lieu,  la  force  horizontale  S  placée 
en  C,  comme  l'indique  la  fig.  46»  et  en  même  temps  nous 
supprimerons  toute  autre  force.  Il  s'agit  encore  de  calculer 
les  réactions  des  appuis  T,  Q,  T',.  (y. 

Les  équations  d'équilibre  des  forces  extérieures  deviennent, 
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dans  ce  cas, 

T  -4-  T'  ==  o , 

Sp  (cosS  —  COS9)  =  2Tpsinf , 

d'où  Ton  peut  déduire  immédiatement  T  et  T', 

j_    rp,  __gCose  —  C0S9 

2  sin  <p 

Pour  arriver  à  connaître  Q  et  Q',  nous  emploierons  le  même 
artifice  que  dans  le  cas  précédent.  Nous  ajouterons  au  point  G 
une  force  —  S  symétrique  de  la  première;  alors  Qi  étant  la 
poussée  en  B,  on  aura  (n®  66) 

et  puisque  Q  —  Q'  =  S, 

2  2 

2  ^  2 

Reste  à  déterminer  Qi  ;  ce  que  Ton  fera  au  moyen  de  la  for- 
mule (i6)  {n?  54),  dans  laquelle  on  supprimera  i^a.  Or,  après 
l'addition  de  la  seconde  force  S,  T  et  T'  sont  nuls,  et,  par 
suite,  on  a 

X'  =  Sp(cosa  — cosO), 


depuis  a  =5  o  jusqu'à  a  =  ô,     ,  ^„ 

|N'=:Scosa; 

depuis  a  =  0  jusqu'à  «  =  9,       X'  1=:  o,    N'  =  o. 
Donc 

=     1  /     [(cosa— -cos9)(cosa  — C0S9)H — jsin'çcos^Jrfa 

=  -^  :0  — sin0  cose  — 2sin0  cos<p  -+-2Ô  cosô  cosç 

-+--;  sin*<p(0  -+-  sin 6  cose)|- 

,    D'ailleurs  le  dénominateur  de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur 
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de  la  poussée  reste  le  même  que  dans  le  cas  précédent  :  c'est 
la  moitié  du  dénominateur  de  la  formule  (  i  ).  Donc  on  trouvera 


(2)        -Q.=s 


A'  -i -sin2flp(e-f-sinôcos0) 


ia 


2  -         r 

B.-f-~  sin^<p(<p  +  sincp  cosç) 

formule  dans  laquelle  B  a  la  même  valeur  qu'au  n*»  89,  et  A' 
représente  la  quantité 

A'  =  -0  —  -sîn0cos0-~sîn9cos<p  -î- 9cos0cos9. 

Connaissant  Qi,  on  en  déduit  aisément,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  les  poussées  réelles  Q  et  Q'.  Il  est  clair  d'ailleurs 
que  si  la  force  S  venait  à  changer  de  sens,  il  en  serait  de  même 
de  Qi .  En  représentant  par  —  Q,  la  valeur  que  Von  obtien- 
drait alors,  on  aurait 

ce  qui  montre  que  Q  et  Q'  prendraient  aussi  les  mêmes  va- 
leurs que  tout  à  l'heure,  mais  en  sens  contraire.  Il  existerait 
en  B  une  force  égale  à  la  demi-somme  des  forces  Qi  et  S  di- 
rigée vers  les  x  positifs  ;  en  A  agirait  une  force  égale  à  la 
demi-différence  de  S  et  de  Q, ,  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  de  ces  deux  forces.  Il  faudrait  encore ,  bien  eniendu> 
joindre  à  ces  composantes  horizontales  les  composantes  vw 
ticales  correspondantes. 

91.  Poussée  due  à  V action  d'un  couple.  —  En  troisième 
lieu,  considérons  le  cas  ou  un  couple  de  moment  fx  serait  ap- 
pliqtié  à  la  section  normale  faite  en  C.  Ce  couple  est  situé 
dans  le  plan  de  l'arc,  et  nous  supposons  qu'il  tend  à  le  faire 
tourner  dans  le  sens  des  moiaents  p(»sitifs. 

On  déterminera  la  réaction  verticale  T  en  prenant  les  mo- 
ments relativement  au  point  A,  ce  qui  donnera 

aûT'^fA  =  o, 
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•d'où 

On  a  d'ailleurs,  pour  les  conditions  de  Véquilibre  de  trans* 
latîon, 

Q-Q'=o. 

Les  deux  poussées  Q  et  Q'  étant  égales,  chacune  d'elles  sera 
la  moitié  de  la  poussée  Q,,  qu'on  obtiendrait  en  ajoutant  un 
couple  symétrique  du  premier  (n*»  67).  Après  cette  addition, 
la  réaction  verticale  T  serait  nulle;  donc  on  aurait 

emr«a  =  o  eta  =  fl X'  =  |ti, 

entre  «=6  et  a  =  <p X'^=o, 

dans  toute  rétendue  de  l'arc. . .     N'=:o. 

Par  conséquent. 


0.= 


J^^     \er^  dx       eds)  J^    \er*  dx       e  ds / 


L'intégrale  du  dénominateur  est  déjà  connue ,  puisque  c'est 
la  même  que  dans  les  deux  cas  précédents.  Quant  au  numé- 
rateur, on  posera 

X^rf^  — -£-  /     (cosa  — cos9)rfair=-£-:(sin9  — Soos©); 

on  aura  donc 

-(sinô  —  Ocostp) 
(3)  Q  =  lQ,=  pt  P 


2  r 

B-f--;sin*(p((p  -hsinçcosç) 

Si  le  sens  de  n  élaii  ceniraire  à  celui  que  fious  a¥Ofis  snp* 
pasé,  il  fi'y  aurait  qu'à  changor  son  signe  dans  cette  exiires- 
aaa;  la  mêiae  chose  aurait  lieu  si  on  plaçait  le  couple  dansia 
section  faite  au  point  G ,  :pottr  lequel  6  «st  le  ooéme  en  yateiir 
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absolue.  On  peut  donc  regarder  la  formule  (3)  comme  géné- 
rale, à  la  condition  de  donner  à  fx  un.  signe  d'après  la  conven- 
tion établie  pour  les  moments  X  (n**  43  )  et  de  regarder  9  comme 
positif  ou  négatif,  suivant  qu'il  sera  compté  à  droite  ou  à 
gauche  de  la  verticale.  Le  signe  qui  affectera  la  valeur  de  Q 
montrera  si  cette  force  est  dirigée  comme  l'indique  la  figure 
ou  en  sens  contraire.  Ainsi,  quand  /jl  et  d  sont  de  signes  con- 
traires, Q  est  négatif  d'après  la  formule  (3);  l'arc  tire  ses 
,  appuis  au  lieu  de  les  pousser. 

92.  Poussée  due  à  une  dilatation  résultant  de  causes  indé-- 
pendantes  des  charges»  —  On  obtiendra  la  poussée  qui  se  pro- 
duirait indépendamment  de  toute  force  agissant  sur  l'arc,  en 
vertu  d'une  dilatation  de  sa  fibre  moyenne  par  l'effet  de  la 
température  et  du  calage,  si  l'on  fait  dans  la  formule  X'  =  o, 
N'  =  o.  On  trouvera 

^  za 


Jq    \er^  dx       e  ds  ) 

ou  bien,  en  substituant  au  dénominateur  la  valeur  calculée  au 
n«>89, 

ixa—r 
Q=- P! 


r* 
B-4-  -;  sîn^(p(9  -hsincpcosç) 


Cette  expression  de  Q  peut  encore  s'écrire  comme  il  suit,  en 
remplaçant  p  par  -^ —  : 

«  ,2eTSin'<p.-- 

(4.)  Q= -i 


B  -h  —  sin'9((p  -hsinçcosç) 


Dans  le  cas  où,  au  lieu  d'une  dilatation,  il  existerait  en  réa- 
lité une  contraction,  ce  qui  peut  arriver  si  la  température  est 
suffisamment  basse,  la  même  formule  donnera  encore  la  réac- 
tion horizontale  des  appuis;  seulement  cette  réaction  serait 
une  traction,  au  lieu  d'être  une  poussée. 
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On  remarquera,  en  outre,  que  si  aucune  force  n'agit  sur  l'arc 
en  dehors  des  points  A  et  B,  les  appuis  ne  pourront  pas  exercer 
de  réaction  dans  le  sens  vertical,  car  les  forces  qui  proviennent 
de  ces  appuis,  devant  se  faire  équilibre,  sont  nécessairement 
dirigées  suivant  la  ligne  qui  les  joint. 

§  IL  —  Recherche  de  la  poussée  produite  par  des  forces 
quelconques  et  par  la  dilatation. 

93.  Cas  d'un  arc  soumis  à  des  forces  discontinues  quel- 
conques et  à  une  dilatation  produite  par  d'autres  causes.  — 
Nous  prendrons  maintenant  un  arc  satisfaisant  toujours  aux 
conditions  du  n°  87,  et  nous  supposerons  qu'il  éprouve  d'une 
part  l'action  d'un  nombre  quelconque  de  forces,  et,  en  second 
lieu,  une  dilatation  linéaire  provenant  d'autres  causes,  comme 
les  changements  de  température  et  le  calage. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  aux  n*»»  64  et  65,  on  peut  d'abord 
remplacer  chaque  force  par  deux  composantes,  l'une  verticale, 
l'autre  horizontale,  appliquées  toutes  deux  au  centre  d'élasti- 
cité de  la  section  sur  laquelle  agît  la  force  primitive,  et  par  un 
couple;  puis  faire  la  somme  des  poussées  produites  sur  chaque 
point  d'appui  par  toutes  ces  composantes  et  par  la  dilatation 
linéaire,  considérées  comme  agissant  successivement  chacune 
à  l'exclusion  de  toutes  les  autres.  Or  les  formules  (i),  (2),  (3) 
et  (4),  qui  viennent  d'être  établies  dans  le  §  I"  de  ce  chapitre, 
permettent  de  calculer  les  différents  termes  de  cette  somme; 
donc  on  a  le  moyen  de  connaître  les  poussées  totales  Q  et  Q' 
qui  sont  exercées  sur  les  deux  appuis. 

Quant  aux  réactions  verticales  T,  T',  leur  détermination 
n'exige  que  l'emploi  de  la  statique  ordinaire  des  systèmes  in- 
variables. On  a  vu  au  n®  53  comment  on  peut  les  obtenir. 

94.  Ceu  où  il  existe  des  forces  réparties  d'une  manière  con^ 
tinue.-^Le  cfas  où  il  existe  des  forces  réparties  d'une  manière 
continue  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  celui  qu'on 
vient  d'examiner.  Pour  passer  de  l'un  à  l'autre,  il  suffit  d'ima- 
giner que  les  diverses  forces  considérées  au  n*>  93  décroissent 
de  plus  en  plus,  et  qu'en  même  temps  leurs  points  d'application 
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$e  rapprochent  indéfiniment  les  uns  des  autres.  Quelles  que 
soient  la  grandeur  des  forces  et  la  distance  des  points  snr  les- 
quels elles  agissent,  la  poussée  horiTontale  s'obtiendra  toujours 
en  faisant  la  somme  des  poussées  dues  aux  actions  séparées  des 
diverses  forces  élémenlaires.  Par  conséquent,  lorsqu'il  s'agira 
d'une  répartition  continue,  on  devra  chercher  l'intégrale  d'une 
poussée  infiniment  petite,  entre  des  limites  déterminées. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  une  charge  répartie 
d'une  manière  continue  entre  les  sections  normales  qui  font 
avec  la  verticale  les  angles  Ot  eiô^;  soit  FdO  la  force  qui  solli- 
cite la  partie  de  la  pièce  dont  la  fibre  élémentaire  moyenne 
correspond  à  l'angle  dd;  soit  en  outre  ^Q  la  poussée  infini- 
ment petite  qui  serait  exercée  sur  l'un  des  appuis  dans  le  cas 
où  la  force  Frf0  existerait  seule.  Cette  poussée  rfQ  se  calculera 
au  moyen  des  formules  (i),  (2)  et  (3),  en  faisant  la  somme  de 
trois  poussées  dues  aux  deux  composantes  de  FdO  suivant  les 
axes  coordonnés,  et  au  couple  provenant  du  transport  de  cette 
force  au  centre  d'élasticité  de  la  section  sur  laquelle  elle  agit. 
On  trouve  ainsi,  en  désignant  par  k,  m,  n  des  fonctions  connues 

de  e, 

dQ=::  {k  -\-  m-h  n)TdB; 

d'où  l'on  tii^,  |K)ur  la  poussée  due  à  l'ensesaMe  des  forces  VdB^ 

{k'-{-m'hn)Fd9. 

Un  procédé  approximatif,  qui  sera  souvent  susceptible  d'^re 
appliqué  avec  avantage,  cofislsterait  à  partager  la  portion  de 
pièce  comprise  entre  les  sections  répondant  aux  angles  &i  ec  9t 
en  plusieurs  parties,  pour  lesq[ueUes  on  déterminerait  à  part 
l'intensité  et  le  point  d'application  de  la  récitante  des  charges. 
Dans  le  cas  où  l'on  aurait  eu  soin  de  prendre  le  nombre  de  ces 
parties  assez  grand  pour  que  chacune  d'elles  ne  répondît  qu'à 
une  faible  fraction  de  la  pièce  entière,  on  pourrait  négliger  dans 
cette  étendue  les  petites  variatic»%s  des  quantités  A*,  m,  1»  et 
déterminer  la  poussée  comme  si  l'on  avait  une  série  de  forces 
discontinues  dont  chacune  serait  une  des  résultantes  paitielies 
par  lesquelles  on  aurait  remplacé  la  force  totale*  Bar  exempte, 
si  l'arc  suppoitait  une  charge  d'eau,  on  parta^eraift  la  Binre 
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moyenne  en  quinze  parties,  ou  un  nombre  moindre,  sui^nt  le  ' 

degré  d'approximation  désiré;  on  chercherait,  par  les  procédés 
connus,  la  pression  totale  répondant  à  chacune  de  ces  parties, 
et  on  regarderait  Tensemble  de  ces  résultantes  comme  pouvant 
être  substitué  à  la  charge  primitive.  De  cette  manière,  le  pro- 
blème est  ramené  aux  termes  du  n°  93. 

Kous  allons  donner  quelques  exemples  de  la  déiermination 
des  poussées  horizontales  par.  une  intégration. 

95.  Previeb  exemple.  Poussée  produite  par  le  poids  de  Tare 
ou  par  un  poids  uniformément  réparti  sur  une  certaine  portion 
de  sa  longueur.  ■—  L'exemple  qui  se  présente  naturellement  le 
premier  consiste  dans  la  recherche  d'une  poussée  horizontale 
dont  nous  avions  fait  abstraction  tout  à  l'heure  :  nous  voulons 
parler  de  celle  qui  est  due  au  poids  propre  de  Tare.  Cette  ques- 
tion est  un  cas  particulier  de  celle  qui  a  pour  objei  de  tcouv^ 
la  poussée  horizontale  produite  par  un  poids  réparti  uniformé- 
ment,  suivant  la  longueur  de  la  ûbre  moyenne,  eiUre  deux 
points  quelconques  de  Tare  ;  c'est  ce  problème  plus  général 
que  nous  allons  résoudre  d'abord. 

Soient  p  le  poids  qui  agit  sur  l'unité  de  longueur  de  la  fibre 
moyenne,  Si  et  6,  les  angles  limites  entre  lesquels  agit  la  charge 
totale  exprimée  paT;ip(0a  —  Oi).  Nous  supposons  que  le  poids 
élémentaire  ppd6,  qui  correspond  à  une  portion d*arc  comprise 
entre  les  angles  6  eiO-^dO,  est  appliqué  à  la  fibre  moyenne. 
C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  si  l'on  ne  considère  que  le 
poids  propre  d'un  arc  homogène;  mais  cela  ne  serait  pas  ri- 
goureusement vrai  si  Ton  y  ajoutait  une  surcharge  uniforme 
reposant  directement  sur  les  points  les  plus  élevés  de  la  pièce. 
Chaque  élément  de  cette  surcharge ,  agissant  au  point  supé- 
rieur d'une  section  inclinée,  devrait  être  reporté  sur  la  fibre 
moyenne  en  un  point  n'appartenant  pas  à  sa  propre  verticale, 
ce  qui  donnerait  Heu  en  même  temps  à  l'introduction  d'un 
couple.  Toutefois,  en  pratique,  on  conçoit  bien  que,  eu  égard 
aux  incertitudes  de  la  théorie,  il  ne  convient  pas  de  s'arréler  à 
d'aussi  minutieux  détails. 

Gela  posé,  la  poussée  infininseni  petite  dQ ,  produite  par  le 
poids  pfdQ  qui  charge  rélémeot  pdQ  de  la  fibre  moyenne. 
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aura  pour  valeur,  d'après  la  formule  (i)  (n''  89}, 

r* 
A -jSin'(p(sin'9  —  sîn'O) 

rfQ  = ''-^ pprfÔ. 

B  4-  —  sin*<p(9  -4-sin<pcoscp) 

Chassant  le  dénominateur  et  intégrant ,  après  avoir  divisé  les 
deux  membres  par /^p,  on  trouvera 

^  [^  "^  oî ^^'^'^  (?  "^  sin?  cos9)J 

=  r  \d^ — ^^sin^çnea  — ei)sin'<p— r  *sin»erfe|- 

Le  calcul  du  second  membre  s'effectue  au  moyen  des  inté- 
grales que  nous  connaissons  déjà  et  de  la  suivante  : 

/  ôslnerfe^:  — ecosO-h  icosOdO^  —  OcosO  -f-sinô; 

il  donne,  pour  déterminer  la  poussée  totale  cherchée,  la  rela- 
tion 

[^  -+-  5sin»9i(<p  4-  sin?  cos(p)J  ^ 

=  f-sin'<p  —  cos*9  — çsinçcosç  — t)  (ôa—  0i) 

H-  j  (sine,  COS0,  —  sin  9^  cosS.)  H-  acosçCsinô,  —  sinS,) 

—  cos  cp  (  6,  cos  6,  —  6,  cos  e,  ) 

~  Ï7«  ^*"' ?  [(  0a  -  e. )  (sin»?  -  i) 

-+--sinejCOse,  — isinôicosffi  • 
2  ^  J 

Cette  formule  fait  connaître  la  poussée  horizontale  due  au 
poids  propre  de  l'arc  :  pour  cela  il  faut  mettre  au  lieu  de  p  le 
poids  d'un  prisme  droit  ayant  même  section  transversale  et 
un  mètre  de  hauteur,  et  faire  en  même  temps  6»=  (p,  6i  =  —  <p. 
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Si  l'on  pose 

^       I       5       ,  .  9  sin® 

C  =  7- cos'<p  —  (psmçcosç  -hjCOs<f — ^j 


Tk       ^  l  '  -,         '       ï  sino\ 


on  obtient  la  formule  suivante,  applicable  d'ailleurs  à  tous  les 
cas  où  Tare  entier  supporterait  une  charge  uniformément  ré- 
partie sur  sa  longueur  : 

C  — D~*sin«(p 

(5)  Qr=r2/ip(p- 


B  -h  —  sin'9(cp  -^  sincpcoscp) 


96.  Deuxième  exemple.  Poussée  produite  par  une  charge 
uniformément  répartie  suii^ant  l'horizontale.  —  Lorsque  la 
charge  sera  répartie  uniformément  suivant  l'horizontale,  en 
appelant/^  celle  qui  répond  à  l'unité  de  longueur  mesurée  sur 
la  projection  horizontale,  l'élément  de  fibre  moyenne  p</ 9, 
qui  a  pour  longueur  projetée  pcos6d0,  supportera  le  poids 
pp  cosftûfÔ.  La  poussée  produite  par  ce  poids  sera  (n*»  89) 


dQ=zppcos6d6 


A -sin'o(sin'<p  —  sin'6) 


2  a 


B  -h  —  sin'9(cp  -h  sinçcoscp) 


Pour  avoir  la  poussée  totale  due  à  la  somme  des  charges 
ppcos6d9  répartie  d'une  manière  continue  sur  la  portion  d'arc 
comprise  entre  les  angles  0i  et  02,  on  intègre  cette  expression 
entre  les  limites  0,  et  6a.  Cela  conduit  à  la  recherche  d'une 
seule  intégrale  que  nous  n'avons  pas  déjà  employée  :  c'est 
/  9  sin0  COS0  rfô.  Or  l'intégration  par  parties  donne 

resinScosôrfe^rf  ôsin^e  — -  j  sin^Ôde 

—  -9  sin* 6  —  y  9  -+--7sin0  cosô. 

^  4       4 

On  trouve  donc  facilement  la  poussée  demandée,  qui  est 
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exprimée  par  1     rfQ;  elle  sera  fournie  par  requation 

Je, 

[^  +  ^sin^(p((p  -h  sincp  CQS9)J  — 

=  ( -sin^cp—  cos^cp  —  cpsin9COS9J  (sin02  — sin0,) 
—  g(sin»ô,~-sin*ôi)-f-i(0,—  e,)cos? 

-h  -(ôjsin^ea  — 0iSîn^0,)coscp 

3 

-f-  -^(sin0acosâî  — siaeicos0i)cos<p 

^jSin^ç   (sin^,—  siaôi)sin'(p--^(sin'ôa— siB'0,)  • 

Lorsque  l'arc  entier  se  trouve  chargé  d'un  poids  réparti 
uniformément  suivant  une  parallèle  à  la  corde,  il  faut  faire 

CL 

6j  =:  —  (p ,  9s  =  <p;  en  remplaçant  p  par  -: —  et  posant 

C  =  —  -7  -*-  —  sin^cp  -I-  y  COS9  -7-^^ cp  sincp  coscp, 

4       12        ^      4  smcp      2  ^       ^        ^ 

on  obtient  la  valeur  suivante  de  la  poussée  : 


C- 


^     (6)  Q  =  2;>a 


B+  ~sin'9(9  -4- sincp  coscp) 


§  m.  —  Détails  snr  la  détermination  de  la  poussée  produite  par 
des  poids  et  par  une  dilatation  indépendante  des  charges. 

97,  Remarques  préliminaires  au  sujet  de  la  formule  (i)  du 
n*»  89.  —  Cette  formule  a  une  importance  particulière,  parce 
qu'elle  donne  la  poussée  horizontale  produite  par  un  poids 
isolé  agissant  sur  un  arc  circulaire  à  section  constante  et  dont 
la  déformation  est  plane  :  il  en  résulté,  en  effet,  comme  on  l'a 
vu  aq  n"  93,  qu'elle  donne  aussi  la  poussée  due  à  un  ensemble 
de  poids  distribués  d'une  manière  quelconque,  ce  qui  est  in- 
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contestablement  le  cas  le  plus  fréquent  dans  la  pratique.  Aussi 
nous  allons  d'abord  étudier  celte  formule  avec  tous  les  détails 
nécessaires  pour  en  rendre  l'application  facile. 
Si  nous  posons,  pour  abréger, 

^       sîn^cofsin'cp  —  sin»0)       ^, sîn*9(©  -f- sîn(pcos9) 

1= — —^^ ,  ^-         jj » 

la  formule  (i)  pourra  s'écrire  ainsi  : 


f,7 

Or  le  rapport  —  est  toujours  très-petit.  En  effet,  r*  désigne 

le  rayon  de  gyration  de  la  section  transversale  par  rapport  à 
l'horizontale  passant  au  centre  d'élasticité;  ce  rayon  de  gyra- 
tion est  inférieur  ou,  au  plus,  égal  à  la  moitié  de  la  hauteur  h 
de  la  section ,  mesurée  perpendiculairement  à  cette  horizon- 
tale, clest-à-dîre  dans  le  sens  parallèle  au  rayon  de  la  fibre 
moyenne  (n*»  82);  on  a  donc 

r<-,     et,  par  suite,     -,<[-)' 

Ainsi  le  rapport  —  est  inférieur  au  carre  du  rapport  de  la  hau- 
teur h  à  l'ouverture  de  l'arc;  et  comme  il  est  fort  rare  que  le 
rapport  —  atteigne  o,o5,  dans  les  constructions  de  quelque 
importance  au  point  de  vue  des  dimensions,  on  peut  regarder 
le  nombre  0,0026  comme  étant  la  limite  supérieure  de  —•  A 

l'appui  de  celte  conclusion,  nous  donnerons  ici  la  valeur  du 
rapport  dont  il  s'agit  dans  les  arcs  de  divers  ponts  existants  ou 
projetés,  en  observant  toutefois  que  quelques-uns  des  nombres 
indiqués  dans  la  dernière  colonne  du  tableau  suivant  n'ont  pu, 
faute  de  données  suffisantes,  être  calculés  que  par  approxima- 
tion. 
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ROMS  DES  PONTS. 


Tiaduc  de  Tarascoo,  sur  le  Rhône 

Poiit  du  Carrousel ,  à  Paris 

PoDt  de  Brest  (projet  de  M.  Tritschler) . 
Yiaduc  de  NeTers  (chemin  de  fer  du 

Centre) ; . . . 

Viaduc  de  Lormont  (chemin  de  fer  de 

Bordeaux) 

Pont  de  Frcmur  (Maine-et-Loire) 

Pont  sur  le  canal  de  la  Marne  au  Rhin 

(route  impériale  n^  74 ,  Meurthe). . . 


OUVERTURE. 

HAUTEUR 

de  la  seeUon 

d'nn  are. 

RAPPORT 

a* 

m 
59i99 

47.67 

io5,83 

m 
1,70 

0,85 

3,00 

0,000334 
0,000106 
0,000269 

43,48 

i.i5 

o,ooo356 

i3,oo 
ao,Q5 

o,5o 
0,55 

0,000795 
o,ooo358 

16,66 

0,55 

0, 000363 

La  petitesse  du  rapport  -j9  qui  dans  aucun  des  exemples 

variés  du  tableau  ci-dessus  n'approche  du  chiffre  limite  o,oo25, 

A 
fait  comprendre  que  l'expression  Q  =  Ilr^  serait  déjà,  dans  la 

plupart  des  cas,  une  valeur  approximative  de  la  poussée  due  au 
poids  n  :  c'est  pour  cette  raison  que  nous  la  regardons  comme 
la  partie   principale  de  cette  poussée.  Les  deux  quantités 

i—l—j  i-hX'—  sont  considérées  comme  des  coefBcients  de 

correction  dont  nous  apprécierons  plus  loin  Tinfluence. 

98.  Tables  faisant  connaître  la  partie  principale  de  lapons- 

A 
sée  due  à  un  poids  isolé,  —  Le  coefficient  rg  dépend  seulement 

11 

de  deux  variables  9  et  0,  qui  entrent  dans  son  expression  d'une 
manière  assez  compliquée.  On  simplifiera  beaucoup  le  calcul 
de  ce  coefficient  si  Ton  en  construit  une  table  à  double  entrée, 
dont  les  arguments  seront  9  et  0.  Pour  y  arriver  le  plus  sim- 
plement possible,  voici  comment  on  procédera. 

Soit  m  le  rapport  -;  le  numérateur  A  ne  sera  plus  fonction 

que  de  m  et  de  9,  et  on  obtiendra  sans  peine  son  développe- 
ment au  moyen  des  séries  connues  du  sinus  et  du  cosinus.  On 
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trouvera  ainsi 

-f-(32i-f-293m>-h83m*  — 57  m*) 1 5 

I .2.3. . .0 

—  (ï793-4-i748/w*-f-iii8/n^  +  68/n«  — 247/n») 1 

I  •2«ô«»«  I O 

(9217  H-  giSim^-h  7666m*  -f-  3o46m«\  9'* 

—  ^ic^m* — ioi3/n*«  /  1.2. 3. ..12 


Le  dénominateur  B  est  uniquement  fonction  de  9  et  a  pour 
développement 

i5^   \        21^       63^        10395^        8io8ï  •  / 

on  tire  de  là,  par  une  division, 

— -^-— -:(5_m')/-  _  (,43  ^278/11^- 77m*) -^ 
B{i— -m')      ^  '  329      ^  ^  '  ''        1344 

—  (635  -f-  2i83m»  —  4^07 /n<  +  1 197 m«)  — | — 

(5i347  +  252932/n'  —  774i58/n*\         9^ 
-f- 563332 m* —  1 33 1 33 m'/ 521579520 
/      1770765  +  12871059/71*       \  ^ 

—  (  --  51872366m*  -4-  55663o62m«  |  ^^  irz^Tooi^Q/ 
\~  25823343m-  ^  4516967 m- /  «69564835840 


Dans  cette  série  multipliée  par  i  —  m^  on  substituera  pour  m 
diverses  valeurs,  telles  que 

12        3  18       19 

o,      — î      — î      — ?•••?      — j      — ^î       I, 
20       20       20  20       20 

et  Ton  aura  vingt  séries  correspondantes  dans  lesquelles  on 
mettra  des  valeurs  de  9  croissantes  depuis  o  jusqu'à  -  •  On 
aura  formé  ainsi  la  table  qu*il  s'agissait  de  construire. 

I.     2«   ÉDIT.  16 
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Cette  table,  sur  le  calcul  de  laquelle  nous  croyons  inutile  de 
nous  appesantir  davantage  (*),  se  trouve  à  la  fin  de  ce  volun^e. 

L'angle  9  est  défini  par  son  rapport  — î-  a  l'angle  droit,  et  ^  par 

le  rapport  m.  Quand  0  et  9  sont  donnés,  on  calcule  d'abord  ces 
deux  Rapports  et  on  cherche  le  premier  dans  la  première  co- 
lonne verticale  à  gauche  de  chaque  page;  on  cherche  de  même 
le  second  dans  Ten-tête  des  colonnes;  on  suit  la- ligne  ïiorizon- 
tale  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  dans  la  colonne  verticale  surmontée 
du  nombre  m  donné,  et  on  lit  alors  le  coefficient  cherché. 

Exemple  :  pour  -^=:o,48,   m±=o,io,  on  aurait  ^5  =  0,942. 

Si  les  arguments  n^étaient  pas  exactement  dans  la  table,  on  pro* 
céderait  par  interpolations;  nous  en  donnerons  plus  loin  un 
exemple  détaillé. 

Lorsqu'on  a  trouvé  —  5  il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  par  II 

pour  avoir  ce  que  nous  appelons  la  partie  principale  de  la 
poussée  produite  par  le  poids  H. 

» 

99.  Du  coefficient  de  correction  i  —  X  — •  — La  quantité  A, 

comme  on  le  voit  par  l'expression  même  qui  la  définit  (n®  97), 
est  une  fonction  de  Q  et  9.  Si  on  Calcule  ses  valeurs  correspon- 
dantes à  des  valeurs  données  des  deux  variables  dont  elle  dé- 
pend, il  sera  aisé  de  reconnaître  ; 

i«  Que  pour  une  valeur  donnée  de  9,  le  thinimum  >«,  tou- 
jours positif,  répond  à  9  =  0,  et  le  maximum  X,  à  6  =  9; 

7?  Que  le  rapport  j-S  fonction  de  9  seulement,  est  toujours 
compris  entre  les  limttes  7  et  i,  dont  la  première  «répond  à 
9  =  o,  et  la  seconde  à  9^=  -•,  .       >  , 


(**)  Pour  plus  de  détails  sur  ce  snjet,  et  en  général  sur  ceux  qui  composent 
00  paragraphe,  nous  renyoyons  encore  le  lecteur  à  nos  Recherches  analytiques^ 
déjà  citées  p.  129. 
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3"  Que  le  maximum  de  Xi,  c'est-à-dire  le  maximum  maxi- 
morum  de  X,  est  égal  à  3,  valeur  de  X,  pour  9  =  o  (*). 
Mainteuanl  rappelons-nous  ce  qui  a  été  dit  (n*»  9T)  de  Tordre 

de  grandeur  de  —  •  Ce  nombre  ne  peut  guère  dépasser  0,0026, 

et  même  on  peut  dire  que  généralement  il  n'atteindra  pas 

o,ooi.  Donc,  si  l'on  négligeait  entièrement  la  correction  repré- 

r"  • 
sentée  par.  le  coefficient  i  —  X--?  X  étant  inférieur  à  3,  on  ne 

commettrait  au  plus  qu'une  erreur  relative  de  0,0076  dans  l'é- 
valuatioi)  de  la  poussée  horizontale,  et  dans  la  plupart  des  cas 
cette  erreur  serait  inférieure  à  o,oo3.  Nous  avons  cependant 
admis  qu'on  voulût  effectuer  celte  correction;  mais,  eu  égard 
à  ce  que  pour  une  valeur  donnée  de  9  le  maximum  de  X  ne 
surpasse  pas  le  minimum  de  plus  d'un  quart  de  la  valeur  de 
celui-ci,  au  lieu  de  tenir  compte  des  variations  de  1  en  fonction 
de  ô,  il  est  très-légitime  de  substituer  à  la  valeur  véritable  la 
moyenne  de  celles  qui  se  produisent  lorsque  0  varie,  9  restant 
constant.  En  effet,  le  maximum  de  l'erreur  relative  commise 

sur  la  correction  sera  limité  à  -(7-— ij  ou  g?  et  comme  la 

correction  est  au  plus  0,0076,  l'erreur  sera  nécessairement 

au-dessous  de  0,001  de  la  poussée.  En  supposant  —==0,001, 

ce  chiffre  se  réduit  encore  à  0,000376,  ce  qui  ti'aurait  aucune 
importance  dans  les  applications. 

Ainsi,  lorsqu'on  adopte  la  correction  moyenne  dont  nous 
venons  de  parler,  il  est  inutile  de  considérer  la  valeur  de  9, 
c'est-à-dire  la  position  occupée  sur  l'arc  par  le  poids  qui  pro- 
duit la  poussée;  donc  cette  correction  moyenne  devra  être 
appliquée  à  la  poussée  produite  par  des  poids  distribués  d'une 
manière  quelconque,  isolés  ou  répartis  suivant  une  loi  conti- 
nue, après  que  le  calcul  en  aura  été  fait  dans  l'hypothèse  de 


{*)  Ces  propriétés  peuvent  être  démontrées  directement  par  l'apalyse.  Nous 
supprimons  ici  la  démonstration,  pour  ne  pas  nous  arrêter  trop  longtemps  sur 
«les  points  secondaires. 

16. 
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/.a 

—  =  o.  Le  seul  argument  qui  fera  varier  la  correction  sera 

Tangle  9 ,  qui  caractérise  la  fibre  moyenne  de  la  pièce  dans 
chaque  cas  particulier. 

Pour  avoir  la  correction  moyenne,  on  pourrait  prendre 
l'expression 

mais,  au  lieu  de  cette  moyenne  arithmétique,  il  est  plus  com- 
mode, et  évidemment  d'une  exactitude  aussi  satisfaisante,  de 
calculer  la  correction  analogue  qui  s'applique  à  un  poids  ré- 
parti uniformément  sur  la  longueur  de  Tare;  car  on  conçoit 
que  Ton  doit  obtenir  ainsi  une  espèce  de  moyenne  entre  toutes 
les  valeurs  qui  se  rapporteraient  aux  diverses  positions  d'un 
poids  sur  la  pièce,  sans  qu'on  ait  attribué  plus  d'influence  à  un 
angle  9  qu'à  un  autre- 
Or,  le  coefficient  X,  d'après  cette  définition,  est  le  rapport 

r' 
du  facteur  ~  dans  le  numérateur  du  coefficient  de  la  poussée 

produite  par  un  poids  uniformément  réparti,  avec  l'ensemble 

pi 
des  termes  indépendants  de  —•  Ainji,  la  formule  (5)  du  n*95, 

dans  laquelle  on  rétablirait,  au  lieu  de  C  et  D,  leurs  valeurs  en 
fonctions  de  9,  fera  connaître  A  : 


l=z 


î    .  ,    /  .  ,         I       I  sin<p\ 

-  sm^9  I  sm'<p h  -coscp — ^  J 

I       5       ,  .  q  sin® 

j cos'<p  —  <psin9  coscp  -h  ^cosç  — ^ 


rapport  qui,  par  suite  du  procédé  employé  pour  établir  la  for- 
mule (5),  n'est  autre  chose  que  celui  des  deux  termes  de 
l'expression  générale 

-sin*<p(sin^<p  —  sin*6) 


dont  nous  venons  de  nous  occuper,  intégrés  chacun  relative- 
ment à  6,  entre  les  limites  —  9  et  9.  Les  diverses  valeurs  de  X 
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en  fonction  de  sa  variable  (f  sont  données  par  une  des  tables 
qui  font  suite  à  ce  volume;  elles  ont  été  calculées  au  moyen 
de  l'expression  simplifiée  et  approximative 


dont  Texaclitude  peut  être  vérifiée  par  le  développement  en 
série  de  la  valeur  exacte  (*).^ 

100.  Du  coefficient  de  correction ^•— -La  valeur  prin- 

cipale  de  la  poussée  produite  par  des  poids  quelconques  ne 
doit  pas  seulement  subir  la  correction  que  nous  avons  étudiée 
dans  le  numéro  précédant,  elle  doit  encore  être  multipliée  par 

^- — ;  (n*»  97),  X'  étant  égal  à 

i  +  X'î^ 

sin*y(9  -f-  siny  cosy) 


f  9 -h  aycos'y  — 3sin(p  cosy 

C'est  donc  une  fonction  de  la  seule  variable  9  :  la  table  faisant 
connaître  ses  valeurs  sera  également  donnée  à  la  fin  de  ce  vo- 
lume. 

Si  Ton  n'avait  pas  à  sa  disposition  la  table  dont  il  s'agft,  ou 
si  l'on  avait  besoin  d'une  expression  algébrique  de  X%  on  pour- 
rait employer,  comme  approximation^,  une  formule  simple  et 
facile  à  retenir.  On  y  est  conduit  en.remarquant  que  X'  ne  prend 

(  *  )  Voici  cette  série  : 

-^  est  un  peu  supérieur  à  i;  la  série  entre  parenthèses  est  un  peu  plus  petite  : 

ce  qui  justifie  l'expression  adoptée,  surtout  quand  on  a  égard  au  peu  d'impor- 
tance de  la  correction  dont  il  s'agit.  On  voit  aussi  que  la  limite  du  coefficient 

5 
moyen  A  est  -9  pour  j»  =  0. 


Digitized  by 


Google 


246  GHAPITBl  QUITRIÈHB. 

une  grande  valeur  et  la  correction  une  certaine  importance 
que  lorsque  ç  est  petit.  En  effet,  lorsque  <p  =  ->  l'expression 
non  développée  de  V  donne  A'=i,  et  comme  cette  quantité 

fi 

doit  être  multipliée  par  —•  qui  est  très-petit,  le  coefficient  de   . 

correction ;  diffère  peu  de  i.  Or,  si  l'on  attribue  à  9 

à' 
une  petite  valeur,   on  pourra  poser  sans   erreur  sensible 

<p=atang  -  9,  et  se  borner  à  prendre  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement de  V  en  fonction  de  cp  (*);  on  trouverait  alors 

8tang*-<p 

et  le  coefficient  de  correction  serait  représenté  par 
'  I 


I  H 

8  a'  tang^  -  9 


ou  bien,  comme  atang  -  9  n'est  autce  chose  que  la  flèche /de 
Tare,  on  aurait 


I 


expression  fort  simple  de  ce  coefficient. 

Afin  de  mettre  le  lecteur  à  même  d'en  apprécier  l'exactitude, 
nous  donnons  ci-après  un  tableau  dans  lequel  se  trouvent, 

pour  diverses  valeurs  de— ^»  les  valeurs  correspondantes  de 

i,*)  Ce  déTeloppement  wt  ainsi  exprimé  : 

3î»«\  2l^^lliT^  5093555^^331756535^  7 
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I  -h  V  —  et  de  1+  -77-07'  Lorsque  —  alleinl  la  limite  o,oo25, 
a'  op  ^      a* 

la  plus  grande  erreur  relative  n*est  que  de  —  environ  ;  ce 

I  r' 

chiffre  s'abaisse  à  j^  en  prenant  —  =  o,ooi;  par  conséquent 

la  formule  approchée  est  tout  à  fait  acceptable  dans  la  pra- 
tique. 


VALEURS 

do 

11. 

VALEURB 

de 
i5 

VALEURS 

exactes 

de  ;'. 

■^8/« 
pour 

-ssOiyOOsS. 

-■4 

pour 
-;=0^a5. 

i5r« 
'-^8/' 
poar 

J  =0,001. 

pour 
-^=7  0,001. 

8t*ng«{p 

0,12 
0,30 

o,3o 
o,4o 
o,5o 
o,6o 
0,70 
0,80 
0,90 

1,00 

209,7 
74,7 
32,5 

17,8 
10,9 
7»2 
5,0 
3,5 
a,6 
i»9 

207,6 
7a,5 
3o,4 
i5,8 

5,6 
3,5 
2,3 
1,5 
1,0 

1,5242 
1,1868 

1,081 3 

1,0445 
1,0273 
1,0180 

1,0125 

1,0088 

i,oo65 
1,0047 

1,5190 

i,i8i3 
I ,0760 
1,0395 
1,0228 
i,oï4o 
1,0088 
1 ,oo58 
I ,oo38 

1,0025 

i,ao97 
ï»0747 
1  ,o325 
1,0178 
1 ,0109 
1,0072 
i,oo5o 
i,oo35 
1,0026 
1,0019 

1,2076 

I ,0725 

i,o3o4  , 

i,oi58 

1,0091 

i,oo56 

i,oo35 

I ,0023 

i,ooi5 
1,0010 

Les  chiffres  du  tableau  ci-dessus  ne  servent  pas  seulement  à 

montrer  Fexactîtude  avec  laquelle  le  coefficient  i  +  ^  —  peut 

16  r' 
être  remplacé  par  i  -h  -^-^  ^  ils  font  encore  ressortir  Timpor- 

tance  que  prend  dans  certains  cas  la  correction  dont  il  s'agit  ici. 

Par  exemple,  en  prenant  un  arc  surbaissé  au  —  (ce  qui  réjpond  à 

peu  près  à  9=0,12 .  -  ?  ou  à— =o,  12),  on  voit  que  la  partie  prin- 

2  TT 

cipale  de  la  poussée  doit  être  multipliée  par — ^ —  c'est-à-dire 

par  moins  de  -r  5  de  sorie  qu'en  ne  tenant  pas  compte  de  celte 
correction^  on  commettrait  une  erreuor  supérieixre  à  33  pour  100. 
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Il  est  bon  cependant  d'ajouter  qu'un  pareil  chiffre  suppose  des 
circonstances  qui  paraissent  devoir  se  réaliser  rarement,  sa- 


voir  :  ~  égal  à  la  valeur  limite  o,oo25,  et  un  surbaissement 

plus  grand  que  ceux  que  Ton  adopte  d'habitude.  Mais  en  por- 

tant  — ^  a  0,20,  ou  o,3o,  valeurs  qui  correspondent  a  des  sur- 

II  r' 

baissements  de  —  ou  ^  environ,  et  réduisant  —  à  0,001,  afin 
120  a^ 

de  nous  rapprocher  des  chiffres  ordinaires,  nous  voyons  que 
ï  -hV  -^  est  encore  supérieur  à  1^,07  et  i,o3,  et  Ton  commet- 
trait, en  n'en  tenant  pas  compte,  une  erreur  de  7  ou  de  3  pour 
100.  C'est  ce  qui  pourrait  avoir  des  inconvénients  dans  beau- 
coup de  circonstances  où  il  est  nécessaire  de  prendre  la  valeur 
exacte  de  la  poussée,  et  notamment  lorsque  l'on  veut  calculer 
l'abaissement  du  sommet  de  l'arc  par  l'effet  des  poids  qu'il 
supporte. 

101 .  Table  donnant  en  bloc  la  valeur  du  coefficient  de  cor- 

I— X-- 

a 
rection ^.  —  Quand  on  a  remplacé  A  par  la  valeur 

.      14-X'^  . 

a^ 

moyenne  dont  il  est  question  au  n*  99,  il  est,  ainsi  que  Vy 

fonction  de  f  seulement.  Donc  le  coefficient  de  correction 

1  —  X  — 
a 


j  dépend  de  deux  variables,  —  et  <p.  Après  avoir  ob- 

a^ 
tenu  numériquement  A  et  X'  pour  les  diverses  grandeurs  de  <p, 
il  est  aisé  de  faire  une  table  à  double  entrée  pour  le  coeffi- 
cient dont  il  s'agit.  Cette  table  figure  parmi  celles  que  nous 
donnons  à  la  fin  de  ce  volume. 

102.  Table  pour  le  calcul  de  la  formule  qui  donne  la  pous-- 
sée  due  à  une  dilatation  indépendante  des  charges;  simplifica- 
tion de  cette  formule.  —  La  poussée  produite  par  une  dilatation 
indépendante  des  charges  doit  être  calculée  au  moyen  de  la 
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formule  (4)  du  n®  92,  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

2Tesin'cp.-:  ,        _- 

^  ^   a'  i  pi       V 


9-f-2(pcos*9-— 3sin<pcos(p         .,  r^  a'        ^, /^ 


a'  «' 


en  conservant  à  V  la  signification  que  nous  lui  avons  donnée 
aux  n*»*  97  et  100,  et  posant,  pour  définir  le  coefficient  F, 


F^:: 


2sin'9 


94-29  cos^  9  —  3  sin  9  cos  9 


F  est  une  fonction  de  9  seulement,  dont  on  trouvera  la  table 
à  la  fin  de  ce  volume, 

À  défaut  de  tables,  la  formule  précédente  pourrait  être  rem- 
placée par  une  formule  beaucoup  plus  simple  et  suffisamment 
exacte  pour  les  applications  que  Ton  peut  faire  aux  grands  arcs 
métalliques  en  fer  ou  en  fonte.  Elle  est  fondée  sur  une  re- 
marque tout  à  fait  analogue  à  celle  qui  nous  a  servi  au  n"*  100 

r' 
pour  la  simplification  de  i-f-X'  —  •  On  observera  que,  pour  de 

F 

petites  valeurs  de  9,  le  rapport  yy»  dont  l'expression  est 

F  _        2sin9 

)/       9 -h  sin9  COS9' 

diffère  peu  de  l'unité,  car  on  peut  récrire 

F  2 


X'"    9 

-r- hC0S9 

sm9  ^ 

Or  -——  et  cos 9  ont  pour  linïite  i,.  quand  9  décroît  vers  o; 

F 

donc  p-  a  aussi  i  pour  limite.  Il  en  résulte  que  le  développe- 
ment de  F  en  fonction  de  9  doit  commencer,  comme  celui 

Digitized  by  VjOOÇIC 


aSo  cauriTRS  qcatbièbx. 

de  V,  par  le  terme  — ^  (*).  Par  conséquent,  si  la  poussée  due  à  la 

dilatation  linéaire  dont  le  coefficient  est  t,  est  modérée  dans  le 

cas  de  petites  valeurs  de  9,  e41e  doit  être  très-faible  lorsque  9 

est  un  peu  plus  rapproché  de  l'angle  droit.  C'est,  au  reste,  ce 

que  nous  vérifierons  plus  en  détail  dans  un  instant.  Dès  lors 

i5                     i5 
on  pourra  remplacer  F  par  — ^  ou  par avec  une  er- 

^  8  tang'  -  9 

reur  qui  sera  petite  en  même  temps  que  9,  et  qui  ne  devien- 
dra notable  qu'au  moment  où,  la  poussée  étant  très-faible,  il  y 
aura  peu  d'inconvénient  à  l'évaluer  sans  beaucoup  de  rigueur. 

Nous  poserons  donc,  en  remplaçant  aussi  i  -h  V  -j  par  sa  va- 
leur approchée  fn«  100), 

.'  ^       i5  xer^ 


ou,  à  cause  de/=  a  tang  -  9, 


Q  =  -    '"'-' 


^'+A/' 


i5^ 

Le  tableau  numérique  ci-après  montre  la  comparaison  de  la 
formule  approchée  avec  la  formule  rigoureuse.  Eu  égard  à  la 

petitesse  de  l'erreur  commise  quand  on  remplace  i  -h  X'  ~ 

i5  r^  I 

par  i-f-  g^  (moins  de  — >  d'après  ce  que  nous  avons  vu 

au  n*>  100),  nous  nous  sommes  borné  à  comparer  le  coeffi- 
cient F  el 
remplacé. 


i5 
cient  F  et  l'expression  simple  g ^-j—  par  laquelle  on  l'a 


(*)  Ce  dé¥elopp6jnent  est 

„       i5   /        i3    -       "97    4        2435      .  \  ' 
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TAJ.EOR 

de 

VALEUR 

de 
i5 

VALEUR  EXACTS 

da 

coefficient  F. 

DIFFÉRENCE 

des  deux  colonnes 
précédentes. 

ERREUR 

reUtlTe. 

Stang^iy 

0,I2 
0,20 

o,3o 

0,40 

o,5o 
Oy6o 
0,70 
0,80 
0,90 

I,0(> 

74,7 
33,5 
17,8 

«0x9 
7,2 
5,0 
3,5 
2,6 
1,9 

208,8 

73,7 
3i,5 
16,8 
10,0 
6,3 

4,» 

2,8 

1,9 
1,3 

0,9 
1,0 
1,0 
1,0 
0,9 
0,9 
0,8 

0,7 
0,7 
0,6 

0,0043 
0,014 

0^32 

0,059 
0,090 
0,143 

0,190 

o,25o 

0,389 

0,462 

Il  résulte  de  ce  tableau  que  Ton  prend  une  poussée  toujours 
trop  forte  quand  on  se  sert  de  la  formule  approximative  et  que 
Terreur  relative  peut  s'élever  presque  à  moitié.  Mais  on  va 
voir  que  cela  n'a  pas  d'inconvénient  lorsqu'il  s'agit  de  faire 
une  application  à  un  arc  métallique  soutenant  un  pont  ou  une 
charpente. 

Pour  le  montrer,  rappelons-nous  la  signification  de  la  quan- 
tité e.  En  appelant  o)  Tun  des  éléments  de  la  section  de  l'arc, 
E  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale  de  cet  élément,  on  a 

^=:2E&), 

et,  par  suite>  Ei  étant  le  maximum  de  E^  et  Q.  la  surface  2&)t 

e<E»û. 

Doncy  en  introduisant  cette  valeur  dans  l'expression  de  la 
poussée  due  à  la  dilatation  de  la  fibre  moyenne  par  des  causes 
étrangères  aux  charges,  on  a  aussi  l'inégalité 

q<te.û^;.-J^, 

a* 

qui  donne  une  limite  de  ^ ,  c'est-à-dire  de  la  poussée  par  mètre 
carré  de  section. 
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Lorsque  Ton  prend  un  arc  de  fer,  E,  est  environ  2 .  lo'»;  pour 
la  fonte,  le  plus  grand  coefficient  d'élasticité,  parmi  ceux  que 
divers  expérimentateurs  ont  donnés,  est  environ  de  12.10». 

Quant  au  rapport  —  >  nous  avons  montré  (n®  97)  qu'il  est  in- 
férieur à  0,0025,  et  même  ordinairement  à  o^ooi.  Enfin  la 
dilatation  linéaire  produite  par  la  température  est  de  0,00122 
pour  le  fer  et  0,00111  pour  la  fonte,  entre  o  et  100  degrés 
centigrades,  ce  qui,  avec  une  variation  de  25  degrés,  donnerait 
respectivement  pour  t  les  nombres  o,ooo3o5  et  0,000278: 
nous  prendrons  0,0004  afin  d'être  plutôt  en  dessus  qu'en  des- 
sous de  la  réalité.  Ces  nombres  nous  ont  permis  de  calculer 
le  tableau  suivant,  où  les  poussées  sont  exprimées  en  kilo- 
grammes par  millimètre  carré  dé  section. 


) 

LIMITE  DE   LA   POUSSÉE 

LIMITE  DE  LA  POUSSÉE 

dae  à  la  dilatation  linéaire 

due  à«la  dilatation  linéaire 

.     VALEURS 

de  0,0004 

de  0,0004    ' 

de 

r* 

r* 

21. 

lorsque  —=0,0025. 

lorsque  -7=0,001. 

Fer. 

Fonte. 

Fer. 

Fonte.       ^ 

0,12 

^,75 

1,65 

1,38 

0,83 

0,20 

1,25 

0,75 

0,55 

0,33 

o,3o 

0,59 

0,35 

0,24 

0,14 

'0,/|0 

0,32 

0,19 

o,i3 

0,08  , 

o,5o 

0,20 

0,12 

0,08 

o,o5 

0,60 

0,12 

0,07 

o,o5 

o,o3o 

0,70 

0,08 

o,o5 

o,o34 

0,020 

0,80 

0,06 

0,034 

0,022 

o,oi3 

0,90 

o,o38 

0,024 

o,oi5 

0,009 

1,00 

0,026 

0,016 

0,010 

0,006 

Maintenant,  qu'on  multiplie  chaque  nombre  de  ce  tableau 
par  le  nombre  placé  à  la  même  hauteur  dans  la  dernière  co- 
lonne du  tableau  précédent,  on  aura  une  série  de  produits 

représentant,  pour  les  diverses  valeurs  de  <p,  —»  t  et  E»  que 

c* 

nous  avons  considérées,  les  limites  des  erreurs  absolues  com- 
mises dans  l'évaluation  de  la  poussée  dont  il  s'agit  lorsqu'on 
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emploie  la  formule  approximative.  On  trouve  les  résultats  sui- 
vantSy  que  nous  reproduisons  dans  Tordre  du  dernier  tableau» 
et  qqi  expriment  encore  des  kilogrammes  par  millimètre  carré. 


LIMITES  SUPÉRIEURES 

LIMITES  SUPÉRIEURES 

des  errçon  abeolaes 

des  erreurs  absolues 

VALEURS 
de 

sur  la  poussée 
lorsque  t  =  0,0004 

et  — =  0,0025. 

sur  la  poussée 
lorsque  t  =  o,ooo4 

et  -j-=  0,001. 

•    Fer. 

Fonte. 

Fer. 

Fonte. 

o,ia 

0,013 

0,007 

0,006 

0,004 

0,20 

0,017 

0,010 

0,008 

0,004 

o,3o 

0,019 

0,011 

0,008 

0,004 

o,4o 

0,019 

0,011 

0,008 

o,oo5 

o,5o 

0,018 

0,011 

0,007 

o,oo5 

0,60 

0,017 

0,010 

0,007 

0,004 

0,70 

0,016 

0,010 

0,006 

0,004 

0;8o 

o,oi5 

0,009 

0,006 

o,oo3 

0,90 

0,014 

0,009 

0,006 

o,oo3 

1,00 

0,012 

0,007 

o,oo5 

o,oo3 

La  plus  grande  erreur  absolue  n'atteint  donc  pas  0^02  par 
millimètre  carré  de  la  section  transversale.  Or  une  pareille  force 
est  complètement  négligeable  devant  celles  auxquelles  on  a 
l'habitude  de  soumettre  les  arcs  métalliques  dans  les  grandes 
constructions.  Donc  enfin  il  n'y  aurait  aucun  inconvénient  en 
pratique  à  se  servir  de  la  formule  simplifiée 


0- 


rer' 


lorsqu'on  voudrait  connaître  la  portion  de  la  poussée  d'un 
grand  arc  métallique  spécialement  due  aux  changements  de 
température  et  au  calage.  Nous  donnerons  par  la  suite  une 
table  dont  l'usage  sera  encore  plus  rapide;  mais  la  formule 
simplifiée  sera  néanmoins  utile  pour  des  calculs  où  l'on  se 
proposerait  un  autre  but  que  la  recherche  de  la  poussée,  et  où 
l'on  aurait  besoin  d'employer  l'expression  algébrique  de  cette 
force.' 
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103.  Table  pour  le  calcul  des  formules  qui  donnent  les 
poussées  dues  à  des  poids  uniformément  répartis  sur  la  Ion- 
gueur  entière  de  la  fibre  moyenne  ou  de  sa  corde;  simplifica- 
tion de  ces  formules.  —  Les  poussées  dont  il  s'agit  étant  pro- 
duites par  des  poids,  il  faut,  conformément  à  ce  qu'on  a  vu  aux 
n*»"  99  et  100,  en  calculer  d'abord  la  valeur  comme  si  r  était 
nul;  on  obtiendra  ainsi  ce  que  nous  appelons  la  partie  prin- 
cipale de  la  poussée.  Le  résultat  de  ce  premier  calcul  devra 
ensuite  subir  les  corrections  représentées  par  le  coefficient 

I  — A  — 

5  précédemment  étudié. 

a* 

Quant  à  la  partie  principale,  conformément  aux  formules  (5) 
et  (6)  des  n°*  ÎI5  et  96,  elle  aura  les  expressions  suivantes  : 

1°  Dans  le  cas  d'un  poids  uniformément  réparti  sur  la  lon- 
gueur entière  de  la  fibre  moyenne, 

j cos'ç— -cpsmcp  coscp  -h^cosq) — - 

1  DO© ' ;;— : ^—  ; 

'^^^  <p-f-2  9C0s'9  —  3sin<pcos9 

a°  Dans  le  cas  d'un  poids  uniformément  réparti  suivant  la 
longueur  entière  de  la  corde, 

—  T  H-  -^sin*©-i-  -7  coscp  -7-^^ 9  sin9C0S9 

4       12  4  sin9      2  ^       ^       ^ 

2  M  3 1^ ^r 

^  9  +  29  cos'9  —  3sm9  COS9 

Ces  deux  expressions  sont,  l'une  et  l'autre,  le  produit  de  la 
charge  entière  (2/?p9  ou  ipa)  par  une  certaine  fonction  de  9, 
c'est-à-dire  qu'elles  sont  de  la  forme  F'.2/?p9,  Y",7.pa.  Le 
calcul  en  sera  donc  très -simple  avec  la  table  des  coeffi- 
cients F'  et  F''  que  nous  avons  jointe  à  celles  dont  il  a  déjà 
été  question. 
Afin  de  pouvoir  se  passeï*  de  la  table,  et  aussi  pour  >certains 
.  problèmes  dont  le  but  final  n'est  pas  la  connaissance  de  la 
poussée,  il  n'est  point  sans  utilité  d'avoir  les  développements 
en  série  de  F'  et  F''  et  les  expressions  simplifiées  de  ces  coef- 
ficients. Le  calcul  des  séries  de  F'  et  F '^  se  conçoit  sans  peine; 
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en  voici  le  résultat  : 

lj,„ j^  /  _5_  ^       23     4___4j__  ,  17023       ,        \ 

29  V     4^'''      4410'''       101871  '^  ~4635i3o5o*''  "^"'j' 

On  peut  remarquer  encore  que  les  quantités  9,/et  a  sont  liées 
parla  relation 

I  f 

lang-ç  =  ^, 

d'où  Ton  déduit,  par  une  formule  connue, 

I  f      f       f^        f^         P 

-fflz^  arctang^  =  -— oT"*- i-r  —,  -♦-•••; 
2^  '^  a       a       3a*       5a*       7a' 

substituant  cette  valeur  dans  F'  et  F'%  on  trouvera 

""4/1        7  a'       735a-        i69785a«"^"7' 

F-:=.J^  /        /'         ^/-     ,     34/-  Y 

4/\        7«'       '47  «*       3773a»  y 

f 
Lorsque  Tare  est  surbaissé,  c'est-à-dire  quand  ^  est  petit, 

on  peut  se  borner  à  prendre  les  deux  premiers  termes  de  cha- 


r' 


que  série;  si  de  plus  on  néglige  la  correction  1  —X  —  et  qu'on 

r'  i5  r' 

templace  i  -h  V  --  par  i  -f-  -^-rrr  (n*»*  99  et  100),  on  aura,  pour 
a'  o/' 

exprimer  la  poussée  : 

i^  Dans  le  cas  de  la  charge  uniformément  répartie  sur  la 

longueur  entière  de  la  fibre  moyenne, 

2**  Dans  le  cas  de  la  charge  uniformément  répartie  sur  la 
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longueur  2  a  de  la  corde, 

^-2/1         i5r»   1 

i04.  Comparaison  de  la  poussée  produite  par  un  poids  uniformément 
réparti  sur  la  longueur  entière  de  la  fibre  moyenne  avec  celle  que  pro- 
duirait le  même  poids  total  uniformément  réparti  suivant  la  corde,  — 
Les  poussées  produites  dans  ces  deux  cas  ne  diffèrent  que  par  les  coeffî- 

F'  F 

cients  F'  et  F;  leur  rapport  sera  donc  =55  soit,  en  développant  ^  en  série, 


-Ti'-- 


23 


1427 


2940 


I 358280^ 


F 


Le  tableau  suivant  fait  connaître  les  valeurs  du  rapport  ^  correspon- 
dant à  divers  angles  (p. 


yALKUBS 
de 

RAPPORT 

VALEURS 

de 

RAPPORT 

21. 

F' 

F"' 

11. 

F' 

OBSERVATIONS. 

o,ia 

0,997 

0,60 

o,93o 

« 

Oy20 

o,3o 

0,993 
0,984 

0,70 
0,80 

0,900 
0,863 

Les  trois  dernières  valeurs  de 

0,40 

0,97» 

0,90 

0,814 

o,5o 

0,953 

1,00 

0,750 

ment,  sans  employer  la  série. 

On  voit  que  tant  qu'il  s'agit  d'arcs  dont  le  demi-angle  au  centre,  désigné 
pa.r  7,  est  inférieur  à  la  moitié  d'un  angle  droit,  la  poussée  produite  par 
un  poids  donné  reste  sensiblement  la  même  quand  on  le  suppose  réparti 
uniformément,  soit  suivant  la  longueur  de  la  fibre  moyenne,  soit  suivant 
la  corde.  C'est  donc  avec  raison  qu'on  regarde  habituellement  le  poids 
propre  de  l'arc  comme  devant  s'ajouter  au  poids  du  tablier,  au  poids  d'é- 
preuve, etc.,  pour  donner  un  poids  total  par  mètre  courant  de  corde  sur 
lequel  on  base  le  calcul  de  la  poussée.  Il  n'y  aurait  d'intérêt  à  faire  la 
distinction  que  dans  certains  problèmes  où  beaucoup  de  précision  serait 
nécessaire,  et  où  le  poids  propre  de  l'arc  serait  comparable  à  ceux  qu'il 
supporte. 


Digitized  by  LjOOQIC 


POUSSEE  DBS  ARCS   CIRCULAIRES.  257 

105.  Comparaison  de  la  poussée  avec  la  tension  horizontale  d'un  câble 
de  pont  suspendu,  -i-  Supposons  un  pont  supporté  par  des  arcs  rigides  et 
un  pont  suspendu  ayant  même  flèche,  même  ouverture,  et  chargé  de  la 
même  manière.  La  charge  (y  compris  le  poids  propre  des  arcs  ou  des  câbles 
de  suspension)  consiste  en  un  poids  uniformément  réparti  suivant  Thori- 
zontale.  Soit/?  ce  poids  rapporté  au  mètre  courant,  2 à  Touverture,  /la 

flèche.  La  tension  horizontale  Q',  dans  l'ensemble  des  câbles  de  suspension, 

2 
aura  pour  valeur  ^-^j  et  la  poussée  Q  des  arcs  sera  donnée  par  les  cal- 
culs du  n"^  103.  On  aura  donc 


§=(■ 


^f 


ikloC 


.     1  — A  -5 


■+'? 


Cette  formule  montre  d*une  manière  évidente  que  Faction  horizontale  sera 
toujours  plus  petite  dans  les  arcs  rigides  que  dans  le  systèime  flexible  des 
ponts  suspendus  ;  car  on  a  le  produit  de  deux  facteurs  plus  petits  que 
Tunité,  à  diviser  par  un  facteur  qui  est  au  contraire  plus  grand  que  i.  Le 

0  A*'  f 

rapport  ^variera  d'ailleurs  avec  —,  et  avec  Tangle  y  qui  détermine  r > 
>  et  >'.  Le  tableau  suivant  en  donne  une  idée. 


VALEURS 
de 

{=tangjç». 

VALEURS 

de  X, 

VALEURS 

de  V. 

Q 

VALEURS  DU  RAPPORT  jr, 

P0URp=: 

12. 

0,000. 

0,001. 

0,0025. 

0,12 

0,09453 

2,4 

207,6 

0,999 

0,825 

0,653 

0,20 

0, 15838 

3,4 

72,5 

0,996 

0,896 

0,838 

o,3o 

0,24008 

2,3 

3o,4 

0,992 

0,960 

0,916 

0,40 

0,32492 

2,2 

i5,8 

0,985 

0,967 

0,943 

o,5o 

0,41421 

2,0 

9," 

0,975 

0,964 

0,949 

0,60 

0,50953 

1,8 

.5,6 

0,962 

0,956 

0,945 

0,70 

0,61280 

1,6 

3,6 

0,946 

o,94« 

0,934 

0,80 

0,72654 

1,4 

2,3 

0,922 

0,918 

0,913 

0,90 

0,85408 

1,2 

1,5 

0,893 

0,890 

0,887 

1,00 

1,00000 

1,0 

1,0 

0,849 

0,847 

0,845 

106.  Exemples  de  la  détermination  d'une  poussée  au  moyen  des  tables, 
—  Vous  prendrons  pour  premier  exemple  le  projet  du  pont  de  Brest  pr^ 
sente  p&r  M.  Tritscher,  dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n""  36.  Le 
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lecleur  voudra  bien  s'y  répéter  pour  aroîr  la  déOnition  ô»  Isr  forme  de 
Tare  et  des  poids  qu'il  supporte.  La  poussée  ou  réaction  horizontale  des 
appuis  était  supposée  connue  au  n*"  36  ;  il  s^agit  ici  de  montrer  comment 
le  calcul  a  pu  en  être  fait.  Pour  cela,  nous  partagerons  chaque  moitié  de 
Parc,  d'un  côté  de  la  verticale  BG  du  sommet  Ifig.  a6),  en  six  parties, 
les  points  de  division  étant  à  des  distances  de  BG  (mesurées  horizonta- 
lement) qui  ont  pour  valeurs  successirea 

lo",    20",    28™,    36™,    44°*,    52?,  915  ; 

à  égale  distance  des  verticales  extrêmes  de'  chaque  partie,  se  trouve  la 
résultante  des  poids  qui  chargent  cette  partie  :  ces  résultantes  ont  pour 
valeur  en  tonneaux  de  1000  kilogrammes 

3iS     3iS     89\2,-    89*,i,     89*,2.     ^\i. 

Nous  allons  déterminer  la  poussée  comme  si  ces  résultantes  pouvaient 
être  substituées  aux  forces  élémentaires ,  ce  qui  ne  doit  produire  qu'une 
faible  altération  (n°94).  Cherchons  à  cet  effet  les  arguments  nécessaires. 

D*abord  TangTe  <p  est  de  74**  io''24^3;  par  suite  —  ,=  0,824.  Les  angles 

ô',  ô",  G'",  ô'^,  ô',  G^'  correspondant  aux  points  d'application,  sur  la  fibre 
moyenne,  des  résultantes  partielles,  s'obtiennent  aisément;  car  ces  points 
sont  aux  distances  suivantes  de  la  verticale  BG  : 

5",.    i5",    24™,    32",     40-,     48-,  4575; 

d'où  l'on  tire,  le  rayon  du  cercle  étant  55  mètres, 

siBG'  =^,  ô^  =5-12' 57^3, 

SÎnG''=i|/  6-=:  i5*»49'35",8, 

6inG"^=î|,  G'"  =  25*»  52' 19^6, 

!  sittG^'=||^  ô'^'=35°34'4A7r 

sinG'=g,  G' =  46^ 39' 29",  I, 

8inG"=^i^Z^,  G^'=62°53'25^4-  .. 
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Par  Sttite^  on  oblieat  les  rapport»  désignés  par  m  dans  la  Table  I, 

*,      G'       '  6'^ 

»r  =  ^  =  o,o7ï>,     wt^:=  —  =  Oy4Bo, 

G"  &^ 

mî*—  —  =0,212,         /72^  = =0,629, 

/«"'=  —  --=  0,349,      rrC'=  —  =  0,848. 

Ces  données  suffisent  poyr  calculer  la  partie  principale  de  la  poussée 
due  à  l'ensemble  des  poids  ;  pour  cela,  il  faut  multiplier  chaque  résultante 

A 

partielle  par  un  coefficient  ^  que  la  Table  I  fait  aisément  connaître,  au 

moyen  d'une  triple  interpolation.  Prenons,  par  exemple,  le  coefficient  qui 

s'applique  à  la  seconde  résultante  de89\S)  située  à  3i  mètres  de  la  Ter- 

20 
ticale  du  sommet,  fl  s'agit  de  trouver  la  valeur  d'une  fonction  de  —  et 

de  w,  quand  on  y  fait 

2<p 

Or  la  Table  I  donne  :  '       * 

2  9  A' 

pour    -— î-  =  o,8o,     /7ï  =  0,45. ..  ô=  o, 323, 

^^  a,  ftr  ^ 

pour    —^=0,84,     /w  =  0,45.  ..•=  =  0,292, 

pour    — î-  =  o,8o^     /w  =  o,5o. .  .■=  =  0,291, 

pour    —  =  0,84,     /w  =  o,5o. .  .-=  =  0,261. 

Interpolant  par  parties  proportionnelles  entre  la  première  et  la  deuxième 
ligne  d'une  part,  la  troisième  et  la  quatrième  d'autre  part,  on  conclut  : 

2  9  El  24 

pour  —^  =  0,824,     m  =  0,45. ..  "5  =  0,323  —  o,o3i  •  -— =  o,3o44» 

2  3)  A  24 

pour  —^  =  0,824,     m  =  o,5o. ..  ^  =  o>^9ï  —  o,o3o«— -=  0,2730, 

TT  D  4^ 

iCne  dernière  interpolation  entre  ces  deux  lignes  donne  définitivement  : 

pour  —  =  0,824,    m  =  0^480. . .  5  =  o,3o44  —  o,o3i4«  -r  =  0,286. 

Ainsi  la  valeur  cherchée  est  0,286.  On  a  obtenu,  par  des  calculs  tout  à 
fait  pareils,  le  coefficient  de  la  partie  principale  de  la  poussée  produite 

17. 
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par  chaque  résultante  partielle.  Ces  coefficients  sont  successivement 

0,455,    0,421,    o,36i,    0,286,    0,191,    o,o5o. 

On  en  conclura  la  partie  principale  de  la  poussée  due  aux  poids,  en  mul* 
tipliant  chacun  de  ces  nombres  par  la  résultante  à  laquelle  il  correspond, 
additionnant  et  multipliant  par  2,  afin  de  tenir  compte  des  poids  égaux 
placés  de  Tautre  côté  de  la  verticale  moyenne  BG,  qui  produisent  la 
même  poussée  que  les  premiers.  On  a  donc,  en  désignant  par  Q^  cette 
partie  principale, 

0  =  2  fo>455. 31+0,421.31  4-0,361.89,2  \  ^  ^^y 

^*         \    +0,286.89,2  +  0,191.89,2  +  0,050.99,4/ 

Avant  de  faire  subir  à  ce  nombre  la  correction  nécessaire,  il  faut  en- 
core lui  ajouter  la  poussée  produite  par  la  dilatation  linéaire  indépendante 

des  charges.  Ici  nous  avons  -3  =  0,000269,  car  la  section  étant  un  rec- 
tangle homogène  de  3  mètres  de  hauteur,  r^  est  égal  à  — •3'=  0,75,  et 

a  =  52°,  91 5.  D'un  autre  côté,  Taire  de  la  section  est  o'"*',i44,  nombre 
qui,  multiplié  par  le  coefficient  d'élasticité  de  la  tôle,  donne 

c  =  o,i44'2'io**. 

Quant  au  coefficient  de  dilatation  r,  supposons-le,  par  exemple,  de  o,ooo4y 
ce  qui  répondra,  si  l'on  veut,  à  une  augmentation  de  température  de 
25  degrés  et  à  un  calage  ayant  pour  épaisseur  0,0001  de  la  longueur  de 
Tare.  Enfin,  prenons  dans  la  Table  II,  en  interpolant,  la  valeur  de  F  =  2,6  ; 
nous  trouverons  alors,  pour  la  poussée  dont  il  s*agit,  abstraction  faite  de 
la  correction, 

FTe-,=  8o6''°. 

Donc  la  partie  principale  de  la  poussée  sera,  dans  les  conditions  où  nous 
nous  sommes  placé, 

2i3*,75  +  o*,8i  =  2i4*,56. 

Il  ne  reste  plus  qu*à  effectuer  la  correction.  L'effet  de  la  dilatation 
étant  ici  peu  important,  nous  affecterons  l'ensemble  des  deux  résultats  du 

même  coefficient ^  ?  bien  que  pour  la  dilatation  nous  dussions  seu- 

i  +  vl- 

a* 
lement  diviser  par  i  +  ).'  -jj  la  Table  IV  nous  fournit  la  valeur  de'  ce 
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coefficient.  Pour  -2  compris  entre  0,80  et  0,84,  et  —  =  o,ooo5,  le  coef- 
ficient  serait  0,998;  il  devient  1,000  quand  -5  s'annule  :  donc,  pour 

—2  =  0,000269,  rinterpolation  donnerait  sensiblement  0,999.  Il  faut  donc 

diminuer  la  poussée  obtenue  .tout  à  Theure  de  0,001  de  sa  valeur,  et  Ton 
obtient  défioitivement  le  nombre 

Q  =  2I4S56  —  o*,24^  ai4*,35, 


résultat  égal,  sauf  une  différence  relative  <îe  j-^>  à  celui  dont  nous 

avons  fait  usage  au  n"^  36,  et  que  nous  avions  obtenu  antérieurement  à  la 
construction  de  nos  tables,  par  remploi  du  calcul  intégral  (n""  94).  La 
différence  provient  des  décimales  négligées  et  de  la  substitution  des  résul- 
tantes partielles  aux  poids  répartis  d'une  manière  continue  ;  il  est  même 
vraisemblable  que  les  erreurs  ont  dû  se  compenser.  Néanmoins  cet  exemple 
semble  prouver  que  la  substitution  dont  nous  parlons  est  sans  inconvé- 
nient pratique  dans  le  problème  actuel. 

Le  second  exemple  se  rapporte  au  viaduc  en  fonte  de  Tarascon,  établi 
sur  le  Rhône  pour  le  chemin  de  fer  de  la  Méditerranée.  La  section  trans- 
versale d'un  quelconque  des  huit  arcs  en  fonte  qui  soutiennent  une  arche 
est  représentée  en  détail  par  la  ^g.  47.  La  fibre  moyenne  est  d'ailleurs 


Fîg.  47. 


un  arc  de  cercle  de  4",95  de  flèche  et  69°,  99 
de  corde.  On  déduit  de  ces  données 

ç  =  18° 4 4' 30", 6a,  en  degrés  sexagésimaux, 
.ay_i8°44'3o'',6â 


Qo'* 


•  =  0,2082; 


et  dans  l'hypothèse  de  l'homogénéité  de  la  fonte, 

r'  =  0,3009,    ^*o^     ~~ï  =  0,000334. 

Nous  voulons  simplement  ici  trouver  la  poussée 
due  à  un  poids  de  io5  tonneaux  de  1000  kilo- 
grammes uniformément  réparti  sur  la  longueur 
entière  de  l'arc,  et  à  «m  poids  égal  uniformément 
réparti^suivant  la'lobgueur  entière  de  la  corde. 


Cette  poussée  sera  exprimée  (n*  103)  par 


Q  = ^  (F'-^/'P?  +  F'.a/>'«), 
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soit,  à  cause  de  2pp^  =  %p'a  =  io5\ 

Q  = ^,(r-hF'').io5». 

La  Table  H  donne  F  et  F  : 

pour  -?  =  o,ao,  on  a  F'=i,562,  ?"=  1,573; 

pour  -?  =  o,ai,  on  a  F'=  1,484,  F'^  1,496; 

donc,  en  interpolant  par  parties  proportionnelles,  lorsque  —  sera  o,3toBa, 
on  trouvera 

r=:  1,562  •-o,8!i  <i,5fa-.  i,4«4)  =  1,498, 
F*=  1,573  —  o,«2  {i  ,573  —  1,496)  =  i\6io. 

QaSBt  an  eoeflideiit  de  correction ;i  on  i'oblàeiU  au  noyan  de  la 

ar 
Table  ÎV  par  une  double  interpolation.  On  trouve  : 

2  •  7"' 

pour    — i  =  0,20    et    -5  =  o,ooo5. . .    le  coefficient  =  0,964; 

29  r'  ' 

pour    -^  =  o,2i    et    -5  =  o,ooo5. . .    le  coefficient  =  0,967. 

Donc,  si  -^  devient  0,0082  et  si  —  reste  égal  à  o,ooo5,  le  coefficient  de 
correctioii  deviendrait  api»t>ximativement 

0,964  4-  0,82  (0,967  ^  0,964)  =  0,9665 , 

en  admettant  Tinterpolation  par  parties  proportionnelles.  D'ailleurs,  pour 

une  valeur  quelconque  de  —  )  si  ^  est  nul,  le ooefficœnt  diercfaé  est  tou* 
7z         a  * 

jours  égal  à  i;  donc  une  seconde  inierpolatioa  entro  ^  ^  a,ooo5  et 

f^  2  <p    ' 

-j=  o,  — i  restant  0,2082,  donnera  pour  la  valeur  demandée 

^-r  .  i      ^^^.  o,ooo5  —  o,ooo336       - 
0,9665 -h  (i-o,9665)-^ ^-^ =0,9775. 
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Donc  définitivement  la  pousôée  d*un  are  appartenant  au  viadue  de  Ta- 
rascon  sera,  dans  les  circonstances  indiquées, 

Q  F  <>»9775  (1,49^  +  i,Sio)  io?«r  3oy,7. 

Ces  deux  exemples  paraîtront  sans  doute  suffisants  pour  bien  faire 
comprendre  la  disposition  et  Tusage  des  tables  de  poussée. 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 

SOLUTION  DE  DIVERSES  QUESTIONS  CONCERNANT  LES  PIÈCES  A  FIBRE 
MOYENNE  CIRCULAIRE  ET  A  SECTION  CONSTANTE. 


§  ^^  —  Calcul  de  la  Tariatioii  de  flèche  dans  certaines 
circonstances. 

107.  Observations  préliminaires.  —  Nous  continuerons  à 
faire  au  sujet  des  pièces  courbes  dont  nous  devons  étudier  la 
variation  de  flèche  les  hypothèses  restrictives  qui  ont  été  ex- 
posées au  n®  87.  De  plus,  nous  conservons  dans  le  courant  de 
ce  chapitre  les  notations  définies  au  n*"  88. 

Cela  posé,  nous  allons  procéder  au  calcul  de  la  variation  de 
la  flèche  :  i""  sous  Taciion  d'un  poids  uniformément  réparti 
suivant  la  longueur  entière  de  l'arc;  2?  sous  l'action  d'un  poids 
uniformément  réparti  suivant  la  corde  entière;  S'^par  l'effet 
d'une  dilatation  provenant  de  causes  étrangères  aux  charges. 

108.  Variation  de  flèche  produite  par  un  poids  uniformé- 
ment réparti  suivant  la  longueur  entière  de  l'arc.  —  La  pièce 
étant  symétrique  et  symétriquement  chargée,  on  doit  appli- 
quer la  dernière  formule  établie  au  n*»  51,  en  supposant  r  =  o, 
parce  qu'on  ne  s'occupe  pas  ici  des  effets  de  la  dilatation  ré- 
sultant de  causes  étrangères  aux  charges;  si  d'ailleurs  on 
néglige  le  glissement  transversal  (n^il),  la  formule  en  ques- 
tion devient 

X*N  rfr 

n'aura  pas  d'influence  sensible.  En  effet,  d'après  la  théorie  de 

N 
l'extension  simple,  la  valeur  absolue  de  —  exprime  l'allonge- 

e 

ment  ou  raccourcissement  relatif  subi  par  l'élément  ds  de  la 
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fibre  moyenne  ;  or»  dans  la  pratique,  ce  nombre  est  toujours 
très-faible  et  ne  dépasse  pas  ordinairement  quelques  dix-mil- 
lièmes :  on  serait  donc  en  droit  d'admettre  Tinégalité 


±  -  <o,ooi, 


et  par  suite 


Fîg.  48. 


-rir><*(''-ri-)' 

ou  bien  encore,  /    -f-  dx  étant  égal  en  valeur  absolue  à  la 
flèche/, 

Ainsi  le  terme  dont  il  s'agit  ne  produira  jamais  dans  la  flèche 
un  changement  proportionnel  atteignant  0,00 1.  Donc  on  pour- 
rait, comme  nous  l'avons  dit, 
ne  pas  s'en  préoccuper.  Toute- 
fois nous  établirons  d'abord  des 
formules  '  exactes ,  en  tenant 
compte  de  ce  terme. 

Pour  effectuer  le  calcul  de 
—  A/,  on  exprimera,  comme 
on  l'a  fait  précédemment,  tou- 
tes les  variables  en  fonction 
d'une  seule,  qui  sera  l'angle  a 
de  la  verticale  OB  [Jig.  48)  avec  le  plan  OG  d'une  section  nor- 
male quelconque.  On  aura 

x  =  p  sina,  rfar=:pcosacîa, 

j=rp(cosa-— COS9),     rff=— psinarfa, 
a  =  CD  =  p  sinç ,  ds=:pdix. 

Projetant  ensuite  sur  GO  et  sur  la  tangente  en  G  toutes  les 
forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  partie  GC  de  la  pièce, 
on  obtiendra  l'effort  tranchant  P  et  la  tension  totale  N  dans  la 
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seOion  faite  suivant  GO,  savoir  : 

P  =r  j[ip  ( <p  —  a)  cosa  —  Tcosa  H-  Q sîna, 
N  =  /?p  (<p  —  a)  sina  —  Tsina  —  Q  cosa, 

ou,  à  cause  de  T  =  pp<f , 

P=— /ipacosa  H-Qslna, 
N  =  — /?pasina  —  Qcosa. 

La  valeur  de  P  xious  est  utile  pour  connatlre  X,  car  on  sait 
(n'^TO)  qu'on  a 

rfX=:zt:PA  =  ±:PpJa; 

donc,  en  intégrant  cette  relation, 

==±(  — /?p*  lacosarfa  +  Op  /  sinarfa  j  -h  const. 

=:±[—  />p'  (a  sin a  -f-  cosa)  —  Qp  cosa]  -4-  const. 

Afin  de  compléter  la  détermination  de  X,  il  faut  remarquer  : 
I*»  que,  si  l'on  calculait  directement  le  moment  X,  la  force  Q  y 
introduirait  le  terme  —  Qp  (cosa  —  cos<p),  car  le  moment  de  Q 
doit  être  jpris  négativement^  comme  tendant  à  faire  tourner  dans 
le  sens  de  x  vers  j^  (n'^iSJ;  a*»  que  X  s'annule  en  C,  puisque 
les  forces^  appliquées  à  la  dernière  section  se  réduisent  à  Q  et 
à  T«  La  première  remarque  prouve  que  dans  le  double  signe  ±: 
c'est  le  signe  -h  qu'on  doit  ciioisir;  la  seconde  détermine  la 
constante;  et  il  vient  finalement 

X=:— /ip»(cosa  — coscp-hasina— 9>sin<p)— Qp(cosa— cos<p). 

Quand  on  transporte  ces  diverses  valeurs  dans  l'expression 
de  —  A/,  on  trouve 

—  Af=zi-±-  I    (sina— sm(p}(cosa— cos<p4-asina— (psin<p)rfa 
-" — 7  /    (sina  — sin<p)  (cosa  —  coscpjrfa 


Pi 
e 


Jf    asln»arfa4-^I     sinacosarfa. 
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L'intégraUon  s'effectue  aisémem;  on  ne  rencontre  ici  que  des 
intégrales  déjà  connues,  sauf  /  asm^ada.  Or,  en  intégrant  par 
parties,  on  obtient  successivement 

f  asin'arfarir  — asînaCosa-4-  I  cosa(2(asina) 

=  — «sînacosaH-  j (^nucosa  -^  occos^oc)  da 

=  — asinacosa-l--sin'a-4-  ia{i  — sin'a)rf« 

= asinacosa+  -7  sm'a -h  t  «  • 

2  44 

On  est  donc  en  mesure  d'écrire  la  valeur  de  —  A/,  qui  est 
—  A/^r-^  î  — 7sin*ç-4-  -«psînçcosç-f-i  — cosç 

—  9  sinç  -f-  ç*siiî*ç  -hj(f^j 
— -^1 -smç  —  (psin<pcos9  h-  cosç  — i  j 

-h^(--i9Sin9COS<p  -f-sin^çH-ç*)  -f-  ^sin'ç, 
soit  encore 

•^  er^  er^  e  e 

H,  H',  H"^,  H'*  étant  des  constantes  connues  maintenant  en 
fonction  de  9.  La  formule  précédente  suffirait  donc  pour  cal- 
culer— A/,  puisque  d'ailleurs  on  peut,  par  un  calcul  préalable, 
connaître  la  poussée  Q. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  arc  surbaissé,  c'est-à-dire  dans  l'hypo- 
thèse, assez  généralement  vraie  en  pratique,  d'une  petite  va- 
leur de  9,  cette  formule  peut  recevoir  une  forme  beaucoup 
plus  simple.  Pour  la  trouver,  nous  remplacerons  d'abord  Q 
par  sa  valeur  donnée  au  n^  103  : 


Q=3  2/ipç.F' 
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et  nous  aurons  de  celle  manière 


Q  sin'o 


Or  on  connaît  déjà  le  développement  de  F'  en  série  (n*  103]^ 
ainsi  que  celai  de  X  et  7/  (n""  99  et  100  ),  et  il  est  facile,  au 
moyen  des  séries  connaes  do  sinus  et  du  cosinus,  d'avoir 
ceux  de  H,  H',  W,  HT,  Le  calcul  donne  pour  résultat  : 

2^^  \       i5o^       a8oo^       756000^       ••-y» 

et,  par  suite,  « 

^       1200^  \       112^       16170^  / 

sin*9  ^     i6\       35o^      176400^         /* 

Ha'-2F'H'').9=|9'(i--^9'-t-...y 

Donc,  en  ne  prenant  que  le  premier  terme  des  trois  séries 
précédentes,  ce  qui  est  légitime  pour  de  petites  valeurs  de  9, 
on  aura 


-A/= 


pp'         /   p'9*         25       5r*9^\ 
7       77r^  V726Ô7*  "^  16  *^  "80»"/ 


Cette  valeur  est  encore  susceptible  de  quelques  simplifications. 
D'abord  nous  savons  qu'on  peut  sans  erreur  relative  notable 
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remplacer  i-hV—  par  i  ■+•-7777  (^**  100);  en  second  lieu, 
puisque  9  est  petit,  on  a  sensiblement 

p(p  =  a    et    9  =  2tang-(p= -^5 

I  r' 

enfin,  à  cause  de  la  limite  de  7 — ^  que  -;  ne  dépasse  pas  (n^'QT), 

le  terme  -5—7-  se 
rons  simplement 


le  terme    ^  J   sera  petit  relativement  à  -^«  Donc  nous  écri- 


ou  bien 

(0  -A/= 


A  /•-  E5  />p'         /  64/'    \ 

:i,56     .    ^P'     ,.   (i-i-o,oo8i4^V 


La  formule  (i)  ci-dessus,  d'après  la  manière  dont  elle  a  été 
.obtenue,  semblerait  ne  devoir  être  appliquée  que  lorsque  Tare 
est  notablement  surbaissé.  Cependant  on  se  convaincra  aisé- 
ment par  des  substitutions  directes  qu'elle  ne  donne  pas  une 
forte  erreur,  même  dans  le  cas  où  la  fibre  moyenne  se  rap- 
proche du  demi-cercle,  c'est-à-dire  quand  9  est  peu  différent 

de  —  Ainsi,  quand  on  fait  9  =  -  dans  les  expressions  non 

développées  en  séries,  on  trouve 

H -f- 2F' H' 9  =0,013455, 

HV-2rH>?^  +H''H-  2F'H-9  =  '>6o3o3, 
sm*9  ^ 

H''X'~2F'H'a9  =  o,6i685, 
et,  par  suite, 


-;r-£2^—— (0,01346  21  +  i,6o3o3  +  o,6i685  ^V 
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Or,  le  terme  o,6i685 -j  est  négligeable   devant   i,6oSo3; 

1  -f-  ^'  ~  peut  être  remplacé  par  1  -h  -^-t^j-  avec  une  erreur 

relative  inférieure  à  —  (n°  100);  donc  on  aurait  très-approxi- 
mativement 


-A/= 


PP\        (.,6o-f.o,o.35P-;\. 


La  formule  (i),  en  remarquant  que  pour  9  =  -  on  a/=a=::jp, 
donnerait 

on  voit  donc  qu'elle  conduirait  à  peu  près  au  résultat  exact. 

TT 

La  substitution  de  9  =  7  nous  fournirait  encore  une  cônclu- 
4 

sion  dans  le  même  sens;  car  en  laissant  de  côté  le  facteur 
.    ^^ — pr-  ?  sur  lequel  on  fait  une  très-petite  erreur  quand 

on  le  remplace  par  —, — ^^^  ^    ?  la  formule  (i)  donnerait 

pour  le  second  facteur 

1,56  + 0,0127  ^v 
au  lieu  de  la  valeur  véritable 

1,56  H- 0,0137^; 

Terreur  relative  à  craindre  serait  donc  limitée  à  -^5  dans  le  cas 
défavorable  oïl  -^ —  serait  très-grand  ;  et  généralement  elle  se- 
rait plus  petite,  car  il  est  rare  que  le  terme  i,56  ne  l'emporte 

f * 
pas  de  beaucoup  sur  celui  qui  contient  le  facteur  -7— j-         ^ 
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109,  Fariation  de  flèche  produite  par  un  poids  uniforme^ 
ment  réparti  suivant  la  longueur  entière  de  la  corde.  —  Nous 
admettons  identiquement  les  mêmes  données  qu'au  n®  108,  à 
part  cette  différence  que  la  charge  sera  répartie  uniformément, 
non  plus  suivant  la  longueur  de  Tare,  mais  suivant  une  paral- 
lèle à  sa  corde,  c'est-à-dire  qu'une  partie  de  Tare,  occupant  en 
projection  sur  cette  corde  une  longueur  /,  supportera  une 
charge  p'L  Celle  charge  agit  d'ailleurs  perpendiculairement  à 
la  corde.  On  demande  de  déterminer  rabaissement  -—  A/  du 
sommet  de  l'arc. 

On  remarquera  d'abord  que  la  pièce  a  un  poids  propre  dont 
on  ne  pourrait  pas  toujours  faire  abstraction;  mais  si  l'on  en 
tenait  compte,  cela  aurait  simplement  pour  effet  d'introduire 

dans  l'expression  de  —  A/ les  termes  H  ^et  H*^  que  nous, 

avons  calculés  au  numéro  précédent.  En  outre,  les  termes 

H'  -^  et  H'"  —  doivent  rester  les  mêmes  que  tout  à  l'heure, 
er^  '    e  ^ 

car  il  est  clair  que  la  réaction  Q  entrera  de  la  même  manière 
dans  X  et  N;  seulement  Q  ne  conservera  pas  la  même  valeur 
numérique,  et  dans  les  applications  il  faudrait  avoir  soin  de 
prendre  celle  qui  répond  au  cas  actuel.  Tout  considéré,  nous 
n'avons  donc  à  chercher  que  les  termes  provenant  de  l'intro- 
duction de/?'  dans  X  et  N. 
Or  on  trouve  sans  difficulté 

X=: /j'p'fsinç— -  sina)'-4-Tp(sincp  — sina)-h.. ., 

N  — p'p(sin<p  — sina)sina  — Tsina  — . . ., 

et  comme  T  est  ici  égal  à  /?'  p  sin  9 , 

X  =  - /?' p»  (  sin*ç  —  sin'a )  -f- . . . , 
N^i:  —  p'psin'a  — . . .; 

d*ûù  l'on  conclut  que  les  termes  analogues  à  H^  et  H''^ 
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sont,  dans  le  cas  actuel, 

£-^  /    (sinç  — sina)  (sin*(p--sin»tx)(/a    et   O-  1    sin^arfa. 

Ces  intégrales  se  décomposent  facilement  en  intégrales  con- 
nues, et,  tout  calcul  effectué,  on  trouve  pour  les  coefficients  Hi 

et  H",  qui  multiplient  respectivement  ^-2-  et  ^-£-  : 


H,  =:-9sin'(p çsinç sin'ç 

7     .  •  II 

H-  — sm*(pcoscp-f-^  — ^^  COS9, 

-nu  ^'  I  . 

H,  =  5  —  COS(p  H-  ^  COS*(p. 

Ainsi  Ton  aurait  en  définitive,  pour  Peffet  produit  sur  la. 
flèche /par  le  poids  2/1' a, 

•^  er*  er^*'         ^     e  e 

La  substitution  de  la  valeur  de  Q  et  le  développement  en 
série  donnent  ici,  comme  au  n»  108,  un  résultat  simple  et  re- 
marquable. On  a  d'abord  (n^  103) 

a' 


et,  par  suite, 


2r   ^A^^,  +2F''H'''sin(p 
SUl  <p  ^ 


-^L'(H';X'- 2F''H''Xsin?)l. 
Maintenant  si  Ton  développe  en  série  les  quantités  Ht  et  H'^ , 
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on  trouvera 

*       24      \        i5o  •        i3oo^       108000^         '   / 

au  moyen  de  ces  valeurs  el  des  valeurs  déjà  connues  de  H',  H'", 
F",  X,  Vy  on  obtiendra  les  développements  ci-après  : 

-T-1 : l-H'^-f-2F'''H'"sin9 

sm'9         sinç  '  ^ 

25  /         loi     ,       2473     ,  \ 

ib  Y        lODo  ^        176400  ^  / 

H';V-2F''H"'>sin9  =  |9^(i-i^9'-f-...], 
doncy  f  étant  d'abord  supposé  petit,  on  pourra  écrire 

soit  plus  simplement,  en  procédant  comme  au  n°  108, 
•'"'16'    /        i5r»\  r"^ 2625a» r'j' 


ou  enfin 

(2j  -A/= 


Pour  savoir  si  la  formule  (2)  s'écarte  beaucoup  de  la  vérité 
dans  le  cas  où  9  ne  serait  plus  petit,  nous  avons  encore  cher- 

ché  les  vraies  valeurs  de  —A/  pour  9  =  -  et  9  =  7?  et  nous 

les  avons  comparées  avec  les  résultats  qu'on  aurait  trouvés  par 
Tapplication  de  la  formule  (2).  En  laissant  toujours  de  côté  les 

L    2«  ÉDIT.  i8 
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facteurs      ,  ^  ^\  ,.   el     ,  ^  ^     ..  »  qu'on  sait  être  1res- 

sensiblement  égaux,  voici  le  résultat  de  cette  comparaison. 
La  formule  (a)  donne  : 

pour    9= 1,56  +  0,0190-» 

pour    9  —  7 •••     i>56 H- 0,0190^^5 

respectivement,  au  lieu  de 

0'  f* 

i,32  +  o,oi38^     et     1,50-^-0,0178^,. 

On  voit  par  conséquent  que  la  formule  (2)  serait  encore  assez 
exacte  pour  9  =  7?  mais  qu'elle  donnerait  une  valeur  notable- 

ment  trop  forte  dans  les  environs  de  9  =  --  Toutefois  cette 

erreur  n'irait  jamais  jusqu'à  augmenter  de  4©  pour  'oo  ^^  ré- 
sultat véritable,  et  par  conséquent  elle  n'en  changerait  pas 
l'ordre  de  grandeur. 

110.  Autre  démonstration  des  formules  précédentes  y  pour 
le  cas  des  arcs  très-surbaissés.  —  Le  procédé  par  lequel  nous 
sommes  arrivé  aux  formules  (i)  et  (2)  des  n°»  108  et  109  a 
l'avantage  de  ne  laisser  dans  l'esprit  aucun  doute  sur  la  vérité 
du  calcul,  et  de  faire  connaître  en  même  temps  jusqu'à  quel 
point  ces  formules- sont  applicables  à  des  arcs  ne  remplissant 
plus  la  condition  d'être  fortement  surbaissés.  Mais  nous  avons 
dû  subir  l'inconvénient  d'une  suite  de  transformations  longues 
et  pénibles,  et  il  est  possible  de  les  éviter,  ou  tout  au  moins 
de  les  diminuer  considérablement,  quand  on  admet  comme 
point  de  départ  :  i*»  que  l'angle  9  est  assez  petit  pour  qu'op 
puisse,  sans  erreur  sensible,  le  traiter  en  infiniment  petit  dans 
le  calcul  ;  2°  que,  conformément  à  une  remarque  du  n°  108^ 
l'expression  de  l'abaissement  —  A/ puisse  être  approximatif 


Digitized  by 


Google 


DÉFORMATION   ET   RÉSISTANGB  DES  AftCS  CIRCULAIRES.  27$ 

vemenl  réduite  à 


-h: 


er^        dx 


Ces  hypothèses  admises,  voici  comment  on  procédera  au  cal- 
cul de  A/, 
D*abord  on  écrira,  en  prenant  l'angle  a  pour  variable, 

—  ^r'A/==  /     Xp*(sin9  —  sina)rfa 

z=zp^  I     Xrf(asin9  -f-  cosa— i). 

Si  Ton  intègre  par  parties  le  second  membre,  on  aura 

1  X  (sinç  —  sina)  rfa  =  X  (a  sinç  -4- cosa  — i) 

—  /(asinç-f-cosa  — i)-^aa; 
par  suite,  quand  les  limites  de  l'intégration  seront  o  et  9, 

JX{sin(p  —  sina)rfa=—  /     (asinç 


H-cosa— ï)-r- aa, 
ace 


attendu  que  X  s'annule  pour  a  =  9,  et  que  asincp  •+-  cosa—  i 
s'annule  pour  a  =  o,  de  sorte  que  le  produit  de  ces  facteurs 
est  nul  aux  deux  limites.  La  question  est  donc  ramenée  à 
trouver  l'intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  la  der- 
nière équation.  Maintenant  il  faut  distinguer  deux  cas. 

Premier  cas.  Poids  uniformément  réparti  suivant  la  fibre 
moyenne.  —  On  a  (n^l08) 


dX 

d 


—  =:Pp=::— ;?p2acosa-f-Qpsina=  — /?pM  acosa ^sinaj- 


Le  rapport  —  est  donné  (n®  103}  par  la  relation 

I— A  — 

«=,F,--4:. 


''«'  .+-K'-. 


a" 

18. 
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qui,  dans  l'hypothèse  de  9  très-petit,  peut  se  réduire  à 


5r' 
I  — 


P9       \       2i^/,^i5r 


2<p*a' 


On  a  d'ailleurs^  aux  quantités  du  quatrième  ordre  près. 


a' 
cosa=:  I 5 

sina  ==:«——• 


En  vertu  des  trois  dernières  égalités,  on  transforme  -r  ainsi 
qu'il  suit  : 


rfX 
doc 


i5r' 
Le  facteur  entre  crochets,  multiplié  par  i  h ^-^j  devient 

-^[^(-f)-l(-l)('-A^-)]> 

mais  si  nous  prenons  pour  règle  de  ne  conserver  dans -chaque 
groupe  que  les  termes  de  Tordre  le  moins  élevé,  il  faudra  ré- 
duire ce  produit  à    • 

4     ,       a»        i5r» 


21^  3        29»«'' 


I 


Icomme  nous  savons  en  outre  (n°  100)  que ^  rem- 

place ^-7  dans  le  cas  ou  9  est  très-petit,  nous  trouve- 

2  9^  a* 
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rons,  par  des  substitutions  faciles  &  voir. 


rfX pf 

doc  ~ 


i5r'  ^21^        3       29'aV 


Avec  le  même  système  d'approximation,  le  facteur 

oLSUï(f  -hcosa  —  I 

a' 
s'exprime  par  «9 ?  en  sorte  qu'on  peut  écrire 

—  er*A/=  — p*  I     (asm9-4-cosa  — i)-T-  «a 

=  -^/'(«»-ï)(A»-T%lS)-<'«- 

L'intégration  s'effectue  sans  peine,  puisqu'il  s'agit  d'une  fonc- 
tion entière  et  rationnelle  :  on  a 


'^  \63  ~  4a  ~  75  ■*■  36/  "*■  ~T^  \i      Ej 


F' 

1260  ^    i6a* 


On  en  conclut 

^"^  ^-^  i5r'  Ua6o^    i6a'  j 


soit,  en  divisant  tout  par  er% 


^•'~i6      /       i5r'\  Va'       35  laGor»; 
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Pour  obtenir  la  formule  (i),  il  faut,  comme  au  n"*  108,  rem-* 
placer  p<p  par  a,  et  p*ç«  par  a'  (  — )  »  ^^^^  ^^  formule  précé- 
dente; puis  on  réduit  les  fractions  ordinaires  en  fractions  dé- 
cimales. 

Deuxième  cas.  Poids  uniformément  réparti  suivant  la  corde. 
—  La  marche  du  calcul  reste  la  même  que  dans  le  premier 

cas;  «>ais  il  faut  employer  d'autres  valeurs  de  Q  .t  de  g- 
On  a  ici 

-j-  =  Pp  r=  p'p»(sin9  —  sina) cosa  —  /?'p*sin(p  cos«-hQp sîn  a 
=  — //p*  sina  cosaH-Qpsina 
=:~/^'p»sina^cosa-^j, 

-^  =  2F''sin9 ^. 

à* 
La  dernière  égalité  devient,  dans  le  cas  de  <p  très-petit, 

Sr^  Sr^ 

ponant  cette  expression  dans  --r^j  en  même  temps  que  a  et 

a' 

I j  au  lieu  de  sina  et  de  cosa,  on  trouve 

2 


dX 
^-di=P 


ou  plus  simplement 
rfX 


«a  i5r*  \7  "        2       2<p'a'/ 
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Par  suite,  il  vient 


-er 


(as!n<p  +  cosa— O-p  rfa 

Le  calcul  se  continue  ensuite  d'un^  manière  identique  à  celle 
du  premier  cas,  à  part  cette  différence  que  Fîntégrale 

■    X>-f)(A'-f)'-       ■ 

doit  être  remplacée  par 
Cette  dernière  a  pour  valeur 

_^^/2  I  I  l\  (p« 

^  yTî     28      10     a4/     840* 

Il  y  aura  tout  simplement  substitution  du  dénominateur  84^  à 
la  place  du  dénominateur  1260,  ce  qui  aura  pour  effet  d'aug- 
menter de  moitié  te  terme  de  la  formule  (i)  contenant  le  fae- 

teur  ^^*  On  retombera  bien  ainsi  sur  la  formule  (aj, 

m.  Applicatmn  numérique  des  formules  (i)  et  (a).  —  Nous  allons 
appliquer  les  formules  (i)  et  (2)  des  n***  108  et  109  au  viaduc  de  Taras- 
con,  déjà  cité  aux  n°"  97  et  106.  On  a 

/'=4",95,     afl=59",99,     r'=  0,3009. 
Des  valeurs  de  /  et  de  a,  on  conclut  d'abord  celle  de  y  et  de  p,  car 

'  tang-9  =  ^,     et    P  =  -^î 
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donc 

f  =  0,3271...,     p=93",354 

Qoant  à  e,  c*est  le  produit  de  la  section  o.  de  Tare  par  le  coefficient 
d'élasticité  longitudinale,  que  les  constructeurs  du  viaduc,  MM.  Desplaces 
et  CoUet-Meygret  (*)  ont  évalué,  d'après  leurs  expériences,  à  6.10'; 
comme  a  est  égal  à  0,1428  [voir  \dijig,  47)}  on  a  donc 

e  =  o,8568.io'. 

Au  moyen  de  ces  données,  si  ripn  fait  par  exemple  %p^  =  %p'a=io5ooQ 
kilogrammes,  on  tirera  des  formules  (i)  et  (2)  : 

pour  l'effet  du  poids  2/?p<p. . .     —  A/  =  ©",027, 
pour  l'effet  du  poids  2/?'^ ...     — •  A/=  o",o28. 

MM.  Desplaces  et  Coilet-Meygret  ont  constaté  directement  que  l'effet 
total  des  deux  poids  de  io5  tonneaux  dont  il  s'agit  était  environ  0*^,06, 
tandis  que  nous  le  trouvons  seulement  de  0^,027  4- 0^,028,  soit  o"*,o55. 
Nos  formules  donneraient  donc  une  erreur  relative  en  moins  dont  la  valeur 

est  à  peu  près — •  Cette  erreur,  assez  faible  dans  une  question  de  ce  genre, 

s'explique  par  le  jeu  des  assemblages  et  aussi  par  l'incertitude  qui  affecte 
la  valeur  du  coefficient  d'élasticité;  le  nombre  6. 10"  est  une  moyenne  de 
plusieurs  expériences  assez  divergentes  dans  leurs  résultats,  et  on  ne 
saurait  guère  compter  sur  son  exactitude  absolue. 

Lorsqu'on  essaye  des  applications  numériques  semblables  à 

celle  qui  vient  d'être  faite,  on  remarque  fréquemment  que  le 

f* 
terme  en  «y-,  influe  peu  sur  le  résultat  des  formules  (i)  et  (2), 

et  qu'il  en  est  de  même  pour  le  diviseur  i-^-qt^*  Ainsi, 


dans  Texemple  ci-dessus,  on  avait 
r  (4,95)^ 


8/« 


«''•'      (29,995)'. 0,3009      '    ' 


i5r«  - 

?r  =  o,023; 


les  coefficients  i -+-0,0081 -4—:   et  i -+-0,0122 -îf-->   divisés 


(*)  Le  Mémoire  de  ces  Ingénieurs  a  été  inséré  dans  les  Annales  des  Ponts  et 
/^haussées,  i854,  i*'  semestre. 
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i5H 

par  I  -^-Tw^j  étaient  donc  respectivement  0,996  et  1,004.  On 

voit  qu'il  n'y  aurait  presque  pas  eu  d'erreur  à  les  négliger  et 
à  prendre  simplement 

''        ib      e 

au  lieu  des  formules  (i)  et  (2). 

Ce  résultat  se  retrouve  à  peu  près  par  le  raisonnement  ap- 
proximatif que  voici.  Dans  les  arcs  à  surbaissement  moyen 

(de  —  à  —  I  î  pour  peu  que  le  rapport  —  ne  dépasse  pas  une 

limite  de  0,0004  à  o,ooo5,  comme  cela  se  fait  habituellement, 
on  ne  commet  qu'une, faible  erreur  sur  la  poussée  (quelques 
centièmes  au  plus)  en  négligeant  les  corrections  représentées 

pi  I 

par  les  coefficients  i  —  l  —  j (n«*  99  et  iOO).  On  aura 

donc  une  valeur  passablement  exacte  de  celte  force  en  calcu- 
lant les  expressions  (n?  103) 

2/?p(p.F',     ap'psinç.F'', 

lesquelles,  pour  de  petites  valeurs  de  9,  deviennent  simple- 
ment/>p  el/)'p.  Or,  cela  représente  aussi,  avec  une  faible  er- 
reur, la  composante  N  qui  comprime  chaque  élément  ds  de  la 
fibre  moyenne,  parce  que  :  1°  dans  un  arc  surbaissé  la  poussée 
l'emporte  notablement  sur  la  charge  verticale;  2®  cette  charge 
étant  presque  perpendiculaire  à  cfe  a  une  projection  très-petite 
sur  la  direction  de  N.  Donc,  tous  les  éléments  vont  éprouver 

un  raccourcissement  proportionnel  —  ou  £-^>  suivant  le  cas; 

et  la  diminution  totale  sur  la  longueur  pf  du  demi-arc  sera 

e  e 

Maintenant,  à  quelle  diminution  de  flèche  répond  une  di- 
minution donnée  de  longueur  dans  un  arc  circulaire  surbaissé 
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dont  la  corde  reste  invariable?  Pour  résoudre  cette  question 
subsidiaire,  soit  /  la  longueur  du  demi-arc  :  on  aura  la  for- 
mule connue 

qui  donne,  par  la  différentiation, 

.4/A/ 
3a 
c'est-à-dire 

ou  enBn,  en  remplaçant  —t.  par  -9 

Af= 

Cela  posé,  il  suffit  de  mettre  au  lieu  de  A/  les  augmenta- 
tions négatives  trouvées  ci-dessus,  savoir  —  ^^  5  —  £-Lx, 


(*)  Cette  formule  est  celle  qui  sert  à  trouver  la  lon^eur  d'un  arc  parabo- 
Uque  à  petite  llôehe;  l'arc  circulaire  surbaissé  peut  être  oonfondu  avec  la 
parabole  de  même  flèche  et  de  même  ouverture.  Au  reste,  il  est  facile  de  dé- 
montrer la  formule  sans  cette  assimilation  :  on  a 

y  =  aarctang /=  5|!r^,  _  ^ -t- . .  .^  , 


relations  d'où  résulte 


ou  bien 


en  négligeant  la  quatrième  puissance  eC  les  puissances  supériettres  de  — 
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et  Ton  obtiendra  les  résultats  correspondants 

'^       1      e 

•^      2,      e 

Ce  sont  les  mêmes  que  ceux  auxquels  nous  étions  parvenu 

d'une  autre  manière,  sauf  la  légère  différence  entre  les  coeffi- 

25       3 
cients  -g  et  -»  différence  qui  s'explique  assez  par  la  nature 

même  de  l'analyse  précédente.  Toutefois,  on  peut  conclure 
assez  rationnellement  de  cette  analyse  que  la  diminution  de 
flèche,  dans  un  arc  surbaissé  supportant  une  charge  uniforme, 
est  due  presque  entièrement  à  la  diminution  de  longueur,  de 
sorte  que  la  flèche  varierait  très-peu  si  la  fibre  moyenne  de- 
venait incompressible,  tout  en  laissant  à  ses  divers  éléments 
la  liberté  de  tourner  les  uns  par  rapport  aux  autres. 

Ii2.  Jccroissement  de  flèche  produit  par  une  dilatation 
linéaire  indépendante  des  charges.  —  Lorsque,  par  une  cause 
quelconque,  telle  que  le  changement  de  température,  il  se 
produit  une  dilatation  ou  contraction  delà  matière  qui  compose 
la  pièce,  toutes  les  dimensions  tendent  à  augmenter  ou  à  di- 
minuer dans  un  rapport  constant.  Cela  entraînerait  déjà  une 
variation  de  flèche  représentée  par  t/;  mais  la  flèche  varie  sur- 
tout parce  que,  les  deux  points  d'appui  faisant  obstacle  au  chan- 
gement de  la  corde  2  a,  il  naît  de  là  deux  forces  horizontales  Q, 
égales  et  contraires,  appliquées  aux  deux  extrémités  de  l'arc, 
qui  l'obligent  à  se  courber  davantage  et  à  augmenter  sa  flèche 
s'il  y  a  dilatation,  ou  produisent  l'effet  inverse  s'il  y  a  con- 
traction. 

Il  n'est  pas  besoin  de  nouveaux  calculs  pour  trouver  l'ex- 
pression de  la  variation  de  flèche  dont  il  s'agit.  On  l'obtiendrait 
en  effet  au  moyen  de  la  formule  générale  rappelée  tout  à 
l'heure  (n®  108  ),  dans  laquelle  on  mettrait  pour  X  et  N  le  mo* 
ment  ou  la  projection  de  la  force  Q  produite  par  la  fixité  des 
appuis,  en  ayant  soin  d'ailleurs  d'y  rétablir  le  terme  t/.  On 
retrouverait  donc  pour  l'intégrale  qui  entre  dans  la  formule 
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les  deux  termes 

Qp"  /3  .  ,         \  \     Qp  .  , 

-^  (  -  sin'9  —  9  sincp  coscp  -h  cos<p  —  i  )  —  -^  sin'©, 

faisant  partie  de  l'expression  de  A/»  calculée  au  n"*  108  dans 
le  cas  d'un  poids  uniformément  réparti  suivant  la  longueur 
entière  de  l'arc.  Donc  on  aurait,  pour  représenter  le  change- 
ment de  flèche  dû  à  la  dilatation  dont  le  coefficient  est  t, 

A/=  T/-f- ^  (  -sin'cp  —  <p  sincp  cosç  -H  cos<p  —  i  )  —  —  sin'9 ; 

dans  cette  formule,  Q  exprime  la  poussée  correspondante  à 
la  même  dilatation,  poussée  dont  la  valeur  nous  est  con- 
nue (n<»  102). 

Afin  d'arriver  à  un  résultat  plus  commode  pour  les  applica- 
tions pratiques,  remplaçons  encore  Q  par  son  expression  en 
fonction  de  t  et  des  dimensions  de  l'arc  (n®  92)  :  nous  aurons 
ainsi 

3  .                                                     r» 
-sm*9  •—  9  sm  9  COS9  4-  COS9  —  i ;sin*9 

àf=rf'{-2za = • 

9-h29COs'9--3sin9COS9H — 5sin*9(9-Hsin9COS9) 

Or  le  développement  en  série  donne 

3  .  ,  .  5      /       4q  \ 

-sm*9--9sm9COS9-+-cos9  — i=-j9M  I  — -^9'-f-...  U 

sin<9  =  9^  f  i--|9»-i-...  j» 

9 -+-29  cos'9  — 3sin9COS9  =  -^  9M  i — ^9'-+-. . .  |» 

sin9(9-4-sin9  cos9)  =  29*  1 1—  w  9^H-.  •  •)^ 

par  suite,  si  l'on  suppose  l'arc  très-surbaissé,  c'est-à-dire  9 
très-petit,  on  pourra  poser 

4  .      ^r^  329 1  i5r'     1 
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Dans  cette  même  hypothèse  on  peut  encore  remplacer  9  par  -^  ; 

1 2  f*'  I*' 

on  peut  d'ailleurs  négliger  -^-j  devant  Tunité,  car  —  étant 

Oél  CL 

inférieur  à  o,oo25  (n®  97],  l'erreur  relative  ainsi  commise  sur 
le  second  terme  de  A/ n'atteindra  pas  o,oo6.  Donc  on  aura 


ou  bien  encore 

(3)  A/=t/ 


WwJ 


[^K^)] 


La  formule  (à)  est  déjà  satisfaisante  sous  le  rapport  de  la 
simplicité  :  on  peut  cependant  en  trouver  une  encore  plus 
simple,  et  suffisamment  exacte  dans  la  plupart  des  cas.  Il  ar- 
rive assez  ordinairement  que  la  quantité  -^j;  ne  dépasse  pas 

quelques  centièmes;  si  on  la  néglige  dans  l'avant-dernière 
équation,  on  aura 

Or ~-  est  égal  au  rayon  p  de  la  fibre  moyenne;  dans  les 

arcs  surbaissés,  -^  p  est  grand  par  rapport  à  -^f  :  en  négli- 
geant cette  dernière  longueur,  on  aurait  donc  simplement 
(4)  A/=i,56tp; 

c'est-à-dire  que,  sauf  les  restrictions  au  moyen  desquelles  la 
formule  (4)  a  été  établie,  la  flèche  varierait  d'une  quantité 
égale  au  produit  du  nombre  i  ,56  par  la  dilatation  linéaire  ab- 
solue qu'éprouverait  une  barre  entièrement  libre,  composée 
avec  la  matière  de  Tare,  ayant  une  longueur  égale  au  rayon,  et 
soumise  à  la  même  cause  de  dilatation. 
Nous  sommes  arrivé  aux  formules  (3)  et  (4)  au  moyen  d'hy- 
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pothèses  particulières,  savoir:  9  petit,  quand  il  s'agissait  de  la 

formule  (3),  et  en  outre  ^  petit,  quand  il  s'agit  de  la  for- 
mule (4)-  Il  y  a  quelque  intérêt  à  comparer  les  résultats  de 
ces  deux  formules  avec  la  valeur  exacte  donnée  par  l'expre»* 
sion  de  A/ non  développée  en  série,  même  dans  le  cas  où  ces 
hypothèses  ne  seraient  pas  réalisées.  Les  deux  tableaux  ci- 
après  font  connaître  le  résultat  de  la  comparaison,  pour  une 

série  de  valeurs  de  —^  comprises  entre  0,12  et  1,00,  et  pour 

TT 

trois  valeurs  particulières  de  —  :   ces  arguments  suffisent, 

comme  il  est  facile  de  le  vériûer,  pour  calculer,  par  les  trois 
formules  dont  il  s'agit,  les  rapports  de  A/ à  2za. 
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Il  résulte  de  ces  tableaux  : 

i""  Que  la  formule  (3)  pourra  toujours  être  substituée  à  la 
formule  exacte,  sauf  une  erreur  ne  dépassant  pas  8^9  pour  100, 
et  qui  serait  même  Inférieure  à  3,4  pour  100  pour  des  valeurs 
de  (f  moindres  que  la  moitié  de  l'angle  droit; 

2*»  Que  la  formule  (4)  entraînera  une  erreur  maximum  de 

7,1  pour  100  au  plus,  quand  on  aura  simultanément  —  >•  0,20 

TT 

et  — <;o,ooi,  ce  qui  aura  lieu  généralement  dans  la  pratique. 

Pour  les  arcs  peu  surbaissés  la  formule  (4)  sera  même  plus 
exacte  que  la  formule  (3). 

113.  Jutre  démonstration  de  la  formule  (3).  —  Les  for- 
mules (i)  et  (2)  ayant  été  démontrées  ( n"  110)  d'une  manière 
relativement  simple,  en  les  cherchant  sans  passer  par  le  cal- 
cul de  la  valeur  exacte,  il  convient  de  faire  maintenant  une 
chose  analogue  pour  la  formule  (3)  qui  exprime  la  variation 
de  flèche  due  à  la  dilatation  dont  le  coefficient  est  t.  Cette  va- 
riation se  compose,  comme  on  Ta  déjà  dit,  du  terme  xf  et 
de  l'effet  produit  par  la  poussée  Q,  lequel  a  pour  expres- 
sion (n*»  110) 

er\ 


^  /     (a  sin©  -i-  cosa  — i)  -7—  aa, 


//"Y 

OU,  en  mettant  pour  -r-  sa  valeur  Qp  sina, 


^  /     (a  sin<p  -i-  cosa  —  i)  sina  rfa; 
ainsi  donc 

A/=T/-t-5^  /     (asin<p4-cosa  — i)  sinarfa. 

L'intégrale  se  calcule  par  approximation,  dans  le  cas  de  petits 
angles  a  et  <p,  en  faisant 

a' 
sina  =  a,     sm<p  =  (p,     cosa=i— ~; 

L  a*  ÉDiT.  19 
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il  vient  alors 


i 


(asinf  -+-cosa— i)sinarfa 


et,  par  suite. 

On  peut,  dans  ce  Eésultat,  remplacer  Q  par  sa  valeur  approxi- 
mative (n*»  102) 


Q- ô . 

on  peut  faire  aussi 

par  ces  substitutions,  la  valeur  de  A/  devient 


ce  qui  s'accorde  exactement  avec  la  formule  (3). 

Mais  cette  démonstration,  plus  rapide  que  la  première,  a 
l'inconvénient  de  n'être  exacte  que  pour  les  arcs  surbaissés; 
de  plus,  elle  ne  permettrait  pas  de  constater  le  degré  d'exac- 
titude des  formules  simplifiées. 

114.  applications  numériques  de  la  formule  (4).  —  On  trouve  dans 
les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées  (i854,  i"  semestre)  deux  Mémoires, 
Fun  de  M.  Jules  Poirée,  l'autre  de  MM.  Desplaces  et  Collet-Meygret,  où 
sont  consignés  des  faits  propres  à  vérifier  la  formule  (  4)  du  n°  112.  D'après 
les  nombres  fournis  par  ces  Ingénieurs,  le  pont  du  Carrousel  à  Paris  se 
relèverait  de  o",ooii  pour  une  augmentation  de  i  degré  centigrade;  ce 
relèvement  deviendrait  respectivement  o^jOcoSB  et  o"",  001 35  dans  le  pont 
de  la  gare  de  Charenton  et  dans  celui  de  Tarascon.  Les  trois  ponts  étant 
supportés  par  des  arcs  en*  fonte,  il  faut  dans  les  formules  (3)  ou  (4) Taire 
T  =  0,0000111,  nombre  donné  par  M,  Péclet  et  autres  auteurs,  d'après 
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.  le  major  général  anglais  Boy.  On  a  d'ailleurs  : 

au  pont  du  Carrousel tio  =  47",67,   /=  4* ,90,    d'où    p  =  6o"*,4  ; 

de  Charenton ...     na^  35" ,00,    /=  4",oo,    d'où    p  =  40" ,3 ; 
deTarascon ^«=59-99,    /=4-95,    d'où    p  =  93",4. 

Par  suite  la  formule  (4)  donnera  : 

pour  le  pont  du  Carrousel A/=  oi",ooio5; 

de  Charenton  ... .     A/=  o",ooo7o; 
de  Tarascon  '. A/=  o"',ooiGa. 

On  voit  que  le  calcul  donne  un  résultat  à  peu  près  conforme  à  l'expé- 
rience,  en  ce  qui  concerne  le  pont  du  Carrousel  ;  mais  que  pour  les  deux 
autres  il  y  a  des  erreurs  relatives,  en  plus  ou  en  moins,  de  i5  à  20 pour  100. 
Une  telle  différence,  quand  il  s'agit  de  calculs  de  cette  espèce,  ne  saurait 
avoir  de  bien  graves  inconvénients  dans  la  pratique.  Il  faut  d'ailleurs  se 
raj^er  combien  les  qualités  physiques  de  la  fonte  sont  susceptibles  de 
varier  d'après  sa  provenance  et  les  circonstances  particulières  de  la  fa- 
brication ou  du  moulage,  ce  qui  laisse  quelque  incertitude  sur  la  valeur 
du  coefficient  t.  En  outre,  la  mesure  directe  des  relèvements  A/  ne 
paraît  pas  susceptible  d'une  grande  précision,  et  le  peu  de  concordance  des 
résultats  d'observations  (dont  nous  avons  seulement  donné  les  moyennes) 
en  est  une  preuve  suffisante.  Ainsi,  au  pont  de  Charenton,  le  relèvement 
par  degré  centigrade  a  varié  depuis  o",ooo36  jusqu'à  o",ooï33,  c'est-à- 
dire  presque  du  simple  au  ipiadruple.  Cela  tient  sans  doute  au  jeu  des 
assemblages,  qui  n'est  pas  toujours  le  même;  à  la  difficulté  de  faire  des 
observations  sur  un  pont  livré  à  la  circulation,  et  aussi  à  la  difficulté  de 
connaître  exactement  la  température  d'un  arc,  laquelle  n'est  ni  égale  à 
celle  de  l'air  ambiant,  ni  peut-être  constante  dans  toutes  les  parties  de  la 
pièce. 

§  n.  -—  Pression  maximum  produite  par  un  poids  uniformément 
réparti  suivant  la  corde  entière ,  et  par  les  dilatations  linéaires 
indépendantes  des  charges. 

il5.  Préliminaires.  —  Le  lecteur  qui  aura  suivi  avec  atten- 
tion les  considérations  que  nous  avons  développées  dans  les 
chapitres  P'  et  U*"  sera  en  mesure  de  résoudre  tous  les  pro* 
blêmes  auxquels  peut  donner  lieu  l'étude  de  la  stabilité  et  de  la 
déformation  des  pièces  prismatiques»  quand  la  fibre  moyenne 
est  une  courbe  plane  avant  oomn^e  après  la  déformation  et  que 
les  forces  extérieures  agissent  dans  son  plan.  Dans  le  cas  où, 

'9- 
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indépendamment  de  ces  conditions,  la  section  serait  constante, 
la  fibre  moyenne  circulaire,  et  où  les  obstacles  opposés  au 
mouvement  de  Tare  seraient  simplement  deux  appuis  au  même 
niveau,  soutenant  les  deux  points  extrêmes  ainsi  rendus  in- 
variables en  position,  on  saura  de  plus  calculer,  au  moyen  des 
tables,  la  poussée  provenant  de  poids  quelconques  et  des  di- 
latations linéaires  dues  à  d'autres  causes,  telles  que  la  tempé- 
rature. Ainsi  donc,  en  admettant  ces  dernières  conditions  que 
Ton  rencontre  souvent  dans  l'établissement  des  ponts  en  métal, 
les  forces  inconnues  seront  promptement  déterminées,  et, 
par  suite,  Tétude  de  la  stabilité  sera  facile  ;  elle  se  fera  par 
l'application  directe  des  méthodes  exposées  au  §  VI  du  cha- 
pitre I",  qui  permettront  de  se  rendre  un  compte  détaillé  de 
l'effet  des  charges  permanentes,  d'épreuve  ou  accidentelles. 
Parmi  tous  les  problèmes  qui  se  présenteront,  dans  de  telles 
circonstances,  à  Tingénieur  s'occupant  de  la  rédaction  d'un 
projet  de  pont,  il  en  est  un  qui  nous  a  paru  mériter  une  men- 
tion spéciale,  à  raison  des  applications  fréquentés  qui  pourront 
en  être  faites  :  nous  voulons  parler  de  la  détermination  de  la 
pression  maximum  à  laquelle  se  trouve  soumise  la  matière  de 
l'arc  sous  l'action  de  la  charge  d'épreuve.  Nous  allons  nous  en 
occuper  maintenant  ;  mais,  pour  simplifier,  nous  admettrons 
encore  quelques  hypothèses  qui  ôteront  peu  de  généralité  à  la 
solution,  car  elles  sont  en  général  satisfaites,  au  moins  approxi- 
mativement. Voici  ces  hypothèses  :  i**  la  section  de  l'arc  a  la 
même  hauteur  en  dessus  et  en  dessous  de  l'horizontale  qui 
passe  par  son  centre  de  gravité;  nP  chaque  portion  de  la  fibre 
moyenne  supporte  un  poids  proportionnel  à  sa  projection  sur 
la  ligné  des  appuis,  y  compris  le  poids  propre  de  la  pièce, 
c'est-à-dire  que  la  charge  est  uniformément  répartie  suivant 
l'horizontale  ;  3®  la  section  sera  supposée  homogène  ;  à  défaut 
de  l'homogénéité,  le  coefficient  d'élasticité  maximum  appar- 
tiendra aux  fibres  les  plus  éloignées  de  l'horizontale  du  centre 
de  gravité;  4**  on  regardera  la  tempérajture  comme  étant  celle 
de  la  pose,  et  l'on  négligera  l'effet  peu  sensible  du  calage,  ou, 
en  d'autres  termes,  on  laissera  de  côté  pour  le  moment  la  pres- 
sion produite  par  la  dilatation  dont  le  coefficient  est  t,  sauf  à 
y  revenir. spécialement  un  peu  plus  tard. 
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Nous  conserverons  dans  ce  paragraphe  les  notations  em- 
ployées dans  le  précédent,  sauf  que  p  désignera  le  poids  de  la 
charge  par  mètre  courant  horizontal.  En  outre  nous  appelle- 
rons: 

u  la  distance  d'un  élément  quelconque  de  fibre  à  l'axe  de 
flexion,  c'est-à-dire  à  la  ligne  passant  au  centre  d'élasticité  de 
la  section  où  se  trouve  l'élément  de  fibre  considéré,  et  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  de  la  fibre  moyenne  ; 

h  la  hauteur  totale  de  la  section,  mesurée  parallèlement  au 
rayon  de  courbure  de  la  fibre  moyenne,  de  telle  sorte  que  les 

limites  extrêmes  de  u  seront  -h  -  A  et A; 

E  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale,  variable  avec  m, 

dont  la  valeur  maximum  pour  m  ~±- A  sera  désignée  par  E,. 

116.  Maximum  de  la  pression  longitudinale  par  unité  de 
surface  dans  une  section  donnée.  —  Toutes  les  forces  exté- 
rieures qui  agissent  depuis  une  section  jusqu'à  l'extrémité 
peuvent,  puisqu'elles  sont  dans  le  plan  de  la  fibre  moyenne, 
se  réduire  à  une  résultante,  dont  nous  désignons  par  N  la  com- 
posante normale  à  ladite  section  et  par  X  le  moment  relative- 
ment à  l'axe  de  flexion.  Nous  ne  nous  occupons  pas  de  l'effort 
tranchant  ou  composante  parallèle  au  plan  de  la  section  (n**  bl). 
Dès  lors  il  çst  facile  de  reconnaître  que,  dans  la  section  consi- 
dérée, il  se  développe  (n*»20)  : 

i^  Des  tensions  ou  pressions  longitudinales  par  unité  de 
surface,  répondant  à   un  allongement  ou  raccourcissement 

N  NE 

relatif  —  ?  et  ayant  pour  valeur  en  chaque  point  — -, 
e  e 

.  2r  Des  tensions  et  pressions  longitudinales  dues  à  la  flexion 

que  produit  X,  et  exprimées  généralement  par- — p- 

D'un  autre  côté,  quand  on  adopte  pour  N  le  sens  positif  indi- 
qué au  n^ft3,  et  pour  le  moment  X  celui  qu'on  a  constamment 
supposé  à  partir  du  chapitre  IV«,  on  trouve 

N  =  —  Qcosûc—- pp  sin'a, 

X  =  -pp^(sin'cp  — sin^à)  — Qp(cosa--cos<p). 
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NE 

N  est  donc  toujours  négatif,  ce  qui  signifie  que  —  représente 

partout  en  réalité  une  pression*  Quant  à  X,  nous  verrons  tout 
à  l'heure  qu'il  peut  changer  de  signe  ;  mais  il  est  certain  à 

prion  que  • — p  représente  une  tension  ou  une  pression  sui- 
vant qu'on  prend  des  points  situés  d'un  côlé  ou  de  l'autre  de 
Taxe  de  flexion;  les  points  pressés  seraient  du  côlé  de  l'ex- 
trados ou  de  l'intrados  de  l'arc,  suivant  que  X  serait  positif  ou 
négatif. 

Comme  les  effets  de  la  force  N  et  du  couple  X  doivent  être 
superposés,  on  voit  que,  pour  les  points  où  X  tendrait  à  pro- 
duire une  pression^  il  y  aura  nécessairement  une  pression 
exprimée  en  valeur  absolue  par 

NE   .  XEm 

±: — r-> 

e  er* 

le  signe  du  seeond  terme  étant  choisi  de  manière  a  le  rendre 

positif,  c'est-à-dire  de  manière  à  additionner  les  valeurs'absolues 

NE  XEa 

des  deux  termes et±  — r-*  Au  contraire,  pour  les 

points  où  Xy  agissant  seul,  produirait  une  tension,  il  faudrait 
prendre  la  différence  de  ces  mêmes  valeurs  absolues,  et  il  n'y 
aurait  en  réalité. tension  que  si  la  seconde  l'emportait  sur  la 
première. 

Dans  les  données  de  la  question,  nous  avons  admis  que  le 
coefficients  atteignait  son  maximum  Ei  en  même  temps  que  u 

atteint  sa  plus  grande  valeur  absolue,  qui  est  -  des  deux  côtés 

de  l'axe  de  flexion.  Le  maximum  de  pression  dans  une  section 

NE 
donnée  sera  donc  la  somme  des  valeurs  absolues  de  — -  et 

e 

XE  h 
de  — ~t  le  maximum  de  tension,,  s'il  y  a  tension  dans  cer- 
ner' '        * 

tains  points,  sera  la  différence  des  mêmes  quantités.  Ainsi  la 
tension  maximum,  quand  elle  existera,  sera  nécessairement 
inférieure  à  la  pression  maximum,  et  assez  ordinairement  petite 
relativement  à  cette  pression.  D'un  autre  côté,  quand  il  s'agit 
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de  corps  résistam  à  des  forces  qui  les  ftéehissent,  il  arrive  sou- 
vent qu'on  s'impose  la  même  limite  pour  les  pressions  et  les 
tensions  compatibles  avec  la  stabilité.  C'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  chercher  le  maximum  maximorum  des  pres- 
sions par  unité  de  surface,  ou  le  maximum,  relativement  à  fa 

NE  X  A  fj 

variables, de  la  somme  des  valeurs- absolues ■'  et±: -\ 

e  ner^ 

ou  bien  de 

e   \  nr^J 

quantité  que  nous  désignerons  dorénavant  par  la  lettre  q. 

117.  Signes  que  prend  le  moment  X.  —  Avant  d'aller  plus 
loin,  il  est  nécessaire  de  faire  cesser  l'ambiguïté  de  signe  et  de 
chercher  celui  des  deux  qu'on  devra  prendre  suivant  la  posir- 
tion  de  la  section  à  laquelle  se  rapporte  l'expression  précé- 
dente. Or  on  a 

X=:— Qp(cosa— cos<p)+Tp(sin9-— sina) — pp^(sin9— sina)% 

ou  bien,  si  l'on  se  rappelle  que  T  =  ppsinif=pa,  et  si  Ton 
pose  Q  =  n.^pay  n  étant  ua.  nombre  qu'on  sait  calculer, 

X=:  -/?p*(sin'xp  —  sin^a)  — anpp*  sincp  (cosât— -  co&ç); 

sîn*9  —  sin'a  est  égal  à  cos^^a  —  cos'y  ;  donc 

X  =  -  pp*  (cosa  —  cosç)  (cosa-h  coscp  —  4'*sin<p). 

Cette  expression  devient  nulle  pour  a  =  ç,  comme  on  devait 
s'y  attendre,  puisque  nous  avons  supposé  (n**53)  les  réactions 
dés  appuis  appliquées  aux  centimes  d'élasticité  des  sections 
extrêmes;  elle  s'annulera  encore  quand  on  aura 

cosa  =  4 '*  sihcp  —  cosç  =  cosai  ; 

mais.cette  solution  ne  répondra  véritablement  à  un  point  de  la 
fibre  moyenne  que  si  Tangleai,  déterminé  par  l'équation  ci^ 
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dessus,  est  réel  et  plus  petit  que  9.  Il  faut  donc  poser  les  deux 
conditions 

4'*sin<p— cos9<  I, 

4'*sin9  — cos9>cos9. 
De  la  première  on  déduit 

4/isin9<;i  -+-COS9, 

^i-i-cos9  ^       * 

71  <  —r—. i       ou      71  < 


4sin9  "^4to'^gï?' 


I 


n  doit  donc  être  au-dessous  de  7 r->  ce  qui  a  toujours 

4tangi9 

lieu,  car  nous  avons  fait  voir  (n*»  105)  qu'on  a 

et,  par  suite, 

<  7->5     ou  bien    /i-< 


2/?a       4/  ^4iang^9 

Il  n'y  a  donc  à  s'occuper  que  de  la  seconde  condition,  qui  peut 
s'écrire 

«  >  -  cot9. 

En  supposant  n  supérieur  à  -  cot9,  le  moment  X  de- 

2 

viendra  nul  en  un  point  tel  que  H  (Jig.  49),  qui  correspond  à 
Fig.49.  un  angle  a,  compris  entre  o  et  9,  c'est- 

à-dire  que  la  courbe  BIF,  lieu  géométrique 
des  centres  de  pression  dans  les  sections 
successives,  aura  deux  points,  B  et  H, 
communs  avec  la  fibre  moyenne  CAB.  S'il 
,^B  en  est  ainsi,  on  reconnaît  en  outre  que  X 
sera  positif  entre  a=o  et  a  =  a,,  tandis 
qu'il  sera  négatif  depuis  (x.^=ai  jusqu'àa=:9; 
|/ /  en  effet  le  facteur  cosa  +  COS9  —  ^n  sin9, 

<)  qui  donne  son  signe  à  X,  décroît  quand  a 

est  au  contraire  croissant;  donc,  puisque  ce  facteur  est  nul 
pour  a  =  ^1,  il  est  positif  pour  les  valeurs  plus  petites  de  a  et 
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négatif  pour  celles  qui  sont  au-dessus.  En  vertu  de  ce  qui  a 
été  dit  au  n«  116,  on  devra  donc  prendre  pour  ]a  formule  don- 
nant la  pression  maximum  dans  une  section  déterminée  : 

depuis  az=o  Jusqu'à  «==«,...     g=z~(  —  Nh ;  J  > 

depuis  (x  =  ai  jusqu'à a^cp....     ç'=r— if  —  N ^  |  • 

Si  l'on  avait  au  contraire  /K^-cotcp,  cela  voudrait  dire  que, 

même  en  faisant  a  =  9,  X  serait  encore  positif,  et,  par  suite, 
qu'il  le  serait  dans  toute  l'étendue  de  l'arc.  On  n'aurait  lionc 
à  étudier  que  l'expression 


-^(— ^) 


Il  est  facile  de  se  rendre  compte,  dans  ces  deux  cas,  de  la 
position  occupée  par  la  courbe  des  pressions.  En  effet  X  n'est 
autre  chose  que  le  moment  de  la  force  N  appliquée  au  centre 
de  pression,  par  rapport  au  centre  d'élasticité  dans  la  même 
section.  Donc,  d'après  le  sens  connu  de  N  et  le  sens  positif 
adopté  pour  X,  on  peut  conclure  que  si  X  est  positif,  la  courbe 
des  pressions  passe  au-dessus  de  la  fibre  moyenne,  et  au- 
dessous  si  X  est  négatif. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  traiter  la  question 
qui  fait  l'objet  principal  de  ce  paragraphe.  Il  y  aura  deux  cas 

principaux  à  distinguer,  celui  où  l'on  a  w^- col 9  et  celui 

où  l'on  a  /i<;-cot(p  :  car  nous  venons  de  reconnaître  que  la 

plus  grande  pression  dans  une  section  déterminée  est  par- 
fois exprimée  d'une  manière  différente  quand  on  passe  de  l'un 
de  ces  cas  à  l'autre 

118.  Pression  maximum  dans  toute  l'étendue  de  la  pièce 
quand  le  rapport  n  est  plus  grand  que  -  cotç.  —  La  plus 
forte  pression  dans  une  section  donnée  se  représente  alors  par 


Digitized  by 


Google 


sg8  chàprhr  aKQUdons. 

les  formules  suiTanles  (  vf"  117  )  : 

dans  la  porUcm  CH  de  1»  pièce  (fig. 49)-  q  =  ~l  — Nh \y 


dan^  la  portion  HB ?'  =  -^  (—N A  • 

En  remplaçant  N  et  X  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a, 
et  ordonnant  par  rapport  à  cosa,  après  avoir  mis  i  —  cos'a  et 

I  —  cos'9  au  lieu  de  sin'a  et  sin'ç,  on  aura 

-t-n- j-jcosç  (4»sin9  — cos<p)  U 

^'^^[■"('■^|7»)^^^'^"^(''*"fc)  ^'*sin?cosa 

H-i  — |-^cosç(4»siD9  —cosy)    • 

II  s'agit  d'avoir  le  maximum  maximorum  de  ces  deux  expresr- 
sions  quand  a  varie  dans  les  limites  entre  lesquelles  elles  s'ap- 
pliquent}  savoir  entre  o  et  «i  (n^'il?)  pour  la  première,  et 
entre  ai  et  9  pour  la  seconde. 

A  cet  e£fety  nous  remarquerons  d'abord  que  si  l'on  repré- 
sente q  et  q'  par  les  ordonnées  de  deux  courbes  dont  les  valeurs 
de  eosoc  serai^it  les  abscisses,  toutes  les  ordonnées  seroat  po- 
sitives dans  les  limites  ci-dessus  fixées.  En  autre,,  ces  courbes 
seront  des  paraboles:  celle  qui  représente  q  tournera  sa  conca- 
vité vers  le  haut,  et  la  seconde  la  tournera  vers  le  bas.  On  le  voit 

A» 
facilement  en  se  rappelanê  que  r»  est  plus  petit  que  -7-  (  n*  97  )  ; 

d'où  résulte  Finégalité  ^>  j*  Comme,  d'un  autre  côté, 

A  ne  peut  être  qu'une  assez  petite  fraction  dep,  il  s'ensuit 

que  ï  —  i>  et  à  fortiori  -^—^  —  i,  sont  des  quantités  positives. 

Donc  le  coefficient  de  cos^a  est  positif  dans  la  première  équa- 
tion, tandis  qu'il  est  négatif  dans  la  seconde  ;  donc  les  deux 
parabdles  ont  bien  la  situation  qui  vient  d'ê^e  définie* 
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De  cette  situfttioii  nous  pouvons  immédiatement  conclure 
que  la  plus  grande  valeur  de  q  doit  répondre  à  l'une  des  li- 
mites a=:o  ou  a  =  ai.  La  première  donnera  le  résultat 

qt=^Ei\  a/isînç  -4-  t— ^  sincp  [sinç—  ^n{i  —  COS9)]  j» 

ou  bien,  à  cause  de  p  sin©  =r  a  et  de  — ; =  tang  -  <p, 

(5)  j^  =  Çe.[2ih-^  ^1-4/1  langi(pjj. 

Quant  à  la  valeur  correspondante  à  a  =  ai  ou  au  point  H 
{Jig,  49)>  nous  pouvons  ne  pas  nous  en  occuper  ici,  car  nous 
la  retrouverons  parmi  les  valeurs  de  q';  \e  point  H  appartient 
aussi  bien  à  la  portion  BH  qu'à  la  portion  CH  de  la  fibre 
moyenne. 

La  parabole  représentative  de  q'  tournant  sa  concavité  vers 
l'axe  des  a:,  et  ayant  ses  ordonnées  positives,  il  est  clair  que  la 
tangente  horizontale  donnera  le  maximum,  si  elle  correspond 
à  une  valeur  de  cosa  comprise  entre  les  limites  cosai  et  cosç: 
sinonie  maximum  devra  répondre  à  une  de  ces  limites.  Cher- 
chons d'abord  la  condition  pour  que  la  première  hypothèse  se 
réalise.  Pour  cela,  soit  as  l'angle  a  qui  répond  à  la  tangente  ho- 
rizontale dont  il  s'agit  :  cet  angle  devra  satisfaire  à  l'équation 


dcosa 
jce  qui  donne,  en  effectuant  la  dérivation, 

ou  bien 

ph 

cosaa  =  wsin<p j-- 

Cette  valeur  sera  admissible  quand  on  aura 

cosûcz  <C  cos.<Xr    et     cosai  >•  cosf>. 
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c*est-à-dire,  en  remplaçant  cosas  et  cosa,  par  leurs  expressions/ 

.+4 

nsincf r-  <l4'*sin9  —  COS9, 

.+4 

nsmf T->coscp.  ♦ 

Réunissons  tous  les  termes  de  la  première  inégalité  qui  con- 
tiennent le  facteur  n;  alors  elle  devient 

■       3+4 

nsmcp -r  >  coscp, 

et  ainsi  écrite  elle  est  une  conséquence  évidente  de  la  seconde. 
Celle-ci  donne 


ii>icot(p  1 

^H-         '         \, 

soit 

(6) 

n  >  -  coif  1 

/             2  sin  (p 

'  "•"       .            ah 

1 

l          2Sin<p4--j:3- 

Le  premier  cas  principal  est  caractérisé  par  la  relation 
/i>-cot9;  mais  cette  inégalité  n'entraîne  pas  forcément 

Tinégalité  (6),  parce  que  -cot9  s'y  trouve  multiplié  par  un 

facteur  plus  grand  que  i.  Il  y  a  donc  lieu  de  subdiviser  en 
deux  cas  secondaires  le  cas  dont  nous  nous  occupons  ici. 

1*  La  condition  exprimée  par  r  inégalité  (6)  est  satisfaite. 
Le  maximum  de  pression  dans  l'étendue  HB  répond  alors  à 
a  =  «2.  On  le  trouve  par  la  substitution  de  cosa^  dans  l'expres- 
sion générale  de  q';  mais  pour  éviter  un  calcul  compliqué. 
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de  ces  ai, 

I 


on  remarquera  que  ^  étant  un  nombre  assez  grand,  la  valeur 

ph 
ph 


cosaa  =  /isin9 


diffère  peu  de  2/isin(p,  car  il  n'y  a  pas  d'erreur  bien  notable 
à  supprimer  le  terme  i  au  numérateur  et  au  dénominateur  de 
la  fraction.  D'ailleurs,  quand  on  se  trouve  aux  environs  d'un 
maximum,  on  peut,  sans  l'altérer  sensiblement,  prendre  la 
valeur  de  la  fonction  qui  correspond  à  une  valeur  de  la  va- 
riable peu  éloignée  de  celle  qui  donne  le  maximum.  Substi- 
tuant en  conséquence  a/isin^  à  la  place  de  cosa  dans  l'ex- 
pression de  q'y  et  faisant  dans  le  résultat  p=  -: — j  on  trouvera 
*^  ^  ^      sinç 

pour  la  valeur  q\  du  maximum  en  question 

2®  Linégalité  (6)  n  est  pas  vérifiée.  Dans  cette  hypothèse, 
la  parabole  représentative  de  q'  n'a  pas,  dans  la  partie  que 
nous  devons  considérer,  de  tangente  horizontale.  Le  maxi- 
mum, dans  cette  partie,  répond  donc  à  Tune  des  deux  limites 
a  =  ai  ou  a  =  9.  On  sait  que  le  cosinus  de  «i  est  donné  par 
la  relation  (n°  117) 

cosai  =  4'^sin(p  —  cosç. 

Substituant  successivement  cette  valeur  et  cosf  dans  q',  qui 

NE 
se  réduit  ici  à î  >  parce  que  X  s'annule  aux  limites  dont 

il  s'agit,  on  trouvera  les  deux  résultats  :   . 

g'j  =  ^E,  [Snsincpcosç  —  (Su'  —  i)sin*9] 
e 

=  ^  E,  [6/1  cos 9  —  (  8 w'  —  I  )  sin  9 ] , 
(8)  çf',=3^E,  (2/icos9-T-sin9). 


e 
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Il  est  aisé  de  voir  que  ((i^  valeur  qui  répond  à  cosa  =  cos^, 
est  supérieure  à  ([^ ,  car  on  trouve  par  la  soustraction 

q\  —  g',  =  4'»  —  El  (  2  '^  sin  <p  —  COS9  ). 

Or,   dans  le   cas   actuel,    on  a   /i^-cotç,   et,  par  suite, 

ansin7>>cosf ,  ce  qui  prouve  le  fait  énoncé.  Dans  la  seconde 
subdivision  du  premier  cas  principal,  la  pression  maximum, 
pour  la  portion  HB  de  la  pièce,  se  trouvera  donc  à  la  naissance, 
et  sera  donnée  par  la  formule  (8). 

Quelle  que  soit  celle  des  deux  subdivisions  dans  laquelle 
on  se  trouve,  il  faudra  toujours,  pour  avoir  le  maximum  maxi- 
morum  que  nous  cherchons,  prendre  le  maximum  dans  la 
partie  CH,  puis  dans  la  parte  HB,  et  choisir  le  plus  grand  des 
deux.  La  discussion  à  laquelle  nous  venons  de  nous  livrer  sur 
le  premier  cas  principal  se  résume  donc  ainsi  : 

Longue  n  (rapport  de  la  poussée  au  poids  total  de  la  travée) 
sera  plus  grand  que  la  limite  indiquée  par  l'inégalité  (6),  la 
pression  maximum  sera  la  plus  grande  des  deux  valeurs  don- 
nées par  les  formules  (5)  ef  (7),  dont  la  première  répond  à 
l'extrados  et  au  sommet,  et  la  seconde  à  l'intrados,  en  un 
point  pris  sur  (es  reins  de  l'arc. 

Lorsque  n  est  compris  entre  la  limite  ci-dessus  et  -  cotç,  on 

doit  dans  l'énoncé  précédent  substituer  à  la  formule  {'j)  la 
formule  (8),  qui  donne  la  pression  maximum  sur  le  joint  des 
naissances. 

119.  Pression  maximum  quand  n  est  inférieur  à  -  cot  9.  — 

Dans  ce  cas,  nous  avons  dit  (n«  117 J  qu'on  aurait  seulement 
à  étudier  l'expression 


-      E.  /     ^       XA\ 


dont  il  faut  chercher  le  maximum  en  faisant  varier  a  de  o  à  f . 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  de  q  dont  nous  nous 
sommes  servi  au  n«  118;  si  donc  nous  revenions  à  la  consi- 
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dération  de  la  parabole  Teprésentalîve,  il  faudrait  conclure  que 
le  maximum  de  CjBtte  expression  doit  nécessairement  corres- 
pondre à  Tune  des  limites  de  a.  Or  a^=o  donne  la  formule  (5); 
(K=  (p  donne  la  formule  (8),  car,  X  étant  nul,  q  eiq"  devien- 
nent égaux.  Donc  on  devra  prendre  la  plus  grande  des  deux 
valeurs  données  par  ces  formules.  Donc,  enfin,  le  second  cas 
principal  ne  se  distingue  en  rien  de  la  seconde  subdivision  du 
premier  cas^ 

U  n'y  a  donc  à  distinguer  réellement  que  les  deux  cas  de  n 
plus  grand  et  n  plus  petit  que  la  limite  Indiquée  par  la  for- 
mule (6)  :  le  premier  exigerait  l'emploi  des  formules  (5)  et  (7), 
le  second  l'emploi  des  formules  (5)  et  (8). 

lâO.  Remarque  sur  le  cas  d'une  section  transversale  homo^ 
gène.  —  Ce  cas  est  compris  comme  cas  particulier  dans  l'élude 
que  nous  venons  de  faire.  La  seule  modification  à  introduire 

E 

dans  les  formules  consiste  à  remplacer  —  par  l'inverse  de  l'aire 

de  la  section,  ou  par  -^j  en  désignant  cette  aire  par  i2.  En 

effet,  e  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  produits  des  élé- 
ments superficiels  par  leur  coefficient  d'élasticité  longitudi- 
riale  E,  ou  bien  Eu,  puisque  E  ne  varie  pas  d'une  fibre  à  l'autre  ; 
d'ailleurs,  par  la  même  raison,  nous  aurions  £  =  Ei  ;  donc 

E,        E         I 

■ë""~Eii^û' 

121.  Pression  maximum  produite  par  la  seule  existence 
d'une  dilatation  indépendante  des  charges.  —  Revenons  main- 
tenant au  calcul  des  effets  produits  spécialement  par  les  varia- 
tions de  température  ou  par  le  calage,  et  généraiemefnt  par  une 
dilatation  quelconque  due  à  une  cause  étrangère  aux  charges. 
Si  l'on  appelle  Q  la  poussée  de  l'arc  dilaté  sur  ses  deux 
appuis,  la  composante  normale  N  de  la  force  totale  exercée 
sur  la  section  qui  fait  l'angle  a  avec  la  verticale  sera  —  Q  cosa; 
y  étant  l'ordonnée  du  centre  d'élasticité  de  celte  section  par 
rapport  à  la  corde,  le  moment  fléchissant  sera  —  Qj.  Ces  deux 
quantités  atteignent  leur  plus  grande  valeur  absolue  au  som- 
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met  de  Tare,  où  le  cosinus  devient  égal  à  i  et  où  l'ordonnée  j 
coïncide  avec  la  flèche  /  de  la  fibre  moyenne.  En  outre,  on 
voit  que  dans  chaque  section  la  partie  comprimée  par  le  mo- 
ment fléchissant  se  trouve  du  côté  de  Tintrados,  et  on  sait  que 
la  pression  la  plus  grande  produite  par  ce  moment  est  sup-« 
portée  par  les  fibres  les  plus  éloignées  de  Taxe  de  flexion.  On 
aura  donc,  d'après  les  considérations  du  n<*  116,  en  désignant 
par  q'^  la  pression  maximum  cherchée,  due  tout  à  la  fois  à  la 
compression  uniforme  et  à  la  flexion,  et  conservant  la  signifi- 
cation déjà  connue  dans  ce  paragraphe  aux  lettres  A,  6,  Ei,  r  : 


«•=?(-#)■ 


Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  n"  102,  Q  peut  être  remplacé  par 
xe 5 ;  donc 


(9)  ?"=£.! 


r'4-^/i/ 


2 


^'  +  ^/' 


i5-^ 


Dans  la  plupart  des  cas  particuliers  r^  sera  petit  relativement 
à  -  A/*  et  à  -^/*;  on  pourra  donc  poser  approximativement, 

2  lO 

I        8 
en  considérant  les  nombres  -  et  -^  comme  à  peu  près  égaux, 

(lo)  ?'=E.Ty5 

mais  cette  formule  ne  saurait  être  appliquée  aux  pièces  presque 
droites,  dans  lesquelles  r  peut  devenir  grand  relativement  à/. 
Il  faudrait  alors  s'en  tenir  à  la  formule  (9). 

Exemple  numérique.  —  Soit  donné  un  arc  du  viaduc  de  Tarascon,  dont 
la  section  a  été  définie  au  n*^  106;  supposons  une  dilatation  linéaire  ayant 
un  coeflacient  de  0,0004,  ce  qui  répondrait  à  une  variation  de  température 
de  36  degrés  centigrades.  On  a  ici 

T  =  o,ooo4,    /•^=o,3oo9,    A=  i"*7  70,   /=4",95; 
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en  outre,  comme  il  s'agit  d*ùne  pièce  en  fonte,  on  peut,  suivant  Texpé- 
rience,  prendre  pour  le  maximum  E^  du  coefficieiit  d'élasticité  longitudi- 
nale la  valeur 

El  =  I!î.Io^ 

Avec  ces  données  on  trouve  sans  peine  le  maximum  de  pression  par 
unité  de  surface  dû  spécialement  à  la  dilatation  t;  il  est 

d'après  la  formule  (  9  ) g"  =  i"',62 .  lo**  ; 

d'après  la  formule  (10) «7"  =  i"\65.  lo^ 

Comme  on  ïo  voit ,  les  deux  fgrmules  donnent  à  peu  près  le  même  ré- 
sultat, savoir  environ  i"*,6  par  millimètre  carré. 

§  III.  —  Gonstrnction ,  disposition  et  usage  de  la  Table  V  destinée 
à  faciliter  l'emploi  des  formules  du  paragraphe  précédent. 

122.  But  de  la  table;  arguments  pour  y*  entrer,  —  Les  for- 
mules (5),  (7)  et  (8)  du  paragraphe  précédent,  auxquelles 
nous  avons  été  conduit  en  nous  occupant  de  la  résistance  d'un 
arc  dans  les  circonstances  définies  au  n?  115,  sont  par  elles- 
mêmes  assez  peu  compliquées,  et  nous  paraissent  susceptibles 
d'être  employées  en  pratique.  Néanmoins  le  désir  d'en  faci- 
liter Tusage  autant  que  possible  nous  a  engagé  à  construire  la 
Table  V,  placée  à  la  fin  de  ce  volume.  Celte  table  aura  d'ailleurs 
un  autre  avantage,  c'est  qu'elle  mettra  en  évidence  quelques 
conséquences  remarquables  des  formules,  que  les  seules  res- 
sources de  l'analyse  permettraient  difficilement  d'apercevoir. 

Conservons  les  notations  des  n°'  115  à  117,  et  appelons  en 
outre  Q,  l'aire  de  la  section  de  l'arc.  Quel  que  soit  le  cas  parti- 
culier dans  lequel  on  se  trouve,  on  aura  toujours,  en  employant 
soit  les  formules  (5)  et  (7),  soit  les  formules  (7)  et  (8),  à  cal- 
culer des  expressions  telles  que 

e 
OU,  si  la  section  est  homogène, 

I.  a*  ton.  20 
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6  étant  un  coefBcient  numérique  variable  d'une  pièce  à  une 
autre. 

Nous  n'avons  rien  à  dire  ici  des  quantités  pay  e,  Ei,  i2  :  leur 
définition  même  explique  suffisamment  comment  on  peut  les 
connaître;  mais  nous  avons  à  montrer  de  quelle. manière  on 
arrivera,  par  le  secours  de  la  Table  V,  à  trouver  la  valeur  de  §• 

Par  l'inspection  des  formules  que  nous  venons  de  citer,  on 
voit  que  ê  est  exprimé  au  moyen  des  relations 

6=: 2/1  -+-  ^-^  (  I— •4'*^ï^6-9)»    ^^ï^  ^^  formule  (5), 

6  =  -: 1 — r  (n cot9  )  »    dans  la  formule  (7), 

sin<p        r'  \        2        ^/  "' 

6  =  2n  coscp  +  sin<py     dans  la  formule  (8). 

n  désigne  le  rapport  de  la  poussée  horizontale  de  l'arc  au  poids 

total  2/7a  :  ce  rapport  est  donné  par  la  formule  (6)  du  n^  96 

ou  par  les  tables,  et  l'on  voit  qu'il  dépend  uniquement  du 

I*'  2® 

rapport  —  et  de  l'angle  <p  ou  du  rapport  — î-  de  cet  angle  à 

l'angle  droit;  d'un  antre  côté,  on  a  identiquement 

ah h  ^  r' 

donc  les  trois  expressions  du  coefficient  6  dépendent  de  trois 
arguments  qui  sont: 

I**  Le  rapport  ~  \ 

2ffl 

7?  L'angle  f  >  ou  le  rapport  — ^  ; 

3*»  Le  rapport  -• 

Lorsque  ces  trois  arguments  seront  connus,  on  conçoit  que 
l'on  pourrait  d'abord  calculer  n  par  des  formules  ou  les  tables 
du  chapitre  IV*;  puis,  ayant  n,  voir  celui  des  cas  examinés 
au  §  II  ci-devant,  dans  lequel  on  se  trouve,  déterminer  les 
deux  valeurs  de  €  qui  conviennent  à  ce  cas  et  choisir  la  plus 
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forte.  En  la  multipliant  par  —  E»,  ou  par  ^  si  la  section 

est  homogène,  on  aurait  la  pression  maximum  cherchée.  Or 
c'est  toute  cette  série  d'opérations,  sauf  la  dernière,  que  la 
Table  V  dispense  de  faire.  On  y  a  consigné  la  valeur  de  ê  que 
l'on  doit  finalement  employer,  savoir,  la  plus  grande  des  deux 
qui  sont  fournies  par  les  formules  (5)  et  (7)  ou  (5)  et  (8), 
suivant  le  cas. 

Nous  ne  croyons  pas  devoir  expliquer  en  détail  la  con- 
struction de  la  table  ;  elle  revient  en  définitive  à  la  réunion 
d'un  certain  nombre  de  solutions  obtenues  comme  nous  ve- 
nons de  le  faire  concevoir.  Seulement  la  simultanéité  dans  la 
recherche  de  tous  ces  résultats  rendait  celle-ci  plus  prompte 
et  plus  sûre;  elle  permettait  aussi  l'emploi  de  quelques  pro- 
cédés simples  de  calcul,  qu'il  serait  cependant  sans  intérêt 
de  développer  ici. 

123.  Disposition  et  emploi  de  la  table.  —  La  table  est  à 
triple  entrée,  ou  plutôt  elle  se  compose  d'une  série  de  tables 
à  double  entrée  dont  chacune  occupe  une  page.  L'argument 

-;  est  inscrit  dans  le  haut  de  la  page;  l'argument  —^  dans  une 

colonne  verticale^  à  gauche;  l'argument  -  dans  une  colonne 

horizontale,  en  tête  de  chaque  tableau.  Une  question  particu- 
lière étant  définie  par  ces  trois  arguments,  le  premier  indiquera 
la  page,  le  second  la  colonne  horizontale,  le  troisième  la  co- 
lonne verticale,  dans  lesquelles  on  doit  chercher  la  valeur  de  S. 


Exemples.  —  Prenons  —  =  0,0004,  —^  =  0,21,  -=0,060; 

la  Table  V  donne  6  =  4>o.  Si  l'on  avait  --  =  0,0006,  —^  =  o,44> 

a  Tz 

-  =  o,o'75,  on  trouverait  6  =  2,2. 

Dans  le  cas  où  les  arguments  ne  seraient  pas  exactement  dans  la  table, 
mais  seraient  compris  entre  ceux  qui  s'y  trouvent,  on  pourra  procéder 
par  interpolation,  ou  bien  se  contenter  de  la  valeur  correspondante 

20  • 


Digitized  by 


Google 


3o8  CHAPITRE   GIMQGitME. 

aux  argaments  les  plus  rapprochés.  Exemple  :  on  a  -^  =  0,000^34 , 

—^  =  0,2082,  -  =  0,0567.  Prenant  -;  =  o,ooo3,  --2-  =  0,21 ,  -  =  o,o55, 
on  trouvera  dans  la  table  6  =  4,0;  si  Ton  passe  à  la  page  suivante  de  la 


r 


table  et  qu'on  porte  -^  de  o,ooo3  à  0,0004,  oh  aura  6  =  3,g.  D'ailleurs  on 

voit  dans  l'une  et  Tautre  page  qu'un  petit  changement  de  —  et  de  -  autour 

de  0,21  et  de  o,o55  n'altère  6  que  faiblement;  donc  6  est  approximative- 
ment égal  à  4,0.  Si  Ton  tenait  à  procéder  par  interpolations  régulières, 
la  détermination  de  6  serait  plus  longue,  mais  toujours  facile.  Voici  le 
tableau  des  calculs  : 


Digitized  by  LjOOÇIC 


DÉFOUATION  ET   RÉSISTANCE  DBS  ARCS   CIRCULAIRES. 


309 


I 


«   »0   ço     0>   «   eo    *«• 


«  «<î-  eo  00    -    O    rn 


S 

f 


A       «       •       « 


:m 


a 


s. 


I 


'2 


5 


s  J^     2. 
Il    <^ 


o 


«coco     —     ooceoe^oïoosoï 


ooocoooooooooo 


o    o    o    o    o    o 


M" 


o     o     o     M 

C«       C«       CI       c« 

o"    ô*    o*    o* 


o    o    o 

CN     e»     ei 

o'    d'    o" 


eo    en     co    coeo    eo    co    ^«••»sî'*JTvf*«t'vf'^ec 

I  I  I  I  i  I  i  1 1  I  I  1  i  I  I 

ooo'ô'ooo^oooo'oooo 


i     I 


-      ««o^sTirtO     c>»0O      OïO      -«     e*eo»<^ift 


Digitized  by 


Google 


3lO  CHàPITHB   GINQUltaB. 

Ce  tableau  se  comprend  de  lui-même.  On  voit  qu'il  exige  huit  recherches 
dans  la  table  et  sept  interpolations,  el,  quoique  cela  soit  très-élémentaire, 
on  perdrait  ainsi  le  grand  avantage  de  la  rapidité.  Hâtons-nous  de  dire 
que  cette  rigueur  de  calcul  sera  le  plus  souvent  inutile  :  nous  voyons  ea 
effet  dans  l'exemple  précédent  que  l'interpolation  nous  a  donné  la  même 
valeur  de  6  que  nous  avions  obtenue  déjà  par  l'emploi  d'arguments  appro- 
chés. Au  reste,  les  interpolations  qui  concernent  le  rapport  -  pourraient 

être  faites  à  la  lecture;  alors  le  tableau  ci-dessus  serait  réduit  aux  opé- 
rations 3,  6,  7,  10,  i3,  i4,  i5,  c'est-à-dire  diminué  de  plus  de  moitié. 

La  table  ne  donne  €  qu'avec  deux  chiffres,  c'est-à-dire  avec  une  approxi- 
mation variable  qui  parfois  peut  entraîner  une  erreur  relative  de  -r  ou  —• 

Quand  il  s'agit  d'en  venir  aux  applications  numériques,,  les  constructeurs 
les  plus  recommandables  diffèrent  beaucoup  d'opinion  dans  le  choix  d'un 
coefficient  de  résistance  :  pour  la  fonte,  par  exemple,  les  uns  lui  feront 
supporter  3  kilogrammes  par  millimètre  carré ,  les  autres  4  >  les  autres  5 
ou  même  davantage,  de  telle  sorte  qu'on  manque  de  données  bien  pré- 
cises au  sujet  de  ce  nombre,  qui ,  suivant  les  habitudes  de  chaque  prati- 
cien^ varie  plus  que  du  simple  au  double.  Dans  de  telles  circonstances,  il 
nous  semble  tout  à  fait  inutile,  nous  dirions  presque  puéril,  de  rechercher 
une  plus  grande  approximation,  au  prix  de  calculs  notablement  plus  longs 
et  plus  compliqués. 

On  remarquera  dans  chaque  page  de  la  table  un  trait  horizontal  brisé 
à  une  certaine  hauteur.  En  voici  le  sens  :  les  nombres  qui  sont  au-dessus 
ont  été  fournis  par  l'application  de  la  formule  (5)  (n**  118),  et,  par  con- 
séquent, le  maximum  de  la  pression  est  alors  au  sommet  et  à  l'extrados 
de  l'arc  ;  les  nombres  en  dessous  du  trait  proviennent  au  contraire  de 
l'emploi  de  la  formule  (7)  (n°  118),  ce  qui  place  le  maximum  de  pression 
aux  reins  et  à  l'intrados.  Quant  à  la  formule  (8),  nous  n'avons  pas  eu 
occasion  de  l'appliquer.  On  peut  donc  dire  que  la  plus  grande  pression  se 
produira  rarement  aux  naissances. 

124.  Limites  de  la  table.  —  Les  valeurs  de  -^  varient  de  dix-millième 

a^ 

en  dix-millième,  depuis  0,0001  jusqu'à  0,0006;  puis  viennent  les  valeurs 
0,0008,  0,0010,  0,0012  et  enQn  o,ooi5.  Dans  les  arcs  existants,  pour 
la  grande  majorité,  le  rapport  en  question  est  compris  entre  0,0002  et 
6,ooo5.  Un  seul  des  exemples  cités  au  n**  97  donne  une  valeur  plus  petite  : 
c'est  le  pontdu  Garreuse),  à  Pftris;  un  seul  donne  une  valeur  supérieuro  : 

c'est  le  viaduc  de  Lorjnont  (chemin  de  fer  de  Bordeaux),  pour  lequel  p 

s'approche  de  0,0008.  Nous  pensons  donc  que  les  limites  0,0001  ei  0,001 5 
ont  une  amplitude  sufffîsante. 
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r^  h 

Lorsque  -3  est  donné,  le  rapport  -  ne  doit  pas  être  pris  tout  à  fait 

•  h 

arbitrairement.  En  premier  lieu,  on  a  (n*97)  r  <-,  et,  par  conséquent, 

->2-*     ou     ->2  yJz. 
a         a  a         ^    ^ 


T 

en  posant  -^  =  z.  D*un  autre  côté,  en  considérant  les  formes  usitées  pour 
la  section  transversale,  on  voit  que  le  rapport  ^  descend  bien  rarement 
au-dessous  du  nombre  — 9  qui  correspond  à  la  section  rectangulaire.  On 
peut  donc,  à  fortiori  y  admettre  comme  limite  inférieure -p  =  —xi  nombre 
répondant  au  cercle  plein.  Alors  on  aura  â^  <  i6r',  soit— 5  <  i6z,  et 
enfin  -  <  4  v^.  Donc  -  sera  compris  entre  2  v^  et  4  \f^'  Attribuant  suc- 
cessivement  à  z  ou  — ^^  les  valeurs  de  la  table,  on  forme  le  tableau  ci-après  : 


r* 
Valeurs  de  -r« 
a* 

Limite  inférieure  de  -  • 
a 

Limite  supérieure  de  - 
a, 

0,0001 

1 
0,020 

0 , 040        ^ 

0,000a 

0,028 

0,o57 

o,ooo3 

o,o3i5 

0,070 

0,0004  . 

0,040 

0,080 

o,ooo5 

0,045 

0,090 

0,0006 

0,049 

0,098 

0,0008 

o,o57 

o,u4 

0,0010 

o,o63 

0,127 

0,0012 

0,069 

0,139 

o,ooi5 

0,078 

«,i56 

Pour  permettre  les  interpolations  entre  les  résultats  qui  correspondent  à 

deux  valeurs  consécutives  de  —  j  nous  avons  remplacé  dans  la  seconde 

colonne  du  tableau  précédent  chaque  nombre  par  celui  qui  est  immédia- 
tement au-dessus,  et  au  contraire  nous  avons  descendu  d'un  rang  dans  la 

colonne  des  limites  supérieures.  Far  exemple,  lorsque  -^  est  égal  à  o,ooo3, 
au  lieu  de  supposer  -  compris  entre  o,o35  et  0,070 ,  nous  avons  admis 
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Taleurs  de  ^• 

Limite  inférieure  de  - 
a 

0,OOOI 

o,o3o 

0)0002 

o,o3o 

.    o,ooo3 

o,o3o 

0,0004 

o,o35 

o,ooo5 

0,040 

0,0006 

0,045 

0,0008 

o,o5o 

0,0010 

0,060 

0,0012 

o,o65 

o,ooi5 

0,070 
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qu'il  pourrait  varier  entre  0,028  et  0,080.  En  outre,  nous  avons  cru  devoir 

rejeter  comme  inutile  en  pratique  toute  valeur  de  -  inférieure  à  o,o3  et 

supérieure  à  0,10.  Ces  deux  modifications  conduisent  au  tableau  suivant, 
dans  lequel  on  n'a  d'ailleurs  introduit  que  des  multiples  de  o,oo5  pour  les 
limites  cherchées,  en  les  exprimant  à  moins  de  o,oo3  près  : 

Limite  supérieure  de  *  • 

o,o55 
0,070 
0,080 
0,090 
0,100 
0,100 
0,100 
0,100 
0,100 
0,100 

L'existence  de  ces  limites  explique  les  blancs  qui  sont  restés  dans  les 

pages  de  la  table. 

2  9 
Pour  ce  qui  concerne  l'angle  7 ,  on  a  fait  varier  le  rapport  --^  entre 

0,12  et  1,00,  comme  dans  les  tables  de  poussée.  Mais  les  valeurs  de  ce 
rapport  ne  procèdent  par  degrés  rapprochés  (de  0,01  en  0,01)  qu'entre 

2  9  2  Cp 

— ï-  =  o,  20  et  — ^  =  0,32,  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  qui  comprend  les 

arcs  les  plus  ordinairement  employés;  en  dehors  de  ces  limites^  il  y  avait 
peu  d'inconvénient  à  avoir  des  différences  plus  fortes,  et  cette  mesure  a 
été  prise  pour  ne  pas  trop  augmenter  le  volume  de  la  table. 

i25.  Exemple  du  calcul  de  la  résistance  d'un  arc  de  pont  sous  la 
charge  d'épreme,  —  Quand  une  fois  on  aura  obtenu  le  coefficient  6,  comme 
il  a  été  dit  au  n''  i23,  le  calcul  de  la  résistance  s'achèvera  aisément.  En 
voici  un  exemple. 

Supposons  les  données  suivantes  : 

Arguments  pour  entrer  dans  la  Table  V  :  -;  =  o,ooo334,  — ?  =  0,2082, 
-  =  0,0567; 

Poids  de  la  demi-travée,  uniformément  réparti  suivant  l'horizontale,* 
/w  =  io5  tonneaux; 
Aire  de  la  section  supposée  homogène,  o.  =  0*^,1428. 
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La  division  de  pa  exprimée  en  tonneaux,  par  .1000  fois  H  exprimé  en 

mètres  carrés,  donnera  le  quotient  ^  exprimé  en  kilogrammes  par  milli- 
mètre carré, 

f  =  o",735. 

D*un  autre  côté,  les  arguments  ci-dessus  indiqués  nous  ont  donné  (n°  123) 
la  valeur  de  6  égale  à  4)0  :  donc  la  plus  grande  pression,  rapportée  au  mil- 
limètre carré,  sera 

o">,735  X  4,0  =  a"»,9; 

c'est-à-dire  que  la  matière  de  Tare  sera  soumise  à  une  pression  maximum 
de  près  de  3  kilogrammes  (^''",9)  par  millimètre  carré. 

Ces  données  et  ce  résultat  conviendraient  approximativement  au  viaduc 
de  Tarascpn,  si  la  fonte  pouvait  être  regardée  comme  homogène  :  nous 
disons  approximativement,  parce  que  la  section  n*est  pas  tout  à  fait  symé- 
trique par  rapport  à  l'horizontale  du  centre  de  gravité.  D*ailleurs ,  Taug- 
mentation  du  coefficient  d'élasticité  vers  les  bords  pourrait  conduire  à 
modifier  natablement  le  chiffre  de  a^^g.  Quoique  les  données  expérimen- 
tales nous  manquent  pour  effectuer  le  calcul  avec  quelque  précision,  nous 
rappellerons  que  les  constructeurs  du  viaduc  de  Tarascon,  MM.  Oesplaces 
et  Collet-Meygret,  ont  évalué  à  6000000000  le  coefficient  moyen  d'élas- 
ticité longitudinale  des  arcs  (n""  111),  de  sorte  que  Ton  a 

^  =  0,1428.6.10*. 

De  plus,  le  nombre  E^  paraît  devoir  être  fixé  à  12.  lol  (voir  plus  loin  les 
indications  données  sur  ce  sujet,  au  §  I^  du  chapitre  Vil*)  :  donc 

E,  .  12.10»  -        g  . 

/?a-i=  io5ooo ^-3-^ •„  =  i,47.io*. 

^     e  0,1428.6.10*        '  ' 

Ainsi,  la  quantité  à  multiplier  par  le  coefficient  6  aurait  une  valeur  double 
de  celle  que  nous  avons  supposée  tout  à  l'heure. 

Quant  à  6,  il  dépend  du  rapport  -5?  qui  peut  être  altéré  aussi  par  le 
défaut  d'homogénéité  de  la  section  ;  mais  la  Table  Y  montre  qu'avec  les  ar- 
guments —  =  0,21  et  -  =  o,o55,  €  ne  s'écarte  pas  sensiblement  de  4,0, 
quand  même  -;  varierait  de  0,0001  à  0,0008.  Il  faut  donc  conclure  de 

toutes  ces  considérations  que  probablement  la  pression  maximum  deman- 
dée se  trouve  aux  environs  de  6  kilogrammes  par  millimètre  carré.  . 
Il  est  juste  d'ajouter  que  ce  maximum  a  lieu  en  des  poipts  situés  à  la 
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snrfece  extérieure  de  la  section.  Or  ces  points  s'étant  refroidis  plus  vite 
que  les  autres  pendant  le  moulage  de  la  fonte,  par  suite  de  leur  contact 
avec  le  moule,  la  matière  y  est  plus  serrée  et  plus  dure  que  dans  Tinté- 
rieur.  Cest  pour  cela  que  déjà  nous  avons  supposé  au  maximum  E,  une 
valeur  double  de  la  moyenne  :  il  est  probable  que  la  même  circonstance 
rend  aussi  la  matière  susceptible  de  mieux  résister  à  Técrasement.  Quand 
on  pénètre  à  une  profondeur  de  o"^,oi  ou  o^^ixk  au-dessous  de  la  surface, 
peut-être  la  fonte  devient-elle  beaucoup  plus  molle  et  moins  résistante  : 
mais,  par  compensation,  E^  serait  remplacé  par  un  nombre  beaucoup  plus 
faible,  ce  qui  diminuerait  la  pression  moléculaire  par  unité  de  surface. 

§  IV.  *—  Des  circonstances  qui  penrent  influer  sur  la  résistance 
d'nn  arc  à  section  constante,  chargé  uniformément  suivant 
l'horizontale.  —  Vérification  de  la  stabilité  sous  la  charge 
d'épreuTe. 

126.  Généralités,  —  On  suppose  toujours  ici  les  circonstances 
générales  admises  dans  tout  ce  chapitre,  savoir,  celles  qui  ont 
été  indiquées  au  n**  li5.  Ainsi  Tare  est  à  fibre  moyenne  circu- 
laire, avec  une  section  constante;  sa  corde  est  maintenue  in- 
variable par  deux  appuis  fixes  placés  au  même  niveau,  et  au- 
cun autre  obstacle  ne  gêne  ses  déformations;  la  charge,  y 
compris  le  poids  propre  des  pièces,  consiste  en  un  poids  uni- 
formément réparti  suivant  Thorizontale;  enfin,  la  section  a 
une  forme  telle,  que  l'arc  fléchit  dans  son  plan  vertical,  sans 
gauchissement  (n**4.8).  Alors  la  pression  maximum,  si  la  sec- 
tion est  en  outre  supposée-homogène,  sera  représentée,  comme 

on  vient  de  le  voir  au  paragraphe  précédent,  par  ê  jy  Nous 

nous  proposons  ici  d'examiner  de  quelle  manière  varie  ce 
maximum  quand,  laissant  le  poids  total  pa  et  Taire  û  constants, 
on  fait  varier  les  trois  arguments  qui  ont  servi  à  trouver  6 
(n«  122);  pour  cela,  il  suffira  d'étudier  les  variations  de  6,  et 
c'est  ce  que  nous  allons  faire  maintenant.  Les  trois  quantités 
dont  nous  avons  à  rechercher  l'influence  sont  : 

!•  Le  demi-angle  9  au  centre  de  Tare,  qui  caractérise  la 
figure  de  la  fibre  moyenne; 

2°  Le  rayon  de  gyration  r  et  la  hauteur  A  de  la  section, 
comparés  à  l'ouverture  nade  l'arc,  ou,  en  termes  plus  géné- 
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rauXy  les  éléments  qui  sont  introduits  par  la  forme  de  la  sec- 
tion transversale. 

127.  Influence  du  demi-angle  au  centre  de  la  fibre  moyenne^ 
ou  du  rapport  entre  la  flèche  et  V ouverture.  —  Pour  se  rendre 
compte  de  cette  influence,  il  suffît  de  prendre  la  Table  V  et  de 
parcourir  les  colonnes  verticales  :  ces  colonnes  renferment  ef- 
fectivement une  série  de  valeurs  de  6,  obtenues  en  faisant  va- 

2©  r^       h 

rier  le  rapport  — ^  sans  changer  —  ni  -  •  Or  on  voit  qu'en  par- 

2  CD 

tant  de  — ^  =  o,i2  et  allant  jusqu'au  plein  cintre,  6  diminue 

d'abord  pour  augmenter  ensuite;  c'est-à-dire  qu'il  y  a  une 

certaine  valeur  de  —  à  laquelle  correspond  le  minimum  de  6, 

OU  la  plus  grande  résistance  à  une  charge  uniformément  ré- 
partie suivant  l'horizontale^  toutes  choses  égales  d'ailleurs.  On 

remarque  en  outre  que>  dans  une  même  page  de  la  table;  -^ 

restant  constant,  cet  angle  9,  qui  donne  à  l'arc  le  plus  de  résis- 
tance, varie  peu  quand  le  rapport  -  change.  C'est  pourquoi, 
dans  le  tableau  ci-dessous,  nous  indiquons  seulement  une  va- 
leur  de  — ^  pour  chaque  valeur  de  -^  :  elle  est  une  moyenne 

entre  celles  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  varier  -  dans  les 

^  a 

limites  de  la  table.  Nous  y  avons  de  plus  consigné,  en  regard 

du  nombre  ^j  la  valeur  correspondante  du  rapport  de  la  flèche 

à  l'ouverture,  rapport  dont  les  ingénieurs  se  servent  ordinaire- 
ment pour  définir  la  figure  de  la  fibre  moyenne. 
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Rapport-. 

3  0 
Rapport  — ^ 

entre  l'arc  de  rcûstance 

maximum 
et  la  demi-circonférence. 

Valeur  correspondante 
du  rapport  de  la  flèche 
à  l'ouverture. 

0,0001 

o,3i 

0,1.242 

0,0002 

0,37 

0,1495^ 

o,ooo3 

0,39 

o,i58i 

0,0004 

0,41 

0,1668 

o,ooo5 

0,43 

0,1756 

0,0006 

0,46 

0,1889 

0,0008 

0,48 

0,1980 

0,0010 

o,5i 

0,2117 

0,0012 

0,52 

0,2164    . 

o,ooi5 

0,53 

0,2210 

Les  chiffres  de  la  seconde  colonne  de  ce  tableau*  ne  doivent 
être  considérés,  bien  entendu,  que  comme  approximatifs.  Pour 
avoir  plus  de  précision  il  aurait  fallu  construire  la  table  avec 
trois  ou  quatre  chiffres,  au  lieu  de  deux.  Mais  comme  aux  en- 
virons d'un  minimum  les  variations  sont  faibles,  une  solution 
plus  exacte  serait  sans  intérêt  pratique. 

On  voit  par  conséquent  que  si  l'on  construit  une  série  d'arcs 

dont  la  section  serait  la  même,  ainsi  que  la  charge  totale  et 

l'ouverture,  ces  arcs  étant  tous  d'ailleurs  dans  les  conditions 

Rappelées  au  n?  126,  celui-là  résistera  le  mieux,  qui  aura  un 

demi-angle  au  centre  variant  de  o,3 1  à  o,53  d'angle  droit,  suivant 

r' 
la  valeur  de  --  qui  résulte  des  dimensions  données  de  la  sec- 

tion.  Par  exemple,  si  -;  était  égal  à  o,ooo3,  il  faudrait  que  le 

demi-angle  au  centre  fût  environ  o,3g  d'angle  droit,  ou  que  la 
fibre  moyenne  fût  o,3g  de  sa  demi-circonférence,  ou  bien  en- 
core que  la  flèche  fût  les  o,i58  de  l'ouverture,  si  d'autres  motifs 
ne  devaient  pas  être  pris  en  considération.  Les  arcs  destinés  à 
supporter  les  travées  de  pont  sont  en  général  un  peu  plus 
surbaissés  :  on  augmente  ainsi  le  débouché  laissé  au  libre 
écoulement  des  eaux,  et  on  diminue  l'importance  des  tym- 
pans. 
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Cependant  il  ne  faudrait  pas  se  laisser  aller  à  employer,  sans 
raison  particulière,  un  surbaissement  excessif:  car  les  varia- 
tions de  température  pourraient  alors  donner  lieu  à  une  pous- 
sée considérable  (n**  102),  d'où  résulteraient  des  efforts  acci- 
dentellement très-grands,  dans  la  matière  de  Tare. 
.  Ainsi,  dans  le  pont  de  Tarascon,  surbaissé  au  douzième^mne 
dilatation  linéaire  de  o,ooo4  entraînerait  un  supplément  de 
pression  égal  à  environ  i^",6  par  millimètre  carré  (n°121),  ce 
qui  constitue  déjà  une  pression  notable,  bien  que  le  surbais- 
sement soit  modéré. 

128.  Influences  spéciales  de  la  hauteur  de  la  section  tmns-- 

r^      20) 
versale  et  de  son  rayon  de  gyration.  —  Lorsque  —  et  — ^  les- 
tent constants,  les  valeurs  successives  qui  résultent  pour  6 
des  changements  de  -  se  trouvent  sur  une  même  ligne  hori- 
zontale de  Tune  des  pages  :  par  conséquent  on  voit  qu'elles 

h    .  ,        .  ,  .  2<p       h . 

sont  croissantes  avec  --•  Au  contraire,  si,  laissant  ■— ï-  et  -  mva- 
a  Tz        a 

pi 
riables,  on  fait  passer  —  par  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes, 

on  sera  conduit  à  reconnaître  que  6  diminue.  Nous  conclurons 
donc  qu'il  est  avantageux  de  diminuer  autant  que  possible  la 
hauteur,  quand  on  peut  le  faire  sans  entraîner  une  diminution 
correspondant^  dans  le  rayon  de  gyration  ;  et,  par  contre,  que 
la  hauteur  restant  fixe,  il  est  bon  que  le  rayon  de  gyration  soit 
aussi  grand  que  possible.  Ces  mêmes  remarques  sont  vraies 
pour  les  pièces  droites  (n**82). 

129.  Influence  des  variations  de  forme  de  la  section  trans- 
versale, en  général.  —  Lorsque  les  changements  de  forme  de 
la  section  transversale  ont  pour  conséquence  de  modifier  à  la 
fois,  dans  le  même  sens,  sa  hauteur  et  son  rayon  de  gyration, 
on  ne  peut  plus  dire  à  priori  quel  en  sera  le  résultat.  Si,  par 
exemple^  la  hauteur  augmente,  ce  sera  pour  la  pression  maxi- 
mum une  cause  d'augmentation;  mais,  d'un  autre  côté,  cette 
pression  diminuera  simultanément  par  suite  de  l'accroisse- 
ment du  rayon  de  gyration.  L'effet  total  sera  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  suivant  les  cas. 
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Voici  un  exemple  curieux  sur  ce  sujet.  Un  série  d'arcs  de  même  ou- 
verture satisfait,  sous  le  rapport  de  la  charge,  de  la  section,  etc.,  aux 
conditions  rappelées  au  n®  126  ;  tous  ont  une  section  rectangulaire  homo- 
gène et  d'égale  surface  ;  tous  supportent  la  même  charge,  y  compris  leur 
poids  propre  :  on  demande  d'étudier  comment  variera  la  pression  maxi- 
mum, quand  on  augmentera  ou  diminuera  la  hauteur  de  la  section,  la 
base  variant  en  raison  inverse,  de  manière  à  laisser  le  produit  constant. 

Dans  la  question  actuelle,  le  rayon  de  gyration  r  est  toujours  lié  à  la 

I  r' 

hauteur  h  par  la  relation  très-simple  r*  =  —  A^;  d'où  l'on  conclura  -; 

quand  -  sera  donné.  Nous  avons  d'abord  considéré  trois  sections  rectan- 
gulaires, que  nous  désignerons  par  les  n*"  i,  a,  3,  et  dont  les  hauteurs 
sont  décroissantes,  comme  il  est  indiqué  ci-après  : 

Section  I -  =  o,io,       -=  =  —  -o.oi  =  o,ooo833:  ' 

h  r^       \ 

Section  2 -  =  0,06,       —  =:r  —  .  o,oo36  =  o,ooo3  : 

Section  Z -  =  o,o35,     -r  =  t—  .  0,001226  =  0,000102. 

a        '      '     a'      12     '  ' 

Si  Ton  choisit,  en  outre,  une  valeur  quelconque  de  l'angle  au  centre, 
la  Table  V  fera  aisément  connaître  les  valeurs  correspondantes  du  coeffi- 
cient 6.  Voici  ce  qu'on  trouve  :   . 


RAPPORT 
2f 

COEFFICIIN 

IT  6  PODK  1 

U  UCTIOll 

RAPPOBT 

coirriciEi 

!T  6  FODB  LÀ  SECTION 

W 

noI. 

K»  2. 

H»   3. 

K 

ro  1. 

«0  2. 

H»  3. 

0,12 

9,0 

7.9 

6,9 

0,38 

a,5 

3,5 

3,3 

0,l4 

7,4 

6,5 

5,9 

0,40 

3,4 

3,6 

.     3,4 

0,16 

6,3 

5,6 

5,1 

0,44 

3,3 

ï,7 

3,6 

o,i8 

5,5 

4,9 

4,5 

0,48 

3,3 

3,8 

3,9 

0»30 

4,8 

4,3 

4,> 

0,53 

3,3 

3,0 

4,3 

0,32 

4,3 

3,9 

3,7 

0,56 

î,4 

3,3 

4,8 

0,24 

3,9 

3,6 

3,5 

0,60 

3,6 

3,5 

5,4 

o,a6 

3,5 

3,3 

3,3 

0.68 

3,0 

4,3 

6,6 

0,38 

3,3 

3,1 

3,2 

0,76 

3,6 

5,3 

8,3 

o,3o 

3,0 

2,9 

3,0 

0,84 

4,3 

6,5 

10,5 

0,33 

2,9 

>,8 

3.1 

0,91 

5,3 

8.1 

I3,3 

0,34 

3,8 

»,7 

3,1 

1,00 

6,4 

10,0 

16,6 

0,36 

2,6 

»,6 

3.1 

. 
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Ce  tableau  montre  que  pou?  résister  à  une  chaire  uniformément  ré- 
partie suivant  rhorizontale  (sous  les  autres  conditions  du  n**  126)^  la  sec- 
tion n**  3  sera  la  meilleure  quand  7  sera  auKlessous  de  0,26  d'angle  droit; 

depuis  —  =  0,26  jusqu'à  —  =  o,36  ou  o,38,  ce  sera  la  section  n**  a 
qui  donnera  lieu  à  la  moindre  pression,  et  au-dessus  de  —  ==  o,38,  la 

TT 

section  n**  i  prendra  le  premier  rang.  La  différence  de  résistance  est  très- 
marquée  pour  les  arcs  voisins  du  plein  cintre,  quand  —  se  rapproche  de 
^1,00;  elle  est  moins  sensible  pour  les  arcs  très-surbaissés,  et  disparaît, 
pour  ainsi  dire,  entre  les  limites  —  =  o,a6  et  —  =  o,32  correspon- 
dantes au  surbaissement  de  —  et  de  -  environ. 
10  8 

Le  tableau  ci-dessus  indiquant  que  pour  les  arcs  fortement  surbaissés 
on  augmente  la  résistance  en  diminuant  la  hauteur  de  1  arc  (dont  la  sec- 
tion conserve  bien  entendu  son  aire  constante),  il  y  a  de  l'intérêt  à  cher* 
cher  la  hauteur  qui  donnerait  le  résultat  le  plus  avantageux.  Nous  avons 

fait  cette  recherche  par  tâtonnement  pour  la  valeur  —  =  o,ia,  non  plus 

au  moyen  des  tables,  dont  les  limites  deviennent  trop  restreintes,  mais 

en  nous  servant  directement  des  formules  du  n**  118.  Voici  les  résultats 

de  cinq  essais  : 

h  r*         I 

1°  -  =0,02;  ~  =  —  (0,02)'=  o,oooo333;  rapport  de  la  poussée 

au  poids  de  la  travée,  n  =  2,624.  La  valeur  de  6  est  donnée  par  la  for- 
mule (5)  du  n"  118;  on  trouve  6  =  6,4. 

h  r*         I 

2"  -  =  0,0x5;  —  =  —  (0,01 5)'  =  0,00001875;  n  =  2,632.  Le  plus 

fort  maximum  se  trouve  par  la  même  formule,  qui  donne  6  =  6,2. 

h  r^         \ 

3**  -  =  0,01;  -^  =  —  (0,01)^  =  o,ooooo833;  «  =  2,637.  La  valeur 

de  6  est  toujours  donnée  par  la  formule  (5);  elle  est  6  =  6,2. 

h  r*        I 

4"  -  =  o,oo5:  -?  =  —  (o,oo5)*  =  0,00000208  ;  n  =  2,640.  On  trouve 

encore  par  la  même  formule  6  =  6,4. 

h  r'       I 

5<»  -  =  0,001;  -r=  —  (0,001V  =  0,0000000833  ;  72=  2,641.  Dans  ce 

cas,  la  formule  (7)  conduit  à  un  résultat  plus  fort  que  la  formule  (5), 
savoir  6  =  io,4» 

En  conséquence,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  le  rapport  le  plus 
favorable  de  la  hauteur  à  la  demi-ouverture  serait  voisin  de  0,01  ou  o,oi5| 
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nombres  auxquels  correspondent  des  valeurs  de  6  sensiblement  égales.  On 
voit  que  ces  valeurs  sont  à  peu  près  les  0,7  de  celle  qu'on  obtiendrait  en 

faisant  -  ^  0,10  ;  et  les  sections  restant  constantes  ainsi  que  la  charge, 

les  pressions  maxima  seraient  dans  le  même  rapport.  On  voit,  en  outre, 

que  si  Ton  diminue  trop  le  rapport  -  j  on  finit  par  rendre  6  plus  grand 

qu'il  ne  Tétait  pour  -  =  0,10.  A  la  limite,  en  faisant  h  =  o,  on  aurait 

6  =  00  ;  car  on  a  r'  =  —  /i%  par  suite  -^  =  -t-j  quantité  qui  devient 

infinie  quand  h  s'annule,  et  qui  rend  également  infinis  les  seconds  mem- 
bres des  formules  (5)  et  (7)  (n**  ii8). 

130.  Reflexions  sur  les  exemples  qui  précèdent,  —  Il  convient  d'in- 
sister sur  ce  qu'il  y  a  de  remarquable  et  d'inattendu  dans  les  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir.  Les  formules  de  résistance  des  pièces  droites 
et  de  nombreuses  expériences  ont  montré  que,  à  section  et  à  charges 
égales,  les  pièces  rectangulaires  résistent  d'autant  mieux  qu'elles  ont 
une  plus  grande  hauteur  transversale.  Il  en  est  tout  différemment  dans 
une  pièce  courbe,  et  quelquefois  l'augmentation  de  la  hauteur  de  la  sec- 
tion est  nuisible  à  la  résistance.  Souvent  elle  est  indifférente  et  ne  produit 
pas  de  changement  sensible. 

On  n'oubliera  pas  les  données  admises  dans  la  solution  de  ces  problèmes. 
Nous  nous  sommes  occupé  exclusivement  de  la  résistance  aune  charge  uni- 
formément répartie  suivant  l'horizontale,  sous  certaines  conditions  (n**126). 
S'il  y  avait  en  quelques  points  des  poids  isolés  assez  considérables,  les 
résultats  pourraient  se  trouver  modifiés.  Ainsi  nous  nous  sommes  assuré 
(par  un  calcul  que. nous  supprimons,  pour  ne  pas  étendre  outre  mesure 
cette  discussion)  que  si  l'on  considérait  seulement  la  résistance  à  un  poids 

suspendu  au  sommet,  -^  étant  égal  à  0,1a,  et  toute  autre  charge  étant 

négligée,  le  rapport  -  =  0,10  serait  celui  qui  produirait  la  moindre  pres- 
sion parmi  tous  ceux  essayés  au  n""  129.  L'examen  d'autres  circonstances 
que  nous  avons  omises,  notamment  l'étude  des  effets  produits  par  les 
chocs  et  les  vibrations,  conduirait  peut-être  aussi  à  des  nombres  un  peu 
différents. 

D'ailleurs  il  est  des  doutes  qui  peuvent  naître  de  la  théorie  elle-même. 
Sans  parler  des  hypothèses  fondamentales,  dont  il  est  permis  de  douter 
puisque  ce  sont  des  hypothèses,  nous  avons  admis  (n'^Sd)  une  répartition 
uniforme  de  la  réaction  des  appuis  sur  les  sections  extrêmes  :  or,  pour 
une  section  de  faible  hauteur,  comme  nous  en  avons  trouvé  au  n""  iS9, 
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un  léger  écart  aurait  une  influence  assez  grande  sur  la  résistance.  Quoi 
qu'il  en  soit,  le  fait  théorique  mis  en  lumière  par  les  exemples  du  n**  i29 
est  digne  de  fixer  Tattention  des  constructeurs,  et  des  expériences  sur  ce 
sujet  seraient  à  désirer. 

Il  serait  diflBcile  d'expliquer  à  priori  d'une  manière  complète  ces  résul- 
tats, qui  se  présentent  ici  comme  corollaires  de  calculs  passablement  com- 
pliqués. Seulement,  quand  on  en  cherche  M  trace  dans  les  calculs  anté- 
rieurs, voici  ce  qu'on  remarque. 

I**  Le  déplacement  d'un  point  appartenant  à  la  fibre  moyenne  d'une 
pièce  courbe,  par  l'effet  d'une  force,  est  composé  de  deux  parties  : 

Celle  qui  est  due  à  la  variation  des  angles  de  contingence. 

Celle  qui  est  produite  par  l'extensibilité  de  la  fibre  moyenne. 

Lorsque,  sans  altérer  les  charges  et  l'aire  de  la  section,  on  change 
seulement  la  forme  de  celle-ci,  la  seconde  partie  reste  constante,  mais  la 
première  varie  en  raison  inverse  du  carré  du  rayon  de  gyration  ;  car  il  y 
a  d'autant  plus  de  résistance  à  la  rotation  relative  des  sections,  qu'elles 
ont  un  plus  grand  moment  d'inertie. 

2**  Un  arc  circulaire  à  section  constante ,  placé  dans  les  conditions  du 
chapitre  IV*,  étant  uniquement  chargé  de  poids,  on  diminue  sa  poussée 
quand  on  augmente  le  moment  d'inertie  (  ou  le  rayon  de  gyration  )  de  sa 
section,  sans  en  altérer  la  surface.  En  effet,  on  a  vu  (n°  97)  que  la 
poussée  s'obtient  en  multipliant  ce  que  nous  avons  appelé  sa  partie  prin^ 

cipale  par  le  coefficient ^j  qui  diminue  évidemment  quand  r  aug- 

mente,  tandis  que  la  partie  principale  ne  dépend  pas  de  cette  ligne.  En 
examinant  les  choses  de  près,  on  reconnaît  que  la  partie  principale  serait 
la  poussée  qui  se  produirait  si  l'on  pouvait  faire  abstraction  des  variations 
de  longueur  de  la  fibre  moyenne;  les  coefficients  >  et  V  s'introduisent 
quand  on  en  tient  compte.  Or,  d'après  la  remarque  précédente,  ces  varia- 
tions prennent  une  importance  relative  d^autant  plus  grande  que  le  rayon 
de  gyration  r  est  plus  considérable,  toutes  choses  égales  d'ailleurs  :  lalté- 
ration  de  la  poussée  principale  doit  naturellement  alors  être  plus  profonde. 
y*  Supposons  un  arc  à  fibre  moyenne  parabolique  chargé  de  poids 
uniformément  distribués  suivant  l'horizontale  et  symétrique  par  rapport  à 
la  verticale  du  sommet.  Soient  p  le  poids  par  mètre  courant  horizontal , 
a« l'ouverture, /la  flèche.  Appliquons  à  chaque  extrémité  une  force  ver- 
ticale ascendante  pa  et  une  force  horizontale  ^  dirigée  du  côté  de  la 

verticale  du  milieu.  Les  choses  étant  ainsi ,  on  reconnaît  aisément  que 
les  forces  extérieures,  agissant  depuis  une  extrémité  jusqu'à  un  point  quel- 
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conque  de  la  fibre  moyenne,  ont  un  moment  nul  par  rapport  à  ce  point, 
et  on  en  conclut  que  les  angles  de  contingence  ne  varient  pas  par  le  dé- 
placement de  Tare  ;  de  telle  sorte  que  si  Ton  négligeait  la  compressibilité 
de  la  fibre  moyenne,  les  dimensions  ne  changeraient  pas  et  les  extrémités 

resteraient  fixes.  Si  Ton  supprime  les  forces  pa  et  ^--j  appliquées  à  chacun 

des  points  extrêmes,  mais  qu'on  rende  ceux-ci  invariables,  il  est  clair, 

d'après  cela,  qu'ils  fourniront  les  réactions  pa  et  ^7  puisque  ce  sont 

elles  qui  sont  capables  de  produire  Timmobilité  de  ces  points.  La  même 
conséquence  s'étend  à  un  arc  circulaire  très-surbaissé,  parce  que  cet  arc 
peut  être  confondu  avec  une  parabole.  Mais  elle  cesse  d'être  admissible 
pour  la  parabole  comme  pour  le  cercle  dès  que  le  rayon  de  gyralion  de  la 
section  transversale  est  un  peu  grand,  parce  que  la  compressibilité  de  la 
fibre  moyenne  devient  une  cause  relativement  importante  de  déformation, 
et  qu'on  ne  peut  plus  la  négliger. 
4''  Quand  la  poussée  d'un  arc  parabolique,  ou  circulaire  et  à  petite 

flèche,  est  égale  à  ^;  le  moment  des  forces  étant  toujours  nul,  comme 

on  vient  de  le  dire,  la  courbe  des  pressions  se  confond  avec  la  fibre 
moyenne;  donc  la  pression  se  répartit  uniformément  sur  toutes  les  sec- 
tions, ce  qui  est  favorable  à  la  résistance.  Puisqu'une  augmentation  du 
rayon  de  gyration  fait  décroître  la  poussée,  elle  tend  aussi  à  écarter  de 
plus  eu  plus  la  courbe  des  pressions  de  la  fibre  moyenne,  ce  qui  produit 
dans  chaque  section  une  répartition  inégale  de  la  force  et  tend  à  aug- 
menter la  pression  maximum. 

Mais  il  existe  dans  les  formules  (5)  et  (7)  du  n'élis  un  facteur  -^  dans 

lequel  le  carré  /•*  du  rayon  de  gyration  entre  en  dénominateur;  l'accrois- 
sement de  r  tend  donc  aussi ,  d'un  autre  côté,  à  diminuer  la  pression 
maximum.  Ce  sera*  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  tendances  qui  l'emportera, 
suivant  les  cas,  et  quelquefois  elles  se  conlre-balanceront.  Lorsque  r  varie 
seul  et  va  en  croissant,  la  hauteur  h  de  la  section  et  toutes  les  autres 
quantités  restant  constantes,  nous  avons  vu  (n*"  128)  que  la  pression 
maximum  est  décroissante.  Mais  si  h  croît  proportionnellement  à  r,  de  telle 

sorte  que  le  rapport  -^  soit  en  raison  inverse  de  la  première  puissance 

de  r,  au  lieu  de  la  seconde,  l'exemple  du  n°  i29  montre  que  c'est  alors 
la  première  tendance  qui  domine  et  qu'il  est  avantageux  d'avoir  un  faible 
rayon  de  gyration,  ou,  si  Ton  veut,  un  faible  moment  d'inertie.  Toutefois 
l'avantage  cesserait,  comme  on  l'a  vu,  en  prenant  des  sections  trop  a{4a- 
ties,  parce  que  la  coïncidence  de  la  courbe  des  pressions  avec  la  fibre 
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moyenne  n'est  qu'approximative,  et  le  petit  écart  qui  existe  entre  les  deux 
courbes  a  une  très-grande  influence  quand  la  hauteur  de  la  section  est 
très-petite. 

131.  Vérification  de  la  stabilité  sous  la  charge  d'épreuve. — 
Quand  on  aura  déterminé  la  pression  maximum  qui  a  lieu 
sous  Taction  de  cette  charge,  il  suffira  de  s'assurer  que  ce 
maximum  est  au-dessous  de  la  limite  que  Texpérience  fait 
connaître.  Si  l'on  se  donne  toutes  les  dimensions  de  la  section 
excepté  une,  ou  si  Ton  se  donne  une  figure  semblable  à  la 
section,  la  condition  dont  nous  venons  de  parler  suffira  pour 
en  compléter  la  détermination. 

Cette  vérification  de  la  stabilité  ne  se  rapportant  qu'à  un  des 
systèmes  de  charges  qui  peuvent  peser  sur  la  pièce,  ne  doit 
sans  doute  être  regardée  que  comme  une  première  indication. 
Pour  avoir  une  certitude  plus  complète,  il  faudrait  considérer 
tous  lés  systèmes  de  charges,  et  prendre,  dans  chaque  section, 
celui  qui  serait  le  plus  défavorable  à  la  résistance;  il  faudrait, 
en  un  mol,  répéter  pour  les  pièces  courbes  ce  que  nous  avons 
fait  au  §  III  du  chapitre  III%  pour  les  pièces  droites.  Mais  ce 
serait  une  discussion  trop  compliquée  pour  être  feite  autre- 
ment que  sur  des  cas  particuliers.  Nous  avons  donné  dans  ce 
Cours  les  indications  générales  qui  peuvent  être  utiles  à  l'in- 
génieur auquel  un  projet  de  pièce  courbe  donnerait  occasion 
de  l'entreprendre. 

§  V.  —  Résistance  des  vases  cylindriques  soumis  à  la  pression 
uniforme  d'un  gaz;  épaisseur  qa'il  convient  de  donner  aux 
jftarois  d'une  chaudière  à  vapeur. 

132.  Résistance  d'une  chaudière  à  profil  exactement  circur 
laire. —  Supposons  un  vase  de  longueur  indéterminée,  dont 
la  matière  est  comprise  entre  deux  cylindres  circulaires  con^ 
ceniriques.  La  fig.  5o  en  représente  le  profil  transversal.  A 
l'intérieur  agit  une  pression  constante  de  p  kilogrammes  par 
unité  de  surface;  à  l'extérieur  une  pression  />'.  On  néglige 
toutes  les  autres  influences  ééformatrices,  telles  que  le  poids 
propre  du  vase,  la  réaction  des  appuis,  l'action  des  bases  du 
cylindre,  etc. 

V  ai . 
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Les  choses  étant  ainsi ,  on  voit  tout  d'abord  que  la  fibre 

p.g  ^  moyenne  du  profil  ACBD  A'C  B'D', 

ç.  considéré  comme   pièce    courbe, 

©doit  rester  circulaire  après  Taction 
des  pressions  p  et  p^  comme  avant. 
Car  tout  en  étant  symétrique  par  rap- 
port au  diamètre  A'B',  ce  diamètre 
restera  encore  axe  de  symétrie  dans 
rétat  final,  et  par  suite  sera  encore 
normal  à  la  fibre  moyenne;  comme 
on  peut  en  dire  autant  de  toute  autre  ligne  passant  par  le 
centre  primitif  0,  on  voit  que  toutes  les  normales  de  la  fibre 
moyenne  définitive  concourent  en  un  même  point,  propriété 
qui  n'appartient  qu'aux  normales  d'un  cercle.  Les  sections 
normales  telles  que  AA'  ou  BB'  n'éprouvent  donc  pas  de  mou- 
vement de  flexion,  et  sont  par  conséquent  soumises  à  une 
tension  ou  pression  uniforme. 

Pour  en  connaître  la  valeur,  il  faut  chercher  l'intensité  de 
la  résultante  des  pressions  exercées  sur  la  surface  concave  ACB 
et  sur  la  surface  convexe  A'C'B',  résultante  qui  doit  être  équi- 
librée par  les  actions  moléculaires  des  sections  AA'  et  BB'. 
Or  la  résultante  se  trouve  aisément,  quand  on  se  rappelle  ce 
théorème  d'Hydrostatique,  savoir  :  que  si  une  pression  con- 
stante par  unité  de  surface  est  appliquée  normalement  sur 
un  contour  fermé,  la  résultante  des  pressions  sur  les  divers 
éléments  superficiels  est  alors  nulle.  Si  l'on  appelle  d  le  dia- 
mètre AB,  d' le  diamètre  A'B',  /  la  longueur  du  cylindre  per- 
pendiculairement au  plan  de  la  figure,  en  considérait.  ACB.  et 
A'C'B'  comme  des  contours  fermés  (y  compris  les  plans  AB, 
A'B'),  on  voit  que  la  pression  totale  supportée  par  le  demi- 
cylindre  ACB  est  égale  à  celle  que  supporterait  le  plan  AB, 
soit  à  pld,  et  que  la  pression  supportée  par  A'C'B'  est  de  même 
p'ld\  La  résultante  est  donc 

±/(prf-/?'rf')  =  R. 

Elle  tendra  à  opérer  la  séparation  des  deux  moitiés  du  vase  en 
AA'  et  BB'  si  la  pression  intérieure  l'emporte;  elle  serrera  ces 
deux  moitiés  l'une  contre  l'autre,  dans  le  cas  contraire. 
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Soit  maintenant  c  Tépaisseur  AA'i=-(rf' —  âf');  soit  en- 
core-T  la  pliis  grande  force  longitudinale  par  unité  de  surface 
à  laquelle  on  veuille  soumettre  la  matière  du  vase.  La  force  R 
est  équilibrée  par  une  pression  ou  tension  uniforme  exercée 
sur  la  surface  2  AA'./ou  l(d—d')  ou  a/c;  donc,  pour  obtenir 
répaisseur  strictement  nécessaire,  on  devra  poser 

soit,  à  cause  de  rf'=:rf-t-2c, 

±{p'—p')dzf.'ip'c  — .  2Tc; 

d'où  l'on  tire  l'inconnue 

-2(T±p') 

Le  double  signe  ±  doit  être  remplacé  par  -f-  si  /?  est  plus 
grand  que  p'y  et  par  —  si  ;?'  est  plus  grand  que  p. 

La  quantité  T,  lorsqu'il  s'agit  de  chaudières  à  vapeur  en  tôle, 
est  grande  relativement  à/)'.  En  effet,  si  nous  supposons 

T=:  2850000,  ce  qui  n'atteindrait' généralement  pas  —  de  la 

force  de  rupture,  et  si  d'un  autre  côté  nous  faisons/?'=:  io33oo, 
limite  répondant  à  une  pression  de  10  atmosphères,  en  des- 
sous de  laquelle  on  se  tient  d'habitude,  il  en  résulterait  en- 
core T>'27p'.  On  écrira  donc  simplement,  en  désignant 
par  p"  la  valeur  absolue  de  la  différence  p  —  p'i  quantité  qu'on 
appelle  aussi  la  pression  effective  )♦ 

_p''d 
^■"  2T  * 

Lorsque  la  pression  effective  p"  est  e^f primée  en  atmo- 
sphères, n  étant  le  nombre  d'atmosphères  correspondant,  on  a 
p''z=iioZZon;  substituant  cette  valeur  dans  c,  et  faisant  en  outre 
T  =  2850000,  on  trouvera 

C!=0,0&l8ll£/. 
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L'ordonnance  royale  du  2a  mai  i843  (*)  prescrivait  de  déter- 
miner la  moindre  épaisseur  des  chaudières  à  vapeur,  dans  le 
cas  où  la  pression  intérieure  est  dominante,  par  la  formule 

(11)  €?=:o,oo  18  nd~{-  o>oo3 . 

L'excédant  de  3  millimètres  donné  par  cette  formule  a  pour 
but  de  pourvoir  à  Tusure  de  la  chaudière  et  aux  circonstances 
secondaires  dont  la  théorie  ne  tient  pas  compte. 

Quant  aux  chaudières  ou  tuyaux  à  vapeur  pressés  du  dehors 
en  dedans,  l'ordonnance  précitée  portait  qu'on  devait  leur 
donner  une  épaisseur  plus  grande  et  en  outre  les  munir  d'ar- 
matures. Une  instruction  ministérielle  du  17  décembre  1848 
exigeait  que,  dans  ce  cas,  l'épaisseur  de  la  tôle  fût  une  fois  et 
demie  celle  que  donne  la  formule  (11).  Elle  recommandait 
d'ailleurs,  comme  armature,  des  anneaux  en  fer  forgé  concen- 
triques avec  le  tuyau  à  renforcer.  Pourjustifler  ces  prescrip- 
tions, on  peut  dire  d'abord  que  si  />'  l'emporte,  la  matière  est 
comprimée  au  lieu  d'être  tendue,  et  que  la  tôle  résiste  moins 
bien  aux  pressions  qu'aux  tensions;  en  outre,  un  cylindre  cir- 
culaire supportant  extérieurement  une  pression  uniforme  est 
pour  ainsi  dire  en  état  d'équilibre  instable:  car  si,  par  une 
cause  accidentelle,  le  profil  s'est  un  peu  aplati,  de  manière  à 
se  rapprocher  d'une  ellipse,  l'aplatissement  s'augmentera  par 
l'effet  de  la  pression,  tandis  qu'il  diminuerait  par  l'effet  d'une 
pression  intérieure  dominante.  Or  un  très-faible  écart  de  la 
forme  circulaire  a  pour  résultat  de  mettre  en  jeu  la  flexion, 
de  donner  lieu  à  une  égale  répartition  des  forces  moléculaires, 
et  enfin  d'exiger  une  épaisseur  plus  grande  pour  résister  con- 
venablement. C'est  ce  qu'on  va  voir  par  la  solution  du  pro- 
blème ci-après. 

133.  Résistance  d'une  chaudièreàprofil faiblement  elliptique. 
—  Soit  ABA'B'  {Jig>5i)  le  profil  transversal  moyen  de  la  chau- 
dière, dans  la  forme  définitive  que  lui  a  donnée  l'action  du 
gaz.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  la  pression  inté- 


(*)  Aujourd'hui  abrogée.  L'épaisseur  des  chaudières  autres  que  celles  des 
bateaux  à  vapeur  n'est  plus  soumise  à  aucune  réglementation  administrative. 
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Heure  dominante,  et  nou3  désignerons  par  p  l'intensité  de  la 
pression  effective  rapportée  au  mètre  carré.  La  courbe  ABA'B' 
est  une  ellipse  peu  différente  d'un  cercle,  dont  les  axes 
principaux  sont  aP,  BB';  nous  poserons  AÂ'^  ia  qx 
BB'=2av^i  —  6%  £  étant  la  quantité  (ici  très-petite)^ qu'on 
^ç^^Wçi  excentricité  de  V  ellipse.  Imaginons  que  la  chaudière 

soit  coupée  en  deux  par  le  plan 
AA'  et  prenons  une  portion 
ayant  pour  longueur  l'unité,  sui- 
vant la  perpendiculaire  au  plan 
de  la  figure.  Nous  aurons  ainsi 
une  pièce  courbe,  dont  ABA', 
par  exemple,  serait  la  fibre 
moyenne,  et  dont  il  faudra  vé- 
^^  rifier  la  résistance. 
Il  est  avant  tout  nécessaire  de  connaître  les  actions  qui 
s'exercent  dans  le  plan  de  séparation  des  deux  moitiés  ABA', 
AB'A',  ou,  en  d'autres  termes,  quelles  forces  il  faut  supposer 
exercées  dans  ce  plan  pour  pouvoir  enlever  ABA'  et  ne  con- 
server que  la  moitié  supérieure  du  profil.  On  voit  d'abord  que 
dans  le  joint  A,  les  réactions  égales  et  contraires  des  deux  moi- 
tiés Tune  sur  l'autre  sont  deux  forces  verticales,  car  il  faut 
qu'elles  soient  à  la  fois  dirigées  suivant  la  même  ligne  et  symé- 
triques par  rapport  à  AA'.  Leur  intensité  est  d'ailleurs  pa^ 
parce  que  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  la  surface 
courbe  ABA'  est  égale  à  la  pression  exercée  sur  le  plan  AOA' 
ou  à  7.pa  et  que  les  réactions  en  A  et  A'  sont  les  mêmes.  Toute- 
fois, nous  ne  connaissons  pas  d'avance  le  point  d'application 
de  ces  réactions;  pour  les  considérer  comme  appliquées  sur 
la  fibre  moyenne  elle-même,  il  faut  en  même  temps  joindre  à 
chacune  de  ces  forces  un  couple  p,  produit  par  le  déplacement 
de  leur  point  d'application.  Donc  enfin  la  pièce  courbe  ABA' 
doit  être  regardée  comme  soumise  : 

1*»  Aux  pressions  exercées  par  le  gaz  sur  les  différents  élé- 
ments du  cylindre  ABA'  ; 

2«  A  deux  forces  dont  l'intensité  est  /?«,  dirigées  de  haut 
en  bas  (si  la  pression  intérieure  domine)  et  appliquées  suivant 
la  tangente  à  la  fibre  moyenne,  en  A  et  en  A'  ; 
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S""  A  deux  couples  /x,  — /x,  appliqués  dans  les  sections  ex- 
trêmesy  en  Aet  A'« 

Pour  déterminer  [i,  on  exprimera  que  la  rotation  relative 
des  sections  B  et  A  est  nulle.  Or  si  Ton  prend  un  point  C  sur  le 
quart  d'ellipse  AB^  la  pression  du  gaz  sur  CA  étant  la  même 
que  sur  la  ligne  brisée  CDX  qui  a  les  mêmes  extrémités,  le 
moment  fléchissant  au  point  C  sera 

X =^ /'[r' -^  («  —  ^)'l — /'«(^ — ^) -^  F> 

équation  dans  laquelle/ =  CD,  x  =  OD  sont  les  coordonnées 
de  d  par  rapport  aux  axes  principaux  de  l'ellipse.  En  réduisant 
on  trouve 

D'ailleurs  Féquation  de  l'ellipse  sera 

7' -H  (i  —  6') ar*  =  a' (i  —  s') , 
et  Ton  en  tire 

donc  aussi 

X  =  i/> e»  (j;^  —  a') -4- fit. 

La  rotation  relative  de  la  section  faite  en  C,  et  de  la  section  in- 
finiment voisine  séparée  de  la  première  par  un  arc  ds  de  la 
fibre  moyenne,  sera,  sauf  un  facteur  constant,  Xds;  ei  puisque 
la  rotation  relative  des  sections  faites  en  B  et  A  doit  être  nulle, 
il  faudra  qu'on  ait 

Cxds^o, 

l'intégrale  étant  prise  dans  l'étendue  totale  de  l'arc  AB.  On  po- 
sera donc,  en  appelant  L  la  longueur  de  cet  arc, 

1  x^ds  est  le  moment  d'inertie  de  l'arc  AB  relativement  à  l'axe 
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des  y^  ou  bien  L  multiplié  par  le  carré  du  rayon  de  gyration  ; 
et  comme  l'arc  AB  diffère  très-peu  d'un  quart  de  cercle,  le 

carré  du  rayon  de  gyration  sera  sensiblement  égal  à  -  a'  (n**  6). 
Donc 

jpe'a^L pi^a^L-i-  ijlL  =  Oj 

ety  par  suite, 

li.  =  ^paH\ 

valeur  qui,  substituée  dans  X,  donne 

On  voit  par  cette  expression  que  le  moment  fléchissant  X 
est  d'abord  négatif  aux  environs  du  point  B,  où  il  a  pour  va- 
leur—  jpà'e*;  qu'il  décroît  ensuite  en  valeur  absolue  et  dé- 
fi 
vient  nul  pour:r=-7=f  ce  qui  correspondrait  exactement  au 

milieu  de  l'arc  AB  si  cet  arc  était  identique  avec  un  cercle; 
enfin,  qu'après  s'être  annulé,  X  croît  en  valeur  absolue  et  de- 
vient égala  jpaH^fOUT  a:  =  a.  Le  signe  de  X  montre  que 

dans  les  environs  de  B  la  courbure  augmente,  parce  que  la  ro- 
tation relative  de  deux  normales  consécutives,  ayant  lieu  dans 
le  sens  de  Oj  vers  Ox,  tend  à  augmenter  leur  angle;  le  fait 
contraire  se  produit  en  A.  Donc  la  pression  du  gaz  tend  à 
amoindrir  l'ellipticité  du  profil.  Nous  arriverions  à  une  con- 
clusion directement  opposée  si  là  pression  extérieure  dominait. 
Soient  maintenant  c  l'épaisseur  de  la  chaudière,  et  E  le  coef- 
ficient d'élasticité  longitudinale  de  la  matière  qui  la  compose. 
La  pièce  courbe  dont  la  fibre  moyenne  est  ABA'  aura  pour 
section  transversale  un  rectangle  dont  les  côtés  seraient  c  et  i; 
la  dimension  c  étant  celle  qui  se  trouve  placée  perpendiculai- 
rement à  l'axe  de  flexion,  le  rayon  de  gyration  de  la  section 

transversale  par  rapport  à  cet  axe  sera  ci/ —  (  n*»  6  ),  dans  l'hy  - 
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pothèse  d'une  matière  bomogèney  et  le  moment  d'inflexibilité 

correspondant  aura  pour  valeur —  Ec^  (n*»  17).  Donc  l'angle  ^ 

du  mouvement  de  flexion  entre  deux  sections  infiniment  voi- 
sines devra  satisfaire  à  la  relation 

as    12. 
qui  donne 

,       i2\ds 

et  attendu  que  la  fibre  la  plus  éloignée  de  l'axe  de  flexion  s'en 
trouve  à  la  distance-  c,  cette  rotation-  ^  donne  lieu  à  un  maxi- 

mum  de  pression  ou  tension  exprime  par  —^  ou  par  — p- 

Mettant  à  la  place  de  X  son  maximum  j  pa*t*j  on  en  conclut 
la  plus  grande  valeur  de  la  tension  d'une  fibre,  par  le  seul  effet 
de  la  flexion,  valeur  qui  est    ^  ,    « 

A  cette  force  moléculaire  il  faut  encore  joindre  celle  qui 
correspond  à  l'extension  uniforme  entre  deux  sections  consé- 
cutives, laquelle  sera  toujours  à  peu  près  la  même  que  dans  le 
cas  du  profil  circulaire,  et  aura  par  conséquent  pour  expres- 
sion ^«  Ainsi  l'épaisseur  c  devra  être  déterminée  par  l'é- 
quation 

C  2C'  ' 

soit,  en  remplaçant,  comme  au  n®  132,  p  par  io33on,  a  par  -  rf, 

2 

T  par  285oooOy  et  résolvant  par  rapport  à  c, 

./       ,  /       Î6557î\ 
c  =  Oyooogna  l  »  -♦-  \/  H )  • 

Si  l'on  admet  qu'il  est  nécessaire  d'ajouter  encore  o",oo3  à 
cette  épaisseur  théorique,  pour  avoir  égard  à  l'usure  de  la 
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chaudière  et  autres  circonstances  secondaires  qui  diminue*- 
raient  la  résistance,  on  posera  définitivement 

(12)         c  =  o,ooo9/ial  i-+-t/  iH I  -+-o,oo3. 

Lorsque  6  =  0,  celte  formule  devient  identique  avec  la  for- 
mule (11);  mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  e  sdit  bien  grand 
pour  que  leurs  résultats  soient  notablement  différents.  Ainsi, 
en  faisant  7i  =  5,  £^==0,02,  d=:i,  la  formule  (11)  donnerait 
c  =  o™,oi2,  tandis  que  la  formule  (12)  donnerait  <?=:o",o2o, 
c'est-à-dire  le  résultat  de  l'autre  formule  augmenté  dans  le 
rapport  de  3  à  5. 

On  voit  donc  qu'une  faible  excentricité  dans  la  forme  défi- 
nitive du  profil  transversal  a  une  influence  considérable  sur  la 
résistance;  et  comme  cette  excentricité  tend  à  s'accroître  ou  à 
diminuer  suivant  que  la  pression  la  plus  forte  agit  à  Textérieur 
ou  à  l'intérieur,  on  comprend  aisément  que  le  premier  cas 
présente  plus  de  chances  d'accidents  et  par  conséquent  exige 
l'emploi  de  chaudières  plus  épaisses. 

Calcul  de  la  déformation  du  profil  elliptique.  —  La  formule  (12)  ex- 
prime l'épaisseur  c  en  fonction  de  l'excentricité  e  du  profil  définitif;  afin 
de  pouvoir  comparer  les  épaisseurs  nécessaires  pour  résister  à  une  pres- 
sion effective  /?,  quand  elle  agit  successivement  en  dedans  et  en  dehors, 
il  faudrait  avoir  e  en  fonction  de  l'excentricité  primitive  e, ,  qui  existait 
avant  que  la  chaudière  fût  souniise  à  la  pression  p.  Il  est  donc  utile 
d'étudier  les  déformations  subies  par  le  profil,  ou  tout  au  moins  l'alté- 
ration de  son  excentricité  :  cherchons  à  cet  effet  les  longueurs  A  a  et  Ai 
dont  les  demi-axes  ont  varié. 

On  peut  calculer  A/i  en  appliquant  au  point  A  l'équation  (2)  du  n*  43; 
on  prendra  le  point  B  {fig,  5i)  pour  origine  des  intégrales  définies,  et  on 
fera 

Aa:,=:Aa,     Ax,  =  o,    /?,=  o,    y,^o\ 

alors  l'équation  devient 

La  force  N,  tension  totale  dans  une  section,  est,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  sensiblement  constante  et  égale  à  pa  :  comme  en  outre  son  intensité 
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rapportée  à  l'unité  de  surface  est  le  plus  souvent  inférieure  à  la  limite 
de  3  kilogrammes  par  millimètre  carré  (même  dans  Thypothèse  d'une 
flexion  nulle),  elle  produira  un  allongement  relatif  uniforme  de  i  ou 
a  dix-millièmes  dans  tous  les  éléments  de  la  fibre  moyenne  (*),  Elle 
n'aura  donc  pas  d'influence  appréciable  sur  le  changement  d'excentricité. 
Ainsi  nous  prendrons  simplement 

r^  Xr  ds   , 
Jo     er'  dx 

Il  faut  dans  cette  formule  remplacer  X  par  -  pt^  (a^—  a^)  et  er^  par 

4 

—  Ec*:  de  plus,  en  considérant  la  courbe  BÂ  comme  un  cercle,  on  aura 

ds  _       1  OC       a^ 

fite  ~  cosOCD  ~"  c5  ~~jr' 
par  suite, 

ou  bien,  à  cause  de  la  relation  a^  —  b^=  «*§', 


Aû  = 


On  aura  évidemment  Â^,  si  dans  cette  équation  on  change  a  en  b  et  in- 
versement :  donc 

quantité  que  l'on  peut  regarder  comme  égale  à  —  Au:,  vu  le  peu  de  dif- 
férence que  l'on  suppose  entre  a  et  b. 

Ainsi  donc,  si  l'on  nomme  a^  et  b^  les  demi-axes  primitifs,  d  le  dia- 
mètre (sensiblement  égal  à  aa  ou  à  2^,  ou  bien  à  la  somme  a-hè,  ou 
encore  à  //,  -I-  ^J ,  on  posera 


C^)  Le  fer  s'allonge  de environ  de  sa  longueur  primitive  sous  une  ten- 

20000 


sion  longitudinale  de  i  kilogramme  par  millimétré  carré. 
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on  en  déduit  par  soustraction 


=^(«-*). 


et  par  suite 


a-b  = 


^,—  K  . 


D'un  autre  côté,  on  a 

û2g2  =  û=—  ô»  =  (fl  -   Z»)  (fl  +  b), 

soit,  puisque  a  diffère  peu  de  6, 


de  même. 


■■=â<' 

a-b)- 

"-i^ 

«.-*,)• 

in' 

ont  pas  été  fortement  al 

6^ 

«-6 

,j .  . 

«î        , 

I- 

1"  _  U  J 

et  Qnalem^t 
(i3) 


Les  calculs  qui  précèdent  ont  été  faits  en  prenant  la  valeur  de  X  rela- 
tive au  cas  où  la  pression  effective  p  agit  intérieurement  :  dans  cette 
hypothèse  la  formule  (i3)  ne  peut  pas  présenter  de  difficulté  et  donnera  c' 
en  fonction  de  e^.  Mais  si  p  agissait  au  dehors,  les  forces  changeraient 
de  sens  ainsi  que  X;  pour  répéter  les  mômes  calculs,  il  faudrait  donc 
changer  partout  le  signe  de  /?,  de  sorte  qu'on  arriverait  à  l'équation 

(14) 


Or  il  en  résulterait  une  valeur  imaginaire  pour  e,  si  le  dénominateur  du 
second  membre  n'était  pas  positif;  une  telle  conséquence  indiquerait  que 
nous  sommes  parti  d'une  hypothèse  inexacte,  en  supposant  la  déforma- 
tion petite,  et  par  suite  la  chaudière  n'aurait  pas  une  stabilité  conve* 
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nable.  Lorsque  la  pression  se  trouve  à  Textérieur,  il  faut  donc  satisfaire 
à  la  condition 


aEc-» 


>o, 


soit  en  résolvant  par  rapport  à  c,  après  avoir  fait  p  ~  io33o/i,  E  =  a.  lo'", 
et  par  conséquent  -^  =  0,000000268  «, 

(i5)  c  >  o,oo6idy/n. 

Voilà  une  limite  inférieure  de  l'épaisseur,  en  dessous  de  laquelle  on  ne 
devra  pas  descendre  ;  il  faudra  môme  en  approcher  d'autant  moins  que 
sj  aura  une  valeur  plus  notable,  car  autrement  s  pourrait  devenir  grand, 
ce  qui  compromettrait  la  chaudière.  C'est  un  fait  assez  remarquable  que 
l'existence  d'une  telle  limite,  déterminée  indépendamment  du  maximum 
de  pression  auquel  on  peut  soumettre  la  tôle  :  on  y  est  parvenu  en  ex- 
primant par  le  calcul  que  la  chaudière  a  une  roideur  suffisante  pour 
n'éprouver  que  de  petites  déformations  quand  on  la  presse  extérieure- 
ment, et  qu'elle  n'est  pas  exposée  à  s'aplatir  comme  pourrait  le  faire 
une  membrane  très-mince  et  très-flexible. 

Maintenant,  pour  avoir  l'épaisseur  en  fonction  de  l'excentricité  primi- 
tive, il  faudra,  dans  l'équation  qui  nous  a  conduit  à  la  formule  (12],  rem- 
placer e*  par  l'une  des  expressions  (i3)  ou  (14),  ce  qui  donnera,  eu  égard 

à  la  relation  a  =  -  d,      ^ 

pd  ^  ^pdUl         ^  ^ 

Le  double  signe  dz  sera  4-  ou  —,  suivant  que  la  pression  dominante 
agira  en  dedans  ou  en  dehors;  de  plus  on  devra,  suivant  l'usage,  consi- 
dérer la  quantité  c  déduite  de  cette  équation,  non  comme  l'épaisseur 
réelle,  mais  comme  l'épaisseur  diminuée  de  o^jOoB. 

L'équation  ci-dessus,  étant  du  quatrième  degré  en  c,  ne  sera  jamais 
d'un  emploi  bien  commode  ;  afin  d'en  simplifier  la  forme  autant  que  pos- 
sible, nous  supposerons  d'abord  c  exprimé  en  millimètres,  et  jious  écri- 
rons, en  tenant  compte  aussi  de  la  valeur  déjà  donnée  à  -^  ? 

2Ë 


8c'li±- 


c" 


-■) 


Dans  le  système  de  l'ordonnance  de  1843,  on  avait  pris  T  =  aSSoooo 
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environ  ;  plus  exactement  on  avait  posé 


d'où  résulte 


^  =  ^=.,8«rf, 


^  _  ÏOOO/? 

3,6  « 


la  substitution  de  cette  valeur  dans  notre  équation  fera  disparaître  le 
facteur  looop  et  donnera 

-^ hi35o.  • 


cM  i± 


Désignons  par  x  le  rapport  — -— rj  c'est-à-dire  le  rapport  entre  Tépais- 

seur  diminuée  de  3  millimètres  et  la  valeur  i^%nd  qu'aurait  cette  quantité, 
si  Ton  s'en  tenait  à  l'ordonnance  de  i843;  nous  ferons  alors  c  =  \,^ndx 
dans  la  relation  précédente,  qui  deviendra 

1  i35of;         


1,8  nxUi:^:::^^ \ 

\      1,8  «vy 

d'où  l'on  tire  sans  peine 

(i6)  ,j  =  o,oos.4(^-i)(^±Jp)- 

Au  moyen  de  l'équation  (i6),  on  peut  immédiatement  et  sans  difficulté 
construire  un  tableau  à  double  entrée,  faisant  connaître  sj  en  fonction 
des  arguments  n  et  x.  Réciproquement,  ce  tableau  étant  construit,  on 
peut  en  déduire  un  autre  qui  donnera  x  au  moyen  des  arguments  /z  et  ij, 
à  peu  près  comme  une  table  de  logarithmes  permet  de  trouver  le  nombre 
correspondant  à  un  logarithme  donné.  C'est  ainsi  que  nous  avons  calculé  le 
tableau  suivant  :  les  valeurs  de  x  qu'il  indique,  ayant  été  en  général 
obtenues  par  des  interpolations,  peuvent  parfois  présenter  une  inexacti- 
tude d'une  ou  deux  unités  sur  le  dernier  chiffre,  ce  qui  nous  a  paru  sans 
inconvénient  sérieux  dans  la  pratique. 
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VALEURS 

deif. 


0,00a 
0,004 
0,006 
0,008 
0,010 
0,012 

0,014 

0,016 
0,018 

0,030 


0,000 
0,002 
0,004 
0,006 
0,008 
0,010 

o,oia 
0,014 
0,016 
0,018 
0,020 


KAProRT  X,  quaud  la  pression  effective  représente  un  icombre 
d'atmosphères  égal  a 


1,0 


1,5 


2,0 


^,5 


3,0 


4,0 


5,0 


6,0 


8,0 


10 


1°  Cas  où  la  pression  effective  est  à  V intérieur. 


1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,00 

1,03 

i,o3 

1,04 

i,o5 

i,b5 

1,06 

1,06 

>,P7 

1,06 

1,04 

1,06 

1,08 

1,10 

i,ii 

,,i3 

.,;3 

i,i3 

1,12 

1,07 

1,10 

,,i3 

1,16 

1,18 

1,20 

1,21 

1,20 

»,»9 

«1O9 

,,i4 

«,19 

1,33 

1,26 

1,28 

1,28 

,,27 

1,25 

1,13 

»»»9 

1,26 

i,3i 

1,34 

1,37 

1,36 

1,34 

1,3, 

i,i5 

1,24 

,,33 

1,40 

1,44 

,,45 

1,44 

i,4i 

1,36 

1,18 

i,3o 

,,43 

,,5i 

1,54 

1,54 

1,5, 

1,48 

1,42 

1,32 

1,38 

1,57 

1,62 

1,64 

1,63 

1,58 

,,54 

i,47 

1,26 

1,48 

1.67 

1,74 

1,75 

«,7» 

1,65 

1,60 

1,52 

i,3i 

1,60 

1,81 

1,85 

1,85 

'»79 

1,72 

1,66 

1,56 

1,00 
1,06 
I,II 

>i»7 
1,22 
«î27 
i,3a 
1,36 

1..41 
1,45 

1,49 


2°  Cas  où  la  pression  effective  est  à  rextérieur. 


3,53 

2,69 

2,23 

>,92 

1,70 

1,40 

1,21 

1,07 

1,00 

3,64 

2,80 

3,33 

3,o3 

1,83 

1,54 

1,37 

1,27 

i,i6 

3,75 

2,90 

2,43 

3,l3 

«,92 

1,65 

1,48 

1,38 

1,35 

3,85 

3,00 

3,53 

3,33 

3,02 

1,74 

1,57 

1,46 

1,33 

3,95 

3,10 

3,63 

3,32 

3,10 

1,83 

1,65 

1,54 

1,40 

4,05 

3,19 

3,71 

2,40 

2,19 

»,9» 

1,73 

1,61 

1,46 

4,i5 

3,28 

3,80 

3,48 

3,37 

«.98 

1,80 

1,67 

i,5i 

4,24 

3,37 

2,88 

3,5G 

3,34 

3,o5 

1,86 

i,73 

,,57 

4,34 

3,45 

2,96 

3,64 

3,41 

3,11 

1,92 

1,79 

1,62 

4,44 

3,54 

3,o3 

2,71 

3,48 

2, .8 

i,08 

1,85 

1,66 

4,52 

3,62 

3,11 

3,78 

3,55 

2,34 

2,o3 

1,90 

»,7« 

I,II 

",'9 

1,25 

i,3i 
1,37 
1,42 
1,46 
i,5i 
1,55 
1,59 


Un  exemple  suffira  pour  bien  faire  comprendre  l'usage  de  ce  tableau. 
Soient  donnés  a?  =  i,  «  =  a,  £}  ï=  0,01;  ce  dernier  nombre,  en  vertu  de 

la  relation  tj  =  —  («,—  b^),  suppose  une  différence  proportionnelle  de 

^» 
o,oo5  seulement  entre  les  deux  axes  primitifs.  Avec  ces  données,  on 
trouve  dans  le  tableau 

x=  1 ,26  pour  le  cas  de  la  pression  effective  à  Tintérieur, 
X  =  2,71  pour  le  cas  de  la  pression  effective  à  Textérieur; 


on  a  d'un  autre  côté 


i,8iî«?=  3"'",6: 
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donc  on  devrait  adopter  pour  épaisseur  : 

i,a6  X  y^fi  -+-  3""",  soit   7™™,5  dans  le  premier  cas;        -     . 

2,71  X  3™",6  4-  3"",  soit  la^^yS  dans  le  second  cas. 

•-        ,   ,  ,  1  , 

L'ordonnance  de  1843  et  l'instruction  ministérielle  de  1848  auraient 
donné  pour  ces  deux  épaisseurs  respectivement  ô^^jô  et  9""'i9. 

.On  voit  par  cet  exemple  combien  l'existence  dune  petite  excentricité 
primitive  rend  défavorable  le  cas  où  la  pression  dominante  agit  exté- 
rieurement. 

On  peut  enfin  se  demander  quelle  serait  la  tension  ou  pression  maxi- 
mum; en  se  donnant  d'avance  l'épaisseur,  ainsi  que  ej/^,  w,  mais  fai- 
sant agir  la  pression  effective  successivement  en  dedans  et  en  dehors. 
Conservons,  par  exemple,  les  valeurs  ci-dessus  attribuées  à  sj,  </,  /?,  et 
supposons  que  la  chaudière  ait  une  épaisseur  de  10  millimètres.  L'appli- 
cation des  formules  {i3)  et  (14)  donnera  d'abord  pour  le  carré  de  l'ex- 
centricité définitive  : 

g*  =  0,0066,  dans  le  cas  de  la  pression  intérieure  ; 
s*  =  0,0207,  ^^^^  1©  cas  de  la  pression  extérieure  : 

substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  l'expression 

Te  ^c' 

de  la  tension  ou  pression  maximum,  on  trouve  pour  résultats  correspon- 
dants les  nombres  i",54.io^  et  2"\Ç4.io*,  c'est-à-dire  que  la  tôle  sup- 
porte une  tension  de  i''",54  par  millimètre  carré  ou  une  pression  de  2''",64 
sur  la  même  surface,  suivant  que  la  vapeur  presse  intérieurement  ou 
extérieurement.  Si  l'on  n'avait  pas  tenu  compte  des  effets  de  la  flexion, 

pd 
le  maximum  eût  été^j  soit  i''^So3  par  millimètre  carré  dans  un  cas 

comme  dans  l'autre.  Les  effets  de  la  flexion  sont  donc  très-marqués  pour 
peu  que  ej  ait  une  valeur  sensible,  et  ils  le  sont  principalement  quand 
la  pression  extérieure  domine. 

Conclusion.  —  En  résumé,  les  calculs  précédents  démon- 
trent : 

i*>  Qu'une  excentricité,  même  assez  faible,  dans  le  profil 
d'une  chaudière  à  vapeur,  est  très-défavorable  à  la  résistance, 
I.  2«  ÉWT.  22 
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et  entraîne  à  donner  à  ce  profil  une  épaisseur  notablement 
plus  forte  que  s*il  était  exactement  circulaire; 

a«  Que  le  surcroît  d'épaisseur  à  donner,  même  en  suppo* 
sant  que  la  tôle  résiste  à  la  compression  exactement  comme  à 
Textension,  serait  plus  fort  dans  le  cas  de  la  pression  exté- 
rieure qu'avec  la  pression  intérieure,  si  d'ailleurs  l'excentricité 
primitive  du  profil  était  la  même  ; 

3»  Que  l'épaisseur  doit,  dans  le  cas  d'une  pression  exté- 
rieure, vérifier  une  certaine  condition  [l'inégalité  (i5)],  indé- 
pendante de  la  résistance  de  la  tôle  ;  on  peut  regarder  la  condi- 
tion dont  nous  parlons  comme  exprimant  que  la  chaudière  a 
une  roideur  suffisante,  et  qu'elle  ne  s'aplatira  pas,  comme 
pourrait  le  faire  une  membrane  très-mince. 

En  outre,  ces  calculs  donnent  le  moyen  de  fixer  rationnelle- 
ment les  épaisseurs  dans  les  différents  cas. 
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134-.  Observations  préliminaires.  —  Nous  avons  donné  au 
§  IV  du  chapitre  II*  (n°  68)  les  équations,  générales  aux  (diffé- 
rences partielles,  qui  représentent  le  mouvement  vibratoire 
d'une  pièce  homogène,  à  section  constante  et  symétrique  par 
rapport  au  plan  de  la  fibre  moyenne,  quand  toutes  les  forces 
extérieures  sont  contenues  dans  ce  plan  et  que  les  déplace-^ 
manis  de  tous  les  points  lui  sont  constamment  parallèles  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement.  Ces  équations  présente- 
ront généralement  des  difficultés  d'intégration  assez  grandes  ; 
et  même  il  arrivera  souvent  qu'après  avoir  effectué  l'intégra- 
tion, on  rencontrera  des  difficultés  encore  pluS'grandes  quand 
il  s'agira  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  introduites  par 
cette  opération  même. 

Les  exemples  que  Ton  va  trouver  cî-dessous  s'appliqueront 
à  des  cas  très-simples;  ils  donneront  une  idée  des  méthodes 
au  moyen  desquelles  se  traitent  les  problèmes  de  ce  genre; 
ils  en  feront  ressortir  les  difficultés,  et  fourniront  enfin 
quelques  aperçus  utiles  dans  la  pratique. 

Fig.  52.  135.  Équation  du  mouvement  vibratoire  d'un 

prisme  vertical  homogène,  supportant  un  poids 
à  son  extrémité.  —  Soit  AB  [jig.  5^)  le  prisme 
donné,  dont  le  point  B  est  fixe,  et  qui  soutient 
en  A  un  poids  P.  Voyons  d'abord  à  quelles  con- 
ditions il  pourrait  se  trouver  en  équilibre. , 
Désignons  par  : 


v 


A 


r^  ^  la  distance  d'une  section  transversale  quel- 

LJ  conque  CD  au  point  fixe  B,  dans  l'état  /?«*- 

mitif  du  système,  c'est-à-dire  quand  toutes  ses  parties, 

22. 
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soustraites  à  Taction  de  ia  pesanteur,  n'éprouvent  au- 
cune tension  ; 

u  le  dérangement  de  celte  section,  parallèlement  à  BA,  à 
une  époque  quelconque,  par  suite  de  l'action  des  forces; 
cette  quantité  u  sera  fonction  de  x  seulement  s'il  y  a 
équilibre,  et  s'il  y  a  mouvement  elle  sera  tout  à  la  fois 
fonction  de  x  et  du  temps  /  ; 

£  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale  et  n  le  poids  par 
unité  de  volume  de  la  matière  qui  compose  le  prisme  AB; 

w  l'aire  de  la  section  transversale  de  ce  prisme  ; 

/  la  Ipngueur  AB  ; 

/  le  temps,  compté  à  partir  d'un  instant  quelconque. 

L'élément  prismatique  compris  entre  les  sections  infini- 
ment voisines  CD,  FH,  dont  la  longueur  primitive  était  dx; 
occupera,  quand  l'allongement  aura  été  produit,  une  longueur 
différente  ;  car  on  aura  : 

pour  l'abscisse  de  CD  au  temps  / x-\-u; 

pour  l'abscisse*  de  FH  au  même  instant .   x-^u-\ — —. dx  ; 

la  distance  des  deux  sections  au  temps  /  est  donc  — ^~t dx^ 

ou  bien  dx-h  -7-dx;  donc  l'allongement  relatif  est  -7-?  et, 

par  suite,  la  tension  longitudinale  dans  la  section  CD  s'exprime 

par  Eu)  -j—   (n°13).  Cette  expression  convient  aussi  bien  au 

cas  du  mouvement  qu'à  celui  de  l'équilibfe;  mais,  quand  il  y 
a  mouvement,  u  étant  fonction  de  x  et  de  /,JI  ne  faut  pas 

oublier  que  -t-  représente  la  dérivée  partielle  de  u  par  rapport 

à  X.  Cela  posé,  si  l'équilibre  existe,  il  faudra  que  ia  tension 

Eût)  -r-  soit  égale  à  la  somme  du  poids  P  et  du  poids  de  la 

partie  CAD;  donc 

(l)  Ew  ^=rnw(/->)-f-P, 


Digitized  by  LjOOÇIC 


POUTRES  VIBRANTES.  34 1 

et,  attendu  que  u  est  alors  fonction  de  la  seule  variable  ^, 

sans  constante,  puisque  le  point  B  est  fixe,  ce  qui  entraîne 
w  =  G  pour  x:=o. 

Lorsque  le  système  sera  abandonné  à  l'action  de  la  pesan- 
teur, sans  que  les  vitesses  de  tous  les  points  soient  nulles,  ou 
bien  sans  que  u  ait  alors  la  valeur  donnée  en  chaque  point  par 
réquation  (2),  l'équilibre  ne  pourra  pas  subsister,  et  il  se 
produira  un  mouvement  dont  nous  allons  établir  directement 
réquation,  en  supposant  qu'il  ait  lieu  suivant  la  verticale.  A 
cet  effet,  nous  remarquerons  d'abord  que  la  masse  élémen- 
taire CDFH,  exprimée  par  —  wrfor,  a  une  accélération  — ^-t~ — - 

pu  -y— -î  puisque  x  est  une  variable  indépendante  du  temps. 

Quant  aux  forces  qui  sollicitent  cette  masse,  il  y  a  :  1°  son 
poids  Ji(ùdx'j  2°  la  tension  ascendante  exercée  dans  CD  par  la 
partie  CDB  du  prisme,  laquelle  tension  s'exprime,  comme  on 

vient  de  le  voir,  par  E«  -r-  ;  3**  la  tension  descendante  exercée 

du 
dans  FH  par  la  portion  FHA,  laquelle  force  sera  Ew  -p-  aug- 
mentée de  sa  différentielle  partielle  relativement  à  Xy  soit 
Ew  (  -1 — h  -7-7 dxy  On  aura  donc 

n      ,    d^u       „     ,         ^     du       ^     (du       d^u   ,   \ 
—  (ùdx  -7—  izr  Jltùdx  —  Ew  -5 — h  Ew    -T-  +  -r-7  dx  )  -, 
g  do  dx  \d.x      dx^       /' 

soit,  après  avoir  réduit  et  divisé  par  —  o^dx, 

g 

,^,  d^u  Efi-  d^u 

équation  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  qui  repré- 
sente le  mouvement  dont  il  s'agit. 

Pour  en  obtenir- l'intégrale  générale,  on  remarquera  d'abord 
que  la  valeur  de  u,  donnée  par  la  relation  (  2  ),  satisfait  à  l'équa- 
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tion  (3),  dont  elle  est  conséqaemment  ane  solution  particu- 
lière* Cela  permet  de  faire  disparaître  le  terme  constant  g  du 
second  membre  de  Téquation  (3).  Il  suffira  en  effet  de  poser 


(4) 

u 

=^,.^- 

-*= 

^*m 

d'où 

l'oD  tire 

dUi 

n 

d^z 

dx^ 

• —  ""** 

£ 

-*-  rf*0 

d'u 

rf= 

'z 

dt'  ~  dt'  ' 

Eff 
et  par  suite,  en  substituant  dans  l'équation  (3)  et  posant  ^ = a', 

.On  retombe  ainsi  sur  l'équation  connue  de  la  corde  vibrante. 
L'intégrale  de  l'équation  (5)  a  été  donnée  sous  forme  finie 
par  d'Alembert*  En  désignant  par  <p  et  ^  deux  fonctions  arbi- 
traires, on  a 

valeur  dont  la  vérification  est  facile.  Donc  on  aurait  aussi 

n  Px 

(6)    a  — -=r(2/^  — j;*)-f-  = h(f(X'^at)-h^{x  —  ai). 

On  peut  encore  donner  aux  quantités  2  et  u  une  autre  forme 
plus  commode  pour  arriver  à  la  solution  complète,  dans  cer- 
taiiis  cas  particuliers,  du  problème  qui  nous  occupe,  z  étant 
une  fonction  de  x  et  de  t,  on  conçoit  d'abord  qu'elle  soit 
développée  suivant  les  puissances  de  la  variable  x,  c'est-à-dire 
exprimée  par 

z  =  Ax""  -h Bx^  -+■  Cx^  -h.  . . , 

a,  p,  y, . . .  étant  des  exposants  indéterminés,  et  A,  B,  C, . . . 
des  fonctions  du.  temps  t.  Comme  e*  est  une  quantité  connue 
quand  x  est  donné,  on  peut  encore  dire  que  z  est  fonction 
.de  t  et  de  e*,  et  poser  de  même 

z=^A'è^'hAf'e^  H-.  ..-hA\  e—^-f-  A* r*"' H-. . .  ; 
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enfin,  comme  les  exponentielles  peuvent  se  transformer  en 
sinus  et  cosinus  par  la  formule  c*^^  =  cos^  -+■  \/— isina?,  on 
pourra  écrire 

z  =  kt  sin/îii X  -+■  kiSinniiX  -H . . .  -h  Bi  cosmi  x  4-  Bjcosms x 
=  2J  A  sînmj? -h  B  cos ma: ), 

la  caractéristique  2  désignant  une  somme  de  termes  de  même 
forme. 

Les  développements  en  série  d'une  fonction  inconnue,  sous 
Tune  des  trois  formes  précédentes,  ou  sous  une  forme  mixte 
comprenant  à  la  fois  des  puissances,  des  exponentielles  et  des 
sinus,  seront  sans  doute  quelquefois  en  défaut;  mais,  dans 
beaucoup  de  problèmes,  on  parviendra  de  cette  manière  à 
remplir  toutes  les  conditions.  On  remplacera  donc,  dans 
l'équation  (  3  ),  u  par  la  valeur 

n  Vx 

u=  -r=-(2te— -a:')  -4-  :p h2(Asinma?  -hBcosmx), 

et  Ton  trouvera 

-i~  sin /na:4- -^  cos  ma:  j  = -|p  2  m*  (  — -  A  sin  mj:--B  cos  mx) 

=  — a*2m'(Asinmj?-hBcosmar). 

Pour  que  le  premier  et  le  second  membre  soient  identiques 
quand  xei  t  sont  quelconques,  il  faut  qu'on  ait 

d'où  l'on  tire,  en  désignant  par  C,  D,  H,  I  des  constantes  arbi- 
traires, 

A  =  C  sin  mat  -h  D  cos  mat, 

B  ^^Rsinmat  -+-  I  cosmat. 
Donc  on  a 

n  ,  ,       ,x    P^ 

2E^  ^      Eu) 

-f- 2  [sin  ma;  (  C  sin  ma/ -h  D  cos  maO 

+  cosma?(Hsinma/  +  I  cosma/}]. 
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Cette  formule  conviendrait  même  au  cas  ou  rextrémiié  supé- 
rieure du  prisme  ne  serait  pas  fixe;  car  nous  ne  nous  sommes 
point  servi  de  cette  condition.  Si  Ton  en  tient  .compte,  c'est- 
à-dire  si  l'on  fait  u=zo  pour  x  =  o,  on  aura 

o  =:l{ns\n mat  -4-  Icosmat). 

On  satisfait  à  cette  condition,  t  restant  indéterminé,  en  prenant 
H  =  o  et  I  =  o.  Donc  enfin,  dans  les  termes  où  la  question 
est  posée,  nous  aurons  pour  l'intégrale  de  l'équation  (3) 

n  Pa^ 

(7)  M=-=r(2/^  — j;^)-4-  :p — H2sinm^(Csin/na/-+-Dcos/na/). 

Cette  valeur  de  u  n'est  plus  exprimée  au  moyen  de  fonctions 
arbitraires  comme  celle  que  donne  l'équation  (6);  mais  en 

n  P:r 

laissant  de  côté  la  quantité  —=  (nlx  — -  j:')  -+-  :=r-9  on  voit  que 

le  surplus  de  la  valeur  de  u  contient  un  nombre  indéterminé 
de  termes  de  la  forme 

smmx [ÇiSXnmat  -i-Dcosm^i^), 

dans  lesquels  on  peut  attribuer  aux  constantes  m,  C,  D  telle 
valeur  qu'on  voudra. 

Soit  qu'on  adopte,  la  formule  (6)  ou  qu'on  préfère  la  for- 
mule {7),  on  voit  qu'après  avoir  intégré  l'équation  (3)  on  est 
encore  loin  de  la  solution  complète  du  problème,  puisque  dans 
un  cas  il  reste  à  déterminer  deux  fonctions  <p  et  .m];,  et  dans 
Tautre  un  nombre  infini  de  constantes,  telles  que  m,  C,  D, 
Nous  allons  compléter  la  solution  pour  quelques  cas  particu- 
liers, avant  d'aborder  le  cas  le  plus  général. 

136.  Oscillation  d'un  prisme  vertical  et  homogène  sous  la 
seule  action  de  son  poids.  —  Supposons  nu!  le  poids  P  sus- 
pendu à  l'extrémité  A  (fig,  5a);  alors  l'équation  (6)  du  n**  135 
se  réduit  à 

(8)  u  =z  —  [zla;-—x^)'h  9(:r-f-a/)  -+-  ^  {x  —  at), 

et  il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  9  et  ^,  c'est-à-dire  d'en 
faire  connaître  la  valeur  pour  une  valeur  quelconque  attribuée 
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à  la  variable  x-^at  de  la  fonction  cp,  ou  à  la  variable  x  —  at 
de  la  fonction  ^. 

Â  cet  effet,  il  sera  d'abord  nécessaire  de  connaître  les  dépla- 
cements u  et  les  vitesses  -^  de  tous  les  points  du  prisme  à 

un  certain  instant,  par  exemple  celui  à  partir  duquel  on  compte 
le  temps,  car  ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  le  mouvement 
est  déterminé.  Supposons  donc  que  pour  /  =  o  on  ait 

u  =  V(x),      ^-/(^). 
De  réquation  (8)  on  tire 

(9)  ^  =:  a(f'[x  -4-  at)  —  a^'[x  —  at)y 

en  désignant  par  <p'  et  ^'  les  dérivées  de  f  et  ^j  chacune  par 
rapport  à  sa  variable  explicite  x-^at  ou  x  —  at.  La  valeur 
r  =  0,  substituée  dans (8)  et  (9),  devra  reproduire  les  fonctions 
données  F  (a?)  et/(:r);  donc 

^(:tlx-x^)  +  <f{x)^^[x)=zie(x), 
aQ^'[x)-'a^'[x)=f{x). 

De  la  première  de  ces  deux  équations  on  déduit  ?(^)  -+-  ^  (a'); 
la  seconde,  intégrée  par  rapport  à  a:,  donnera  <p( a:)  — 4*  (^)> 
ce  qui  fera  connatlre  ^(x)  et  ^(^).  Ainsi  Ton  a 

<p (^) -f- ^  (or)  =  F(^)  —  ^  (ate  —  ^'), 

^(x)-^{x):=:'^£f[x)dx^K, 

K  étant  une  constante  arbitraire;  et  par  suite  on  écrira 

(10)  <p(^)=iF(^)- JL(2te-^^)-f.j^yVwrf'^+7v 

(,,)    ^[x)=lY{x)--^(^lx--x^)--^^jy{x)dx^\^ 
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Les  fonctions  V{x)  eif{x)  doivent  être  données  poar  l'étendue 
de  la  pièce  ÂB,  c'est-à-dire  pour  x  compris  entre  o  et  /  :  on 
connaît  donc  les  fonctions  9  et  4^  pour  toute  valeur  de  leur 
variable  comprise  entre  les  mêmes  limites,  sauf  la  constante  K, 
dont  la  grandeur  n'influe  pas  sur  le  résultat  final,  comme  on 
le  verra  tout  à  l'heure. 

Il  faut  maintenant  introduire  les  équations  particulières  ap- 
plicables aux  extrémités  A  et  B«  Ce  dernier  point  restant  fixe» 
on  doit  avoir  u  =  o  pour  x  =  o,  quel  que  soit  t.  L'équation  (  8  ) 
donnera  donc 

(12)  (f{at)-h^{—at)  =  o. 

£n  vertu  de  cette  relation,  la  fonction  f  étant  connue  quand 
sa  variable  est  comprise  entre  o  et  /,  on  connaîtra  la  fonction  tp 
quand  sa  variable  sera  comprise  entre  o  et  — /;  réciproque- 
ment, la  connaissance  de  ^|/  entre  les  limites  o  et  /  de  sa  va- 
riable étendra  la  connaissance  de  <p  entre  les  limites  o  et  —/; 
de  sorte  que  les  deux  fonctions  sont  maintenant  connues, 
quand  la  variable  de  chacune  d'elles  est  comprise  entre  —  l 
et  -1-/. 

Le  point  A  étant  libre,   -j-  doit  s'annuler  pour  x  =  ly  car 
ax 

la  tension  Eoj  ^  équilibrant,  dans  chaque  section,  les  poids 

et  l'inertie  des  masses  qui  se  trouvent  au-dessous,  a  nécessai- 
rement une  valeur  nulle  en  A.  Or  l'équation  (8)  donne 

^  =  ^  (/  -  or)  -h  <p'(a7  -f-  «0  -+-  +'(^  -  «0  : 

par  conséquent  on  a 

<p'(/ 4-  at)  -+- 1{^'(/  —  at)  =  o, 
équation  qui»  intégrée  par  rapport  à  t,  devient 

<))(/-f-ai)~  vp(/  — aO  =  K'. 

Il  est  aisé  de  déterminer  la  constante  K';  car  de  la  dernière 
relation  on  déduit^  en  faisant  ^  =  o, 
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et  en  faisant  a?  =  /  dans  la  valeur  de  <p(ar)  —  ^{sp)  irouylée  plus 
haut,  on  a 

K'  =  ^  f  f{x)dx-hK; 
ajo 

de  là  résulte 

(i3)       <p(/4-aO  — +  (/— «0  =  -  f  f(x)dx-{-K. 

OrTéquation  (12),  applicable  à  une  valeur  quelconque  de  la 
variable  ai,  donne,  quand  on  y  remplace  ai  par  ai  —  l, 

valeur  qui,  substituée  dans  Téquation  (i3),  fournira  la  relation 

(f(l-^ai)-h(^{—l-hat)=-  l    f[x)dx^}^, 

^  Jo 

OU,  en  faisant  —  /-f-  at:=l^y 

(i4)  9(2/-+.Ç)-+-?(e)  =  ^ y*  /(^)rf^-+-K. 

Donc  nous  connaissons  cp  (2  /-f-  Ç  )  au  moyen  de  <p  (  Ç )  ;  et  puisque 
ç  (Ç)  est  connu  pour  Ç  compris  entre  —  /  et  /,  nous  en  dédui- 
rons les  valeurs  de  la  fonction  9  pour  la  variable  comprise 
entre  /et  3/;  de  celles-ci  nous  passerions  à  celles  que  donnent 
les  valeurs  de  la  variable  entre  3/  et  5/,  et  ainsi  de  suite.  On 
procéderait  de  même  à  l'égard  de  la  fonction  4*  ;  ou  si  Ton  veut, 
il  est  possible  de  l'éliminer  de  l'équation  (8),  car  en  vertu  de 
l'équation  (12)  on  peut  écrire 

{i5)      w— -=  (2/â?— ^')-+-(p(^-l-a/)  — <p(— ar-4-«r); 

et  sous  cette  forme  il  est  clair  qu'on  peut  faire  abstraction  de 
la  constante  K  et  la  supposer  nulle,  puisqu'elle  doit  dispa* 
raltre  dans  la  différence  9  (  ^  -+-  aO  —  ?  (— •  ^  -H  «^ )• 
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Un  des  caractères  des  fonctions  <p  et  ^  qu'il  est  important  de 
mentionner,  c'est  la  périodicité.  Pour  la  reconnaître,  on  rem- 
placera dans  l'équation  (i4)  ^  par  a/  -f-  Ç,  et  l'on  aura 

en  éliminant  <p  (2/-+-Ç)  au  moyen  de  (i4)»  on  trouve 

9(4/4-Ç)-(p{0  =  o. 

Ainsi  la  fonction  9  ne  change  pas  quand  sa  variable  augmente 
de  4^  c'est-à-dire  quant  /  augmente  de  ~;  c'est  donc  une 
fonction  périodique,  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  ^. 
Donc  après  un  temps  ~  la  pièce  se  retrouvera  dans  une  posi- 
tion et  avec  des  vitesses  identiques;  le  prisme  exécutera  donc 

une  série  indéfinie  d'oscillations  dont  ^  sera  la  durée.  Les 

a 

considérations  précédentes  fournissent  d'ailleurs  le  moyen 
d'en  avoir  la  loi,  puisqu'on  sait  trouver  la  valeur  de  <p  et  de  ^ 
pour  une  valeur  quelconque  de  la  variable. 

Cherchons  enfin  quelle  serait  l'amplitude  du  mouvement  vi- 
bratoire que  prend  l'extrémité  A,  en  supposant,  pour  simpli- 
fier, que  les  fonctions  F  (x)  eif{x)  sont  nulles  toutes  deux, 
c'est-à-dire  que  le  prisme  est  abandonné  sans  vitesse  et  dans 
son  état  primitif  à  l'action  de  la  pesanteur.  Nous  ferons  de  plus 
K  =  o,  ce  qui  est  permis,  comme  on  l'a  vu.  Le  déplacement 
du  point  A  est  à  chaque  instant  donné  par  l'équation  (i5),  dans 
laquelle  on  fera  x  =  l;  pour  ce  point  on  a  donc,  en  désignant 
par  U  l'expression  de  u  qui  lui  convient, 

les  valeurs  l-hat  et  —l-hat  diffèrent  de  2/,  et  par  suite,  en 
vertu  de  l'équation  (i4),  K  et/(:F)  étant  nulles,  (^(l-hat)  et 
9  (—  ^-H  «0  sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc 

(ï6)      U  =  5|^29(/-f-fl/)zzz5^-c.(p(-/-i-û0. 
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Les  valeurs  limites  de  U  correspondront  à  —rr  =  o,  ou  à 

<p'(/-4-a/)z=:0,       9'(  — /-Hû/)r=0.       - 

Oi%  d'après  l'équation  (lo),  entre  les  limites  o  et  /  de  la  va- 
riable  Ky  on  aurait  ici 

(17)  (p($)=~i^(2/S-Ç»), 

Celte  dérivée  9'  (  ?  )  devient  nulle  pour  Ç  =  /;  donc  pour  rendre 
nulle  9' ( / -f-  at ),  il  faut  poser  /-hrt^=:/ou  ^  =  0;  pour  annu- 

1er  9' (—/ -4- rtO>  îl  f»"t;  poser —/-!-«/  =  / ou  /=:  — •   D'aii-^ 

leurs  à  ces  deux  valeurs  de  t  répondent  respectivement  des 
valeurs  de  l-hat  et  — /-t-a/  égales  à  /,  et  par  conséquent 
comprises  dans  les  limites  assignées  à  la  variable  ^^  pour  justi- 
fier l'expression  employée  de  9  (Ç). 

2/ 
.  En  faisant  ^=:  o  et  ^  =  —)  on  a  pour  les  valeurs  correspon- 
dantes de  U 

d'ailleurs  l'équation  (17)  fait  connaître  <f  (/)  qui  a  pour  valeur 

On  déduit  de  là  d'abord  l'égalité  Ua=:o,  et  en  second  lieu 
l'amplitude  cherchée 

(18)  U.=:i^. 

Dans  l'état  d'équilibre,  le  dérangement  total  du  point  A  s'ob- 
tiendrait au  moyen  de  Téquation  (2)  du  n**  135  en  y  faisant 

x  =  l,  fzzzo,  ce  qui  donnerait  •— pr?  c'est-à-dire  un  déplace- 
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ment  deux  fois  moindre  que  Ui.  On  voit  en  conséquence  par 
cet  exemple  que  l'inertie  de  la  matière  contribue  à  augmenter 
les  déformations  produites  par  les  forces  extérieures,  ainsi 
que  les  tensions  moléculaires  correspondantes.  Ici  ces  quan- 
tités soût  portées  du  simple  au  double  à  certains  instants  du 
mouvement  qui  reviennent  au  bout  d'intervalles  de  temps 


^T»"4V4''»- 


137.  Oscillations  d'un  corps  pesant  suspendu  à  V extrémité 
d*un  prisme  vertical,  homogène  et  de  très-faible  masse,  — 
Quand  on  suppose  la  masse  du  prisme  AB  (Jlg.  62)  très-petite 
relativement  à  celle  du  poids  P,  il  se  présente  dans  le  problème 
général  mis  en  équation  au  n^"  135  une  simplification  très- 
noiable.  En  effet,  les  tensions  développées  dans  la  section  CD 
à  un  instant  quelconque  doivent  faire  équilibre  au  poids  P,  à 

P  rf'U 
la  force  d'inertie -^j  au  poids  de  la  portion  CDA  du 

prisme  et  aux  forces  d'inertie  de  cette  portion.  Or,  comme  ces 
dernières  quantités  sont  supposées  négligeables,  il  en  résulte 
que  la  tension  est  indépendante  de  la  section  CD  que  l'on 
choisit  dans  le  prisme  ;  donc 

du - 

L  étant  fonction  de  t  seulement.  Donc  aussi,  u  étaiit  nul  pour 
x  =  o  et  égal  àUpour  j;=/,  on  a 

Uz=zLx,      L=:-  —  --, 
X  l 

et,  par  suite,  la  tension  correspondante  à  l'allongement  U  est 


(*)  Ce  temps,  pour  une  barre  de  fer  de  i  mètre  de  longueur,  serait  eiiYiron 
de  0*^,0008,  ce  qui  correspondrait  à  un  son  parfaitement  saisissable  k  l'oreille,  si 

II/" 
Tamplitude  des  vibrations  -—  n'était  pas  exoessiTement  faible,  et  s'il  était  pos- 
sible d'ailleurs  de  réaliser  exactement  toutes  les  conditions  de  la  théorie. 
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dans  loule  la  lige  exprimée  par  Ew  y,  comme  s'il  y  avait  équi- 
libre, rallongement  U  restant  le  même. 

Maintenant  il  est  facile  d'écrire  Téquation  du  mouvement  du 
corps  P.  Cette  équation  est 

VI 

ou,  si  Ton  appelle  A  l'allongement  =r--  auquel  correspond 


l'équilibre  du  poids  P, 


ou  bien  encore 

rfMU-A) 


=:~^(U-X), 


équation  dont  l'intégrale  générale  est 

(2q)  U-~>  — Acos^i/f -f-Bsinfi/|^, 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Ces  deux  constantes  seront  déterminées  par  les  conditions 
initiales.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  qu'à  l'instant  pris  pour 

origine  du  temps,  U  et  -tt-  sont  nuls,  on  aura 

—  X=A,        B=o, 
et,  par  conséquent, 

(21)  U=>.M— COS^i/^  j. 

Si  plus  généralement  on  doit  avoir  U  =  U»  et  -^  =  i^o  quand  / 
est  nul,  on  posera 


U.~X==A,        ^^=^\/j^ 
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et,  en  sabstUaaDt  les  valeurs  de  A  et  B  dans  l'équation  (  20), 

(22)     U-X=:(U.~)Ocas/^^-*-v.%/^sin/%/ï. 

D'après  la  forme  de  l'équation  (20),   on  Yoit  que  si  l'on 
donne  au  temps  un  accroissement  ^iri/— 1  l'arc/ 1/-|^ 

augmenté  d'une  circonférence;  ses  sinus  et  cosinus  auront 
repris  la  même  valeur,  et  U  redeviendra  ce  qu'il  était.  Le 
mouvement  est  donc  périodique,  et  la  durée  de  la  période 

est  27: i/  —  *  Quand  on  donne  au  temps  un  accroissement 

moitié  du  précédent,  l'arc /t/ y  augmente  seulement  d'une 

demi-circonférence,  et,  par  suite,  U  —  X  repasse  par  la  même 
valeur  absolue,  mais  avec  un  signe  contraire.  Par  conséquent 
on  voit  que  le  point  Â  oscillera  également  de  part  et  d'autre 
du  point  correspondant  à  la  valeur  particulière  U  =  X. 
Pour  avoir  les  limites  extrêmes  du  mouvement  du  point  A, 

il  faut  chercher  les  valeurs  de  t  qui  rendent  nulle  la  vitesse  -7-9 

ai 

ce  qui  donne  Téquation 

—  A  sin  /  i/^  H-  B  cos/  i/-|  =  o; 


d'où  l'on  tire 

tang/ 


sTf-l 


En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (20),  on  trouve 
la  valeur  correspondante  de  U  —  A,  qui  est 


dzv/A^-f-B%- 
donc  l'amplitude  de  l'oscillation  est 


2v/A^-hBS 
et  le  maximum  de  U  s'exprime  par 


X-t-y/ÂM-B^- 
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Ainsi,  dans  l'hypothèse  qui  a  conduit  à  Téquation  (21),  on 
aurait  pour  maximum 

et  le  plus  grand  allongement  de  la  tige  serait  double  de  Tallonr 
gement  statique,  comme  on  Ta  déjà  vu  dans  un  autre  exem- 
ple (n*"  136).  Dans  les  hypothèses  plus  générales  qui  ont  donné 
réquation  (  22),  on  trouve 


(23)  A-l-VA'-4-B»=X-+-i/{Ua~X)»H-^. 

138.  Cas  particulier  du  problème  précédent.  —  Supposons 
un  poids  Q  suspendu  et  restant  en  équilibre  à  l'extrémité 
Fîg.  53.  d'une  tige  prismatique  AB  de  faible  masse 

— ^—  ifig'  53  ).  Le  système  est  mis  en  mouve- 

ment par  un  poids  Q',  qui  vient  choquer  le 
poids  Q,  en  descendant  verticalement  le 
long  de  la  tige.  La  réaction  est  supposée 
non  élastique,  et  la  vitesse  de  Q^y  à  l'in- 
stant où  commence  le  choc,  est  due  à  la 


'  lAp*  hauteur  h.  On  demande  le  mouvement  des 

^  deux  corps  Q  et  (y  réunis  après  le  choc. 

Il  est  clair  qu'on  se  trouve  ici,  quand  le  choc  est  terminé, 
dans  les  conditions  du  nj  137.  Le  mouvement  cherché  sera 
donc  représenté  par  l'équation  (  20),  ou,  si  l'on  veut,  par  l'équa- 
tion (22),  en  attribuant  aux  constantes  des  valeurs  convenables. 
En  conservant  les  notations  du  n<^  137,  X  3era  l'allongement 

statique  correspondant  au  poids  P  =  Q  -h  Q',  soit       ^         ; 

U»  sera  l'allongement  statique  produit  par  le  poids  Q,  soit  ^\ 

hâta 

enfin  c»  sera  la  vitesse  commune  des  corps  Q  et  Q'  à  la  fin  du 

Qf 

choc,  ou  bien  sjigh^ — -^^  Donc,  si  Ton  cherche  Tallonge- 
ment  maximum  par  la  formule  (23),  on  trouvera 


ËTi      ■^Vl^         £«  (QH-Q7' 

L  a*  ttftiT.  23 
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<Ni  bien 

Eu 


Celte  formule  fait  concevoir  rutilité  qu'il  y  a  quelquefois 
d'augmenter  la  charge  permanente  supportée  par  une  pièce 
qui  peut  recevoir  des  chocs.  Soit,  par  exemple,  une  tige  de  fer 
ayant  5  mètres  de  longueur,  lo  millimètres  carrés  de  section, 
et  supportant  un  poids  permanent  de  5  kilogrammes.  Suppo- 
sons de  plus  qu'un  autre  poids  Q^  de  5  kilogrammes  vienne 
choquer  le  premier  en  tombant  d'une  hauteur  de  o"',25.  Avec 
ces  données,  l'expression  précédente  devient,  en  faisant 
E  =  a.io", 

^(Q  +  46Q')      ou     aaSg^; 

235 
par  suite  la  tension  correspondante  est  —  ou  23^",5  par  mil- 
limètre carré.  Or  si  Ton  prenait  Q  =:=  45»  c'est-à-dire  une  charge 
permanente  neuf  fois  plus  forte,  les  autres  données  resum  les 
mêmes»  on  trouverait  pour  rallongement  maximum 

^(Q^».Q')   ou    :|^^ 

l«  ieasioQ  maximum  produite  par  le  choc  serait  donc  rédoiie 

iSo 
à  — »  soit  à  i5  kilogrammes  par  millimètre  carré»  au  lieu  de 

a3^*',5  que  nous  avions  précédemment  quand  la  charge  per^ 
manente  était  moindre. 

139.  Momement  vibratoire  d'un  corps  pesant  suspendu  à  V extrémité 
d^un  prisme  veriicai  et  lumtogàne  qmnd  U  masse  de  ne  pHsme  râest  pax 
négligeable.  •—  Nous  avons  déjà  mis  le  problème  en  équation  au  n**  135, 
et  même  nou»  avons  donné  sous  deux  formes  différentes  l'intégrale  de 
l'équation  aux  différences  partielles  qui  représente  le  pliéiioiaèoe  dent  il 
s'agit.  Dans  les  numéros  suivants,  nous  avons  complété  la  solution  par  la 
détermination  daa  fioBOtiona  ou  existantes  arbitraires  tm  admettant  on^ 
taines  hypothèses  restrictives,  comme  la  nullité  du  poids  P  ou  de  la  masse 
du  prisme.  Blaintenant  nous  alk>«8  traiter  la  question  en  restant  dans  les 
termes  généraux  du  n*  135. 


Digitized  by 


Google 


POUTBI»  TIBRAlfTCS.  355 

Reprenons  l'intégrale  de  Téquation  (3)  sous  la  seconde  forme  que  nous 
lui  avons  donnée, 

n  P^ 

(7)    w=:  --(a/x  — ^)  +_-{- 1  sm mx {Qsmmai -h D 00s mat); 

il  s'agît  de  détenmner  les  constantes  m,  C,  D,  en  nombre  infini,  de  ma- 
nière que  cette  équation  convienne  à  l'état  initial  du  système  et  qu'elle 
exprime  aussi  le  mouvement  du  point  extrême  A  (Jïg.  Sa).  Supposons 
que  pour  ^  =  o  on  ait 

'''  =  F(x),    §  =  /W; 

en  identifiant  ces  valeurs  avec  celles  tirées  de  la  dernière  équation,  on 

aura 

n  P^ 

(24)  F(jr^  =  ^(2/j:-^)-hg;^4-2Dsînwj:, 

(^)  f[x)  =  «Z/itCsinitiar. 

D'ua  autre  côté»  on  s^it  que  la  tension  en  un  point  quelconque  du 

élu 
prisme  est  exprimée  par  E»  y?  ou,  en  vertu  de  l'équation  (7),  par 

TIw  (/  —  x)  4- P 4- Etalmcosmx {Csinnua  -i-Dcosniat)  ; 

donc  au  point  A  la  valeur  de  cette  tensioa  sera 

P  4-Ew2/7îcos7/ï/(Csin/w«r4-Dcosw«/). 

ei^u 
L'accélération  du  poini  A  sera  de  même  ce  que  devient  -gr  pour  x  =  i; 

or  on  a,  d'après  l'équation  (7), 

fPu 

_  =  ^a^lm^smjnx{CmPim-hT>cosmat); 

donc  l'accélération  commune  du  point  A  et  du  corps  P  a  pour  valeur 

—  a*l wi* sin ml [Csin mai  -H  D cosmai). 

Comme  cette  accélération  est  due  au  poids  P  diminué  de  la  tension  au 
point  extrême  du  prisme,  on  posera 

P/jS 

l^/H^sinmiiCsinmat  +  Dcosma/) 

=  P  —  P  -- Ei»TLmCQètnl(C9^nmat -^Doo&mat), 

a3. 
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Ee 

ou,  en  réduisant  et  remplaçant  a*  par  rg^j 

—  2/II  (msinml — ^cosiw/j  (Csin/wo^-l- Dcoswar)  =  o. 

Cette  équation  doit  être  yérifiée  identiquement,  quel  que  soit  i;  il  faut 
donc  poser 

m  sinml p-  cosm/  =  o, 

ou,  en  désignant  par  b^  le  rapport,  nécessairement  positif,  du  poids  II&>/ 

de  la  tige  au  poids  P^ 

(26)  /w/tangiii/=  ô*. 

L'équation  (a6)  donnera  pour  ml,  et  par  suite  pour  m,  une  infinité 
de  valeurs  réelles ,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  En  effet, 
lorsque  ml  variera  depuis  —  00  jusqu'à  +  00 ,  le  premier  membre  s'an- 
nulera chaque  fois  que  ml  deviendra  un  multiple  de  la  demi-circonfé* 
rence.  Ainsi  on  aura  /72/tang//?/  =  o  pour  ml=  in  et  pour  ml=  (i-^i)ir, 
i  étant  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus,  entre  ces  deux  limites 
de  ml,  qui  comprennent  l'étendue  d'une  demi-circonférence,  tang/n/,  ainsi 
que  iw/tang/iî/,  passent  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  —  00  et  +  00 . 
Donc,  entre  ces  mêmes  limites,  m/ tang/ii/ devenant  une  fois  égal  à  b', 
il  se  trouve  une  racine  de  l'équation  (26].  On  peut  de  plus  reconnaître 
que  cette,  équation  n'a  pas  de  racines  imaginaires.  En  effets  les  racines 
de  cette  espèce  se  mettent  toujours  sous  la  forme  «-!-?/— i,  a  et  p 
étant  des  quantités  réelles  ;  il  faudrait  donc  qu'on  eût 

(a  +  p/^)  sin(a -H p/irr)  =  ^»cos(a 4- p\/^^), 
soit,  en  développant  le  sinus  et  cosinus, 

(a-hPV— ■  i)  (sinacosPv^—  i -h  cosasin^v^—  i) 
=  b*  (cosacosp/—  I  —  sinasinp/—  i). 
Or  on  sait  que 

cosp^/37  =  l(e^+^-^),     sinpv/:^  =  i/=n(e^-e-^); 

donc  l'équation  précédente  devient 

(a  -f-  p  v/^TT)  [sina  (e^+  e'^)  4-  cos«  {e^-^  e'^)  \/^^] 
=V  [cos«(6^4*^-^)  ^  sinot(e^--  e'^)  y^i], 


Digitized  by  LjOOÇIC 


POUTRBS  VIBRANTES.  357 

OU  bien 

a  sina  {e^-^  e'^)  —  p  cosa  (e^—  c"^)  —  ô'cosa  {e^+  e'^) 
-h  v/^^  [a  cosa  [e^-^  e'^)  +  p  sina  (^^-f-  <î"^) 

H- ^'sina  (éî^— ^"'^jj  =  o^ 

dette  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  si  la  partie  réeile  et 
la  partie  imaginaire  sont  nulles  séparément  :  on  en  tire  donc 

a  sina  (e^H-  e'^^)  —  p  cosa  [e^—  e'^)  —  ^'cosa  (^^4-  e"^)  =  o, 
açosa  {e^—  er"'^)  4-  P  sina  («?^4-  e'^)  -f-  ^'  sina  (<?/^—  ^"^)  =  o. 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  cosa  (e^—  ^~^)i  Isi  seconde 
par  sina  (<?'^-f-  ^"^)j  et  prenant  la  différence  des  produits,  on  trouve 

P  [sin^a  (e^+  e-^) V  cos^a  (e^-  e'/^)']  +  b'  [e^^^  e""^)  =  o,     . 

relation  impossible  à  satisfaire,  à  moins  qu'on  ne  suppose  p  =  o;  car  les 
deux  termes 

p  [sîn'a  [e^-h  e'^Y-i^  COS=a  {c^-^  e'I^Y]     et     b^  {e^^^  e''^) 

ont  toujours  même  signe  que  p  pour  toute  valeur  réelle  de  cette  va- 
riable, et  par  conséquent  ils  ne  peuvent  se  détruire.  Donc,f  en6n,  p  est 
nul,  et  réquation  (1^6)  n'admet  que  des  racines  réelles. 

Les  racines  de  Téquation  (26)  étant  déterminées,  on  mettra  les  valeurs 
correspondantes  de  m  dans  l'expression  (7)  de  u.  Il  ne  restera  plus  alors 
qu'à  déterminer  les  coefficients  constants  G  et  D,  en  nombre  infini ,  de 
manière  à  satisfaire  aux  équations  (24)  et  (aS),  c'est-à-dire  de  manière 
que  les  séries  exprimées  par  2D  sinmx  et  par  ImC  sinmj?  soient  égales 
respectivement  aux  fonctions  données 

F{x)-^(.ir-*')-|f     et    i/(x), 

entre  les  limites  or  =  o  et  x  =  /.  On  peut  suivre  à  cet  effet  la  méthode 
suivante,  indiquée  par  Poisson  (*). 


(*)  Journal  de  l'École  Pofytechnique ,  XVIII*  cahier,  t.  XI.  Mémoire  sur  la 
manière  d'exprimer  les  fonctions  par  des  séries  de  quantités  périodiques,  et 
sur  Fnsage  de  cette  transformation  dans  la  résolution  de  différents  problèmes/ 
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Supposons  le  problème  résolu,  et  soit,  par  exemple,  Tégalité 

n  Vx 

F(j:) 5  (a/x  — 0?*)  — -r— =  Dsin/wj?-i-D'sin/îï'j:-4- . .., 

dans  laquelle  D,  D', ...,  représentent  les  constantes  à  chercher,  et  m, 
m',,..^  les  racines  de  Féquation  (a6).  Ces,  racines  sont  deux  à  deux 
égales  et  de  signe  contiaire.  Mais  on  ne  diminaera  en  rien  la  généralifé 
de  Tintégral^  (7)  en  se  bornant  à  prendre  les  racines  positives.  En  effets 
les  valeurs  m  et  —  m  donneraient  lieu  dans  cette  intégrale  à  Tensemble 
de  termes 

sin/77:r(Csin/77ar -h Dcosmar)  —  sîn/iix{--  C^&mmat  H-  D^ooBami)y 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

smmx  [(C  +  C,  )  siïimat  +  f D  —  D,)  cos/w^zf], 

ou  sons  la  forme 

sin mx  (C,  sin mai  -h  D, cosmat), 

C,  et  D,  désignant  des  constantes  comme  C,  D,  G, ,  D,.  Si  l'on  iaidmetlait 

les  racines  négatives,  on  aurait  donc  un  développement  réductible  à  la 

même  forme  que  si  Ton  prenait  exclusivement  les  racines  positives  :  on 

est  donc  en  droit  de  s'arrêter  à  ce  dernier  parti. 

Cela  posé,  désignons  par  ^  (:c),  pour  abréger,  îa  dérivée  du  premier 

membre  de  Féquation  précédente  prise  par  rapport  à  a:;  y  (x)  sera  une 

fonction  connue  de  x,  ayant  pour  expression 

• 
dF{x)     n.,       .      p        ,  . 

Les  inconnues  D,  ly,. ..,  devroet  donc  aussi  vérifier  Tégalilé 
<f(x)  =  7wDcos/wx-|-/w'D'cos//f'x  +  ..., 

soit,  en  remplaçant  x  par  une  autre  variable  Ç , 

<5P  (i;)  = /wD  cos/wÇ -4- /?i'D'cos/w'Ç  +  . . . . 

Multiplions  les  deux  membres  par  cos/nC^fÇ  et  intégrons  entre  les 
limites  o  et  /;  il  viendra 

X7{Ç)cosiwÇrfÇ  =  Dm  /    cos*/ifÇfl?Ç-f  DW  /    coswÇ€Osm'Ç</Ç-f-.,.. 
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Or  on  a  la  formule  connue 

/cos'/wÇ  rfç  =  —  (/wÇ  -t-  8in/»Ç  C08/»Ç)  =  -rî-  (amÇ-1-  sin2/wÇ), 
et,  par  conséquent, 

Jf    cos^m^d}^^  -- — (2^/4- sin 2/72/}. 
o  4"» 

D'un  autre  côté,  Fintégration  par  parties  donne  les  relations 

/cos//2^  cositi'Ç^/î;  =  — jsin/w'Ç  cos/nÇ  H — :  /  sinm'Ç  sinm^  r/Ç, 

/sin/it^sîn//»'Ç^(= ;C03m'ÇsinmC4--^,  1  cos/w'î;co8iiiÇ^/Ç; 
w  m  J 

d'où  résulte,  par  TâiminatiOA  de  /  mtkm%  sinm'(«f  r, 

(w'  —  /«'*)  /  cosmÇ  cos/it'Ç  d^=  m  sinmÇ  cos/w'Ç  ~  /w'sin/w'Ç  cos  w^  , 

OU,  en  prenant  l'intégrale  définie, 

(w*  — /w'*)   /    COSm^COS/n'Ç  J( 

=  m  sinml  cosm'l  —  m'mm'lcùsml 

=  -j  cosml  cosm7  (ml  tangi»/  —  m'I  langmV). 

Puisque  m  et  m' satisfont  à  Téquation  (26),  on  a 

ml  tang//i/  =  m'I  tangwY  =  b^; 

donc,  si  m  est  différent  de  m\  le  facteur  /«'  —  ;«'*  n'étant  pas  nul,  il  fau- 
dra nécessairement  qu*on  ait 

/   co8i7i{;co8//2'(;£/(  =  o. 

En  veria  de  ced  caicds,  on  pocura  donc  écrire 

JC^  D 

f    f  (Ç)cos/iïÇr?Ç= --(2/w/-rSÎn2OT/). 
o  4 
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d'où  Ton  tire  Tua  des  coefficients 

D  = -rr^' îT  ?(Ç)C08mÇrfÇ. 

a/wZ  +  smaiw/Jo 

On  aurait  trouvé  pareillement 

D'= ;r-i-: r,  T   f  (?)  COS/h'Ç  rfÇ, 

a/w7-f-sinam7Jo  ^^  ' 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres.  Le  même  procédé  servirait  pour  les 
coefficients  G,  et  donnerait  Fexpressioû  générale 


ma  (a/wZ-t-sin 

Ainsi  donc  finalement,  si  Ton  indique  par  le  signé  ]^  une  sommation 
étendue  à  toutes  les  racines  positives  de  l'équation  (a6),  la  valeur  de  u 

«  =  ^(a/a:^^)+g^ 
!  .    ^V^r      sin/wxsinufar        r^dflK)  ^  ,S] 

les  applications  numériques  n'exigeraient  plus  que  des  quadratures. 

L'analyse  que  nous  venons  de  donner  présentç,  au  point  de  vue  de  la 
rigueur  mathématique,  un  assez  grave  défaut  :  c'est  qu'on  y  admet  à 
priori  et  sans  aucune  démonstration  la  possibilité  d'exprimer  une  fonc- 
tion, entre  les  limites  o  et  /  de  la  variable,  par  un  développement  de  la 
forme 

D  sinmx  4-  D' sinm'x  +  . . . , 

les  coefficients  m,m\  . . .,  étant  les  racines  positives  de  l'équation  (a6) ; 
or  cette  poséibilité  n'est  pas  du  tout  évidente,  et  il  y  a  là,  par  conséquent, 
matière  à  une  objection  très-fondée.  Pour  y  répondre  de  manière  à  lever 
tous  les  doutes,  il  faudrait  entrer  dans  de  longs  développements,  qui 
nous  écarteraient  beaucoup  de  l'objet  de  notre  Cours*  Nous  nous  bor- 
nerons à  dire  qu'on  peut  y  parvenir  en  appliquant  une  méthode  indiquée 
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par  M.  Liouville  (^),  et  que,  malgré  le  défaut  de  la  démOnsIratioD,  le 
résultat  exprimé  par  Téquation  (27)  n'en  est  pas  moins  d'une  entière 
exactitude. 

IM.  Fihrations  irans^enales  d'une  poutre  homogène  uni- 
formément chargée  et  reposant  sur  deux  appuis  simples.  — 
Soit  AB  (Jig.  54)  la  fibre  moyenne  de  la  poutre  donnée  qui. est 
...    -,  homogène  et  à  section  constante; 

nous  la  supposerons  chargée  uni- 
formément suivant  sa  longueur 
et  nous  considérerons  la  charge 
"i  comme  participant  au  mouve- 
ment vibratoire  transversal  de  la 
pièce.  Prenons  la  ligne  AB  pro» 
longée  pour  axe  des  Xy  et  pour  axe  des  j  la  perpendiculaire  Ky 
menée  dans  un  plan  que  nous  supposerons  contenir  toutes  les 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  f  t.  !•',  p.  i4  et  suiv. 
Soit  tr(ar)  la  fonction  à  développer,  dont  les  valeurs  sont  données  entre  x=o 
et  x=:l;  comme  on  peut  la  définir  arbitrairement  en  dehors  de  ces  limites, 
on  s'imposera  les  conditions 

tr(a:)  =  — iar(— a:), 

b*      ..         ,       dts{l-^x)      b*      .         ,-       dvî{x-l) 

On  en  conclura  (par  un  calcul  que  nous  supprimons)  les  valeurs  des  inté- 
grales que  M.  Liouville  nomme  p  et  q,  savoir 


*^o  *^0 

lesquelles  seront 


en  posant 

Y(A)  =  2«€r(/)-t-c»('*-+-*')  r  e-**c(a:)Àr-c-'»(/fc— 6»)  f  é^Vi{x)dx, 

Cela  fait,  on  se  trouve  dans  les  conditions  voulues  pour  la  réussite  de  la  mé- 
thode, et  il  ne  reste  qu'à  appliquer  les  formules  (a)  et  (/3)  de  M*  Liouville 
(p.  a3  du  tome  cité). 
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positions  de  la  Ébre  moyeniie.  Appelons  : 

X  la  distance  d'une  section  quelconque  KMN  à  l'extrémité  A; 

/  la  distance  AB  des  points  d'appui; 

y  le  dérangement  vertical  du  point  M  H  un  Instant  quel- 
conque; 

e  le  ressort  longitudinal  (rf»13)  de  la  section  transversale; 

r  son  rayon  de  gyration  relativement  à  l'aie  autour  duquel 
s'opère  la  flexion; 

p  le  poids  de  la  charge  par  mètre  courant,  y  compris  le  poids 
propre  de  la  pièce; 

y  le  poids  de  la  pièce  seule,  également  par  mètre  courant; 

Y  la  réaction  de  l'appui  B; 
'    /  le  temps  compté  à  partir  d'une  origine  quelconque. 

Si  l'équilibre  existait,  on  aurait  (n*'&2) 

ou,  à  cause  de  Y  =  -  pl^ 
donc  aussi 


dx         2^  \3  2  \1} 


dy  f 

car  ^  doit  s'annuler  pour  x  =  ~  /;  donc  enfin 

L'équilibre  n'existerait  que  si  le  dérangement/  avait  partout 
la  valeur  donnée  par  cette  formule,  et  si  la  vitesse  antérieure^ 
ment  acquise  était  nulle;  dans  tout  autre  cas,  il  y  aura  un  mou- 
vement dont  il  s'agit  de  trouver  l'équation. 

A  cet  effet  on  pourra  se  servir  de  la  même  équation  (  i  )  du 
n^  k%  qui  exprime  l'équilibre  entre  les  forces  extérieures  et 
les  actions  moléculaires  dues  aux  dérangements  7,  pourvu 
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que,  conformément  au  principe  de  d'AIembert,  on  compte  les 
forces  d*înerlie  parmi  les  forces  extérieures.  Or  pour  une  por- 
tion de  pièce  de  longueur  tfâ;,,  répondant  à  Tabseisseorty  entre 

M  et  B,  la  masse  sera  «- —  et  Taccéléralion  -j^  5  Vi  étant  la  va- 

g  «'' 

leur  de  y  pour  ;r  =  071;  par  conséquent  la  force  d'inertie  s'ex- 

primera  par  —  ^  dxi  -^  5  et  sa  direction  sera  de  bas  en  haut 

si  --j-^  a  le  signe  -h .  Il  faut  observer  en  outre  que  l'élément 

_/  j^ 
de  masse  - — -  >  appartenant  à  la  poutre  proprement  dite,  a  un 

mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gravité,  mou- 
vement qui  donne  lieu  à  des  forces  d'inertie  dont  l'ensemble 
forme  un  couple  résultant.  On  sait  par  des  théories  connues 
que  l'intensité  de  ce  couple  est  le  produit  de  Faccélératîon  an- 
gulaire par  le  moment  d'inertie  de  la  masse  ^ ^  relative- 
ment à  l'axe  de  rotation.  Le  premier  facteur  s'évalue  en  re- 
marquant que  —  -^  exprime  l'angle  variable  de  la  section 
normale  avec  Taxe  des  j;  l'accélération  angulaire,  comptée 
dans  le  sens  de  Anvers  Aar,  sera  donc  —  -5 — —-'  D'ailleurs,  à 

cause  de  l'homogénéité  de  rélément  ^ '  >  son  rayon  de  gy- 

ration  est  le  même  que  celui  de  la  section  transversale;  donc 
le  couple  d'inertie  dû  à  la  rotation  de  cet  élément  a  pour  va- 

leur  —^- .  ^^-^    »  et  il  doit  être  regardé  comme  agissant 

contrairement  au  sens  de  raccélération  angulaire»  ou  bien  dans 
le  sens  d'une  rotation  de  kx  vers  Aj.  Le  moment  X,  en  te- 
nant compte  des  forces  d'inertie  dans  la  partie  MB,  aura  donc 
pour  expression 


'^  é± 


'p'r'     d^y, 


-1     Y-ra^''"'-''^'-"^* 
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Pour  faire  disparaître  le  signe  i  sous  lequel  entre  une  fonc- 
tion inconnue /i ,  on  différentiera  deux  fois  par  rapport  à  Xy  et 
on  trouvera  successivement 

t     \        ,rfV  p    dW      p'r^      dW 

L*équation  (ag),  dont  on  vient  de  donner  la  démonstration  directe, 
aurait  pu  également  se  déduire  des  formules  (a)  et  (S)  établies  au  n*"  6d, 
^    dans  un  cas  plus  général.  La  fibre  moyenne  étant  supposée  droite,  il  fau- 
drait d'abord  faire 

ce  qui  réduit  ces  fornuiles  aux  suivantes  : 

^-*"^  n    S5' 

la  formule  (3)  devient  de  même- 

Pour  évaluer  les  forces  désignées  par  R  et  T,  ainsi  que  le  couple  M,  on 

se  rappellera  qu'un  élément  répondant  à  la  portion  dx  de  la  fibre  moyenne 

supporte  seulement  des  forces  verticales,  qui  sont  :  i"*  son  poids  p'dx^ 

a"  la  pression  due  à  la  charge  (p  —  /?')  dx ,  laquelle,  eu  égard  à  la  force 

<         d^r 
d'inertie  de  cette  charge  possédant  Taccélération  -^^  s'exprime  par 


'"-"K-i-ï)'^: 


Ainsi  donc  R  et  M  sont  nuls,  et  T,  force  verticale  rapportée  à  l'unité  de 

masse,  s'obtient  en  divisant  par  ^  «te  l'expression  précédente  augmentée 

de  p'dx,  ce  qui  donne 

p^p'  ,Pr      P 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs,  on  trouve 

di'^  n'  dx"' 
p'  de     p'^^ua  dx^ 
de"     Ti    dce    mi  ' 

La  première  donne  la  loi  des  vibrations  longitudinales;  c'est  Téquation 
connue  de  la  corde  vibrante,  et  nous  croyons  inutile  de  nous  y  arrêter 
davantage.  Entre  la  seconde  et  la  troisième  on  peut  d*abord  éliminer  P, 
et  il  vient 

p'  de     p'^^"^  dxde        n    dx"      ' 

dr 
puis  faisant  0  =  —  —,  et  observant  que  des  relations  p'=Uû.ete  =  ECi 

résulte  -  =  —j  on  aura 

P  d^y    p^    ,.»  'i'y   i^^V.^*r_Q 

p'    de      p'^  dx^de'^   p'      da^        ' 

équation  ne  différant  de  Téquation  (ag)  que  par  Tordre  des  termes  et  le 

facteur^.- 
p 

Mainienanl  il  s'agit  d'intégrer  celte  équation  aux  différences 
partielles  du  quatrième  ordre. 

L'expression  de  7  donnée  par  l'équation  (28)  en  est  une  so- 
lution particulière,  car  il  en  résulterait 

d^X p        d^x ^*X    

valeurs  qui  rendent  bien  identiques  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (29).  Posons 

^"^  54^  ^  ^^'^  ^'^*'*"  ^*^  ■*"  ^î 
l'inconnue  auxiliaire  z  devra  satisfaire  à  la  relation  obtenue 
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en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (29)  :  or  ôh  fl  d-a- 
bord 


d*x p        d*z^       d^r d*z 


d*r  d*z 


"dx^^eP       'dx*^     "dp '^  dF^     dx^dr'^  dx^dr^ 
et  par  suite,  si  Ton  effectue  la  substitution,  il  vient 
d*z  p    d^z       p'r'^      d*z 

ou,  eo  réduisant  et  posant  «*  =  — &»  6^  =  i-  H , 

P  P 

Cette  dernière  équation  s'intègre  au  moyen  du  procédé  gé- 
néral indiqué  plus  haut  (  n"»  135)  :  on  en  cherchera  une  solution 
de  la  forme 

z  =V  A  siniwj;, 

laquelle  a  une  généralité  suffisante  pour  le  problème  actuel, 
comme  la  suite  le  montrera.  Cette  valeur  substituée  dans  Té- 
quation  (  3o)  donne 

a*  V  m*  Asinmj;H-6' V  m'-^— -  sin/iM?  -+- V-^— -  sin;nar=  o. 


ou  bien 


y^l  m*a*A-f-(in'6'-4-  O-^ir  I  sin/iMr  =  o; 


comme  la  nullité  de  cette  somme  doit  avoir  identiquement 
lieu  quel  que  soit  Xy  \\  faut  que  chaque  multiplicateur  de 
sinmj;  soit  nul  en  particulier»  c'est-à-dire  que  les  fonctions  du 
temps  désignées  par  A  doivent  satisfaire  à  la  relation 

m^a*A-f-(m'6>+i}^  =  o. 
On  en  tire 

A  =  C  sm  r-==  H-  D  cos- 


V^i'fr'-f-i  V>»»ft»-+-i' 
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C  et  D  désignant  deux  constante^  arbitraires.  Nous  avons  donc 


^-£. 


■X(x^'-'2lx^'h  l^) 


-l->  sinmj?!  Csin-T ==  -h D cos  =  ). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  constantes  telles  que  m,  C, 

D,  qui  sont  en  nombre  inOni. 

A  cet  effet,  exprimons  d'abord  que  les  extrémités  de  la  pièce 

reposent  sur  des  appuis  simples:  cela  exige  que  l'ordonnée  j 

rf'r 
et  le  moment  fléchissant  (ou  la  dérivée  -r—»  qui  lui  est  pro^ 

portionnelle)  soient  nuls  quand  on  faît:r  =  o  et^=:/,  indé- 
pendamment de  toute  valeur  attribuée  à  /.  Or  on  volt  que  l'ex- 
pression précédente  de  j  et  sa  dérivée  seconde  par  rapport  à  a: 
s'annulent  d'elles-mêmes  pour  xz=^o;  afin  que  la  même  chose 
ait  lieu  pour  a;  :=  /,  il  faut  poser  les  deux  équations 

>,smm/ (  Csm -===;=  h-D  cos--==  )  =o, 
^^m^sinmll  flsm H-Dcos :=  )  = 


=  0, 


et  puisque  t  reste  indéterminé,  on  en  conclut 

sînm/=o, 

ce  qui  montre  que  ml  doit  être  un  multiple  exact  de  la  demi- 
circonférence*  Si  donc  on  appelle  i  un  nombre  entier  quel- 
conque,  on  aura 

(3i)  ml  =  ir.^ 

relation  qui  fournit  toutes  les  valeurs  de  m  à  mettre  dans  l'ex- 
pression de  /.  Donc 


(32). 


[r  =  '^;^^{^-^^^"^i*) 


sin— j-j  Csin-— 7=:  ■  -f-Dcos--7==:  ■  \ 
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Blaintenant  supposons  que  pour  /  =  o,  on  donne  les  valeurs 

de /  c^  de  -^  en  fonction  de  jt,  savoir  7=  F  {x)  et  ^  =f{x)f 

ce  qui  serait  nécessaire  pour  définir  l'état  initiai  du  système  : 
alors  les  constantes  C  et  D  doivent  vérifier  les  égalités 

^^^)    F(^):r.^:r(:r«-2te«-h/«)-h2»sini^, 
(34)    f{x)  =  —j-y  sin— 7-' 

Les  choses  étant  à  ce  point»  la  solution  se  complète  sans  peine 
au  moyen  d'un  théorème  dû  à  Lagrange  (*),  que  l'on  peut  énon- 
cer ainsi  :  Quelle  que  soit  une  fonction  9  (:r),  continue  ou  dis- 
continue,  mais  toujours  finie  quand  x  varie  de  o  à  /,  si  l'on 
représente  par  i  un  nombre  entier  positif,  par  Ç  une  quantité 

variable  entre  les  limites  o  et  U  et  par  V  une  somme  éten- 
due à  toutes  les  valeurs  de  i  depuis  i  jusqu'à  l'infini,  on  aura 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  intermédiaires  entre  o  et  /,  et 
même  pour  ces  limites  lorsque  9  (o)  et  <p  (/)  sont  nulles.  Or 
F(x)et/(j7)  doivent  précisément  remplir  la  condition  de 
s'annuler  aux  deux  limites  o  et  U  entre  lesquelles  se  trouve 
toujours  comprise  la  variable  Xy  et  de  plus  ces  fonctions,  par 
leur  nature,  sont  toujours  finies  dans  le  même  intervalle;  donc 
si  l'on  pose 

9(^)  =  F(:r)-^^^^(j:«-2/x'+/'), 


(*)  Mémoire  sur  la  théorie  du  son^  faisant  partie  de  la  collection  de  TAca- 
démie  de  Turin,  t.  1er  des  anciens  Mémoires.  Cette  formule  se  trouve  encore 
reproduite  :  lo  dans  la  Mécanique  anafytique  de  Lagrange,  t.  I^',  section  VI, 
S  IV;  3«  dans  le  Traité  de  Mécanique  de  Poisson,  2«  édition,  t.  I«>^,  n»  325; 
30  dans  le  Mémoire  du  même,  déjà  cité  (pote  de  la  page  357).  Nous  renvoyons 
à  ces  auteurs  pour  la  démonstration  de  la  formule  et  les  remarques  auxquelles 
elle  donne  lieu. 
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et  si  Ton  observe  que  le  multiplicateur  de  p  remplît  également 
les  conditions  dont  nous  venons  de  parler,  on  en  conclura 
qu'il  est  possible  de  satisfaire  aux  égalités  (33)  et  (34)  en  sup^ 
posant  C  =  G,  D  =  o,  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  i,  et 
prenant,  dans  le  cas  de  i  positif, 

(35)  D  =  ^'sinî^9(Ç)rfÇ, 

^^^  ^^—F¥^^i   sin-^/(Ç)rf«. 

On  aurait  donc  définitivement 

i=oo 

,     -+-T   ^   I  sm— j-cos —  ■:  /    sm-V9(S)«SI 

1  =  00  

-^-r-;  y.  \^ ^ sin-^sm,  .      ^         /    sm-~p/(Ç  rfÇ  • 

Quand  le  temps  t  reçoit  un  accroissement  exprimé   par 
^Is/^^^TJ^^  y^^^     /'^'^'^      augmente  de  ^i^tt,  c'est4- 

dire  d'un  nombre  entier  de  circonférences;  ses  sinus  et  cosi- 
nus redeviennent  donc  les  mêmes.  Il  en  résulte  que  chacun 
des  termes  qui  composent  y  est  une  fonction  périodique  du 
temps;  mais  comme  la  durée  de  la  période  varie  pour  chacun 
d'eux  en  fonction  de  i,  nous  ne  pouvons  pas  en  conclure  que 
le  mouvement  de  la  pièce  est  luî-méiiie  périodique  :  nous  de- 
vons seulement  affirmer  qu'il  est  produit  par  la  superposition 
d'une  infinité  de  mouvements  périodiques.  La  périodicité 
n'existerait  rigoureusement  que  si  b^  était  nul,  ce  qu'on. pour- 
rait supposer  dans  le  cas  où  p'  deviendrait  négligeable  devant/?, 

car  d'après  la  définition  de  6  on  a  b^=  ^r'.  La  durée  de 
la  période  serait  alors  — -^  ou  bien,  en  remplaçant  a'  par  sa  va- 
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leur,  —  \/— 5  cïï®  pourrait  d'ailleurs,  dans  certains  cas  par- 

iîcuiiears,  comprendre  plosieiiTS90as-^énodes«  Lorsque  i  n'e^ 
pas  nul,  la  dorée  de  la  période  augmenie  pour  chaque  terme 
de 7  en  particulier;  le  système  piotant  d'une  position  ai1>itrai- 
rement  choisie  emploie  donc  plus  de  temps  pour  y  revenir  à 
peu  près. 

l&l.  Cas  particulier  de  la  question  traitée  au  n^  140.  — 
Lorsque  les  fonctions  <p  et  /  sont  des  polynômes  algébriques 
entiers,  ne  contenant  que  des  puissances  entières  et  positives 
de  la  variable,  le  calcul  des  intégrales  définies 

j'sinî^(p(Ç)rfÇ    et    j\\n'^f[K)dK 

peut  s'effectuer  assez  simplement.  La  méthode  étant  identique 
pour  les  deux,  nous  prendrons  par  exemple  la  première.  En 
désignant  par  9',  ç'^,  <fy  etc.,  les  dérivées  successives  de  9,  el 
intégrant  par  parties,  on  aura 

Jsini^  ç(Ç)rfÇ  =  -  J-  cos i^  9 (Ç)  +  ^J*cos  îj^  9' (Ç) d%, 

Jcos^<f'(X,)dK  =  ls\u'-^i{K)-lJs\u'^i'{X)dK. 

On  mettra  successivement  dans  la  premt^e  équation  <fy  9'% 
f^%. . .,  au  11^1  de  9,  et  de  même,  dans  la  secoode,  ^,  9% 
f^*%...,  au  lieu  de  y;  entre  la  série  d'équations  ofatexiues 
Hinsi,  on  élimine  sans  peine  les  diverses  intégrales,  sauf  celle 
que  l'on  cherche  et  cfile  dans  laquelle  entre  la  dérivée  de  9 
de  l'ordre  le  plus  élevé;  oa  trouve  ainsi 


/' 


sai-j.9(g^Ç==^j^cos-j-  ,<Ç)^-_5sin-^tii'(Ç) 

(38)  {  ^7^^^—'^^^-l^'"^^<^ 

-ï^cosî^<p"{Ç)4-Asin!|^<p'(Ç) 
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La  loi  de  cette  :sétit  ast  «éfâdente;  #aiUen>s  la  tsérie  se  ^r-^ 
minera  d'elle-même,  car  sic  (Ç)  est  un  polynôme  de  degré  n, 
la  {n  -h  I  y**"*  dérivée  et  les  dérivées  suivantes  seront  iuaUâi. 

L'intégrale  fournie  par  Téguation  (38J  devant  être  prise 
entre  les  limites  o  et  l,  cette  circonstance  donne  lieu  à  une 

fiîttfiUfeaiJN^n  iii^sft)le.  £b  effet,  sia-—  .^'«nsudé  à  «es  4ie«t 

ITT  21 

limites;  cos— r-  est  égal  à  l'unité  pour  Ç  =  o,  et  à  (—  i)'  pour 

Ç  =  Z;  enfin,  on  sait  que  (pi.o)^insi  que  <pt/)  îoat  nulles,  et 
qu'il  en  est  de  même  de  <p''  (  o  )  et  de  9"  { /),  à  cause  de  Ja  nul- 

lîiké  «coBsUtaie de -7^ âux  poiads  AaiB;  ck)Be<M  peuiéoiûie 


X 


(^9)|=-7^[(-0'>"(0-9"(o)]+^[(-iTy{0-?"(o)] 

(     -7^.l(-')'>""(/)-T""(oJ]  +  .... 

S'il  ;s'3^sait  de  la  fonction/,  ea  avaail  bien  encore 

/(o)  =/(/)  =  oj 

mais  comme  les  dérivées  secondesy  (  oJ  et/".{l)  neyjaûBu- 
leraient  pas  jiécefisairemeiu.  job  éainit 

^7T^t(-'')'/"'(^)-/"tt>)3~ 

Ces  deux  formules  permettent  d'obtenir  les  valeurs  de  toutes 
les  intégrales  définies  qui  entrent  comme  cojel&cieirts  con- 
stants dans  i'téqvation  (  87  ). 

Prenons  comme  exempte  te  «as  oii  la  poutre  serait  à  l'ori- 
gine du  temps  dans  ses  éttt  prifmRif,  c'est-à-dire  sans  défor- 

24- 
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mation  et  sans  vitesse  initiale.  Il  faut  faire  alors 

¥{x)  =  o,    f{x)  =  o, 
et,  par  suite, 

«■^(x)  se  réduit  à  la  constante  — ^,9  et  toutes  les  dérivées 
suivantes  sont  nulles.  Donc 

le  double  signe  dans  la  parenthèse  devant  être  -4-  ou  —,  sui- 
vant qu'on  prend  1  pair  ou  impair.  Ainsi  l'intégrale  sera  nulle 
dans  le  premier  cas,  et  dans  le  second  elle  aura  pour  valeur 

—  ^,~/,  d'ailleurs/ étant  nulle,  f  sinip/(Ç)rfÇ  l'est 
aussi.  Donc  Téquation  (  87  )  devient 


-T-  X  I  -^  sm  --7-  cos  — ,  1 , 


la  somme  ^  ne  s'étendant  plus  qu'aux  valeurs  impaires  de  i. 

Lorsque  x  est  changé  en  l  —  x^  on  reconnaît  aisément  que 
le  second  membre  de  cette  équation  ne  change  pas;  deux 
points  à  égale  distance  du  milieu  de  la  poutre  auront  donc  un 
mouvement  identique,  ce  qui  était  évident  a  priori,  à  cause 
de  la  symétrie.  Nous  avons  déjà  vu  (n®  140)  que  le  mouvement 
de  la  pièce  est  produit  par  la  superposition  d'une  infinité  de 
mouvements  périodiques  :  on  peut  ajouter  ici  qu'il  remplit 
lui-même  assez  approximativement  la  condition  de  périodicité, 

car  la  somme  V  développée  devient 

sm-T-cos — ,  -f-— T^sin — p-  cos — ,^ 

I  sm — r-cos 


3i25  /  /v/257r*é»H-/» 
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On  voit  que  lasécie  converge  rapidement  et  que  le  premier 
terme  est  prédbminant  ;  il  a  en  effet  pour  limite  Tunité,  tandis 

que  le  second  a  pour  limite  -70?  le  troisième  -z — ??  celui  du 

^  .  243  3120 

rang /i  le  nombre  T — 'zi~Z'  ^^  ^^  bornant  au  premier  terme, 
r  deviendrait  une  fonction  périodique  du  temps  ayant  pour 

•     ,     .    ,      ..    ,    2/s/^6mW"»       .  2/^  /7?r»PTFp 

durée  de  la  période  — ; 5  soit  — t  / ^• 

Tta*  TTry  ^g 

dv  l 

La  dérivée  partielle  ~-  est  constamment  nulle  pour  ^  =  -> 

indépendamment  de  ^;  on  peut  s'en  assurer  au  moyen  de  l'ex- 
pression (40  y  ou  bien  regarder  ce  fait  comme  une  consé- 
quence de  ce  qui  a  été  dit  tout  à  l'heure  sur  ridentité  du  mou- 
vement de  deux  points  pris  à  égale  distance  du  milieu.  Le 
milieu  de  la  poutre  est  donc  le  point  où  la  flèche  est  à  chaque 
instant  la  plus  grande.  Âppelons-la  jt  ;  nous  aurons  yi  en  foi- 

santarnr-  dans  le  second  membre  de  l'équation  {^i)yCe  qui 


donne 

■  16     t:'\ 


(42))   ^^'  16      7r*\^       l^fi^r^^J^s     243     .  /y^97r»6»+/« 

3i25       s[^5¥b^T^  J 

Si  nous  Apposons  t  =  o,  nous  savons  d'avance  que  ji  doit 
s'annuler,  aussi  bien  que  l'ordonnée  y  de  tout  point  de  la 
fibre  moyenne;  or,  tous  les  cosinus  deviennent  alors  égaux  à 
Tunité  :  donc  on  peut  écrire 

i6'96"'i536'~        3**^5^      7' 


\*)  On  a  d'autres  procédés  en  Analyse  pour  effectuer  la  sommation  de  cette 
suite.  Par  exemple,  Poisson  la  déduit  de  la  relation  suivante  entre  les  sinuf 
des  multiples  impairs  d'un  angle  aigu  : 

8in0  —  sin39-h8in50  —  8in79+..>=o. 

Sans  s'arrêter  aux  doutes  que  pourrait  souleyer  le  défaut  de  cQUrergenoe  du 
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toutes  les  fois  que  t  devient  un  multiple  pair  de ^ » 

car  Te  preoiiCT  cosinus  de  I»  parenthèse  reprend  sa  valeur 

maximum,  ég^le  à  l'unité;  et  les  autres,  comme  oa  Ta  dq» 

dity  n'ont  pas  d'influence  sensible,  i  cause  de  la  petitesse  de 

Um%  coefScfènC».  Qostui,  au  eêntnire,  t  se  tnrare  être  un 

multiple  impair  du  même  tenip»,  le  premier  cosinus  devient 

égal  à  —  Br  de  sorle  que  le  second  membre  de  Téquation  (4^  j 

5 
attetfit  «ae  valeur  à  pew  près  double  de  -^*  La  ftèehe*  vanrie 

donc  h  p««  pris  pérMÈquemeniip  entre  tm  miwfiwum  et  xm 

maximum  respectivement  peu  difTérents  de  o  et  Je  g-—?  ^^ 

eette  dernière  ^oMSilé  nfest:  avtie  chose  que  le  do«ble  de  £ai 
fièdie  dréi|Qililm*.lEiie  prcipviéte  wolagM  a  élé^d^  coMMée 
WK  éeuxexenfies  (nP*  IS&ettaafX 


premier  membre,  il  intègre  cinq  fois  cette  équation  (i^oir  le  XVIII® 
t.  XI,  du  Journal  de  l'École  Polytechnique ^  p.  3i5  et  3i6)  et  trouve  ainsi 

le  second  memBv»  sTaaiuiknrt  pow  ^=  -9  on  en  conclut  la  constante  e'  qui 

est  c'  = ^;  puis,  faisant  tf  =  o,  il  Tiendra 

.  III  iiir' 

ta  dffTérence  entre  ce  résultat  et  celui  que  nous  obtenons  tient  à  une  fiiate  de 
calcul  numérique  dans  la  troisième  intégra^on,  par  snîte  de  faquellé  Poisson 

donne  à  une  constante  c  la  valeur ^  au  lieu  de-  —  tt-*  I*  rétablissant  ce 

10  02 

dernier  nombre,  on  trouve  bien  e'  = r;— • 

i536 

n  vaut  mieux,  comme  l'indique  Bf.  Bertrand  (Traité  de  Calcul  différentiel 

00  db  Cmhmi  kméyéd^  t.  1^^  p.  49»)^  rMMrtr  k  1  j»  «M» 

ff  cot7ra:  =  -  H \ h     «       H f-. . . 

«         «  —  I  X-l-I  «  —  2         X-+-2 


et  faire  x  s:^  d<^i>*  ^  qjoatrième  dérivée. 
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On  suppose  une  poutre  homogène  à  section  consterne  repo- 
sànl  sur  deux  appuis  au  même  niveau;  cette  poutre  supporte 
une  charge  permanente  uniformément  répartie  et  un  poids 
qui  se  meut  suivant  sa  longueur  avec  une  vitesse  constante  v. 

la.  recherche  dw  mouvemeni  vftratoîre  que  hr  porrtre  prend 
dans  ces  circonstances  denoe  lieu  à  des  calculs  trop  laborieux 
pour  qu'il  soit  possible  de  les  exposer  iel.  Divers  cas  particur- 
Uers  de  la  question  sont  traités  dans  un  savant  Mémoire  de 
M.  PhiRips,  fngémeur  des  Mines;  nous  y  renverrons  le  lecteur 
qui  désirerait  des  développements  sur  ce  sujet  (*].  M.  PiûL- 
lips  a  supposé  un.  poids  i&olé  Q  concentré  à  chaque  insiiant 
sur  un  point  unique  de  la  poutre;  il  a  étudié  d'ailleurs  les 
poutres  simplement  appuyées  à  leurs  deux  extrémités  et  celles 
qui  sont  au  conlraire  terminées  par  deux  ^eastrements.  Voici 
les  piîncipales.  cûnclusi(»is,qiii  résultent  de  son  travail  i 

V*  S'il  s'agit  d'une  poutie  reposant  librement  sur  deux  ap- 
puis» le  moment  fléchissant  maximum  se  produira  dan&  la  sec- 
tion à  égale  distance  des  appuis  et  aura  pour  valeur 

les  notations  /?,  /,  #?,  r,  g  conservant  le  même  sens  qu'au 
n**  140.  Cette  expression,  dans  laquelle  on  ferait  i'  =  o  donne- 
rait la  valeur  du  moment  fléchissant  maximum,  sous  l'action 


(*)  Annales  des  Mines,  t.  VIÏ,  i855.  Nous  croyons  toutefois  devoir  faire  deux 

observations.  La  première,  e'ieft  q^ae  M.  Phillips  a  négligé  les  forces  d'inertie 

produites  par  la  rotation  des  sections  normales  de  la  pièce»  à  laquelle  il  attribue 

simplement  un  mouvement  vertical  :  il  trouve  ainsi,  au  lieu  de  l'équation  (3o) 

du  no  140,  qui  serait  réellement  applicable  au  problème,  la  même  équation 

tPr 
privée  du  terme  —  g*     ^    ,«  Ses  calculs  ne  semblent  donc  bien  Heureux  que 

dams  le  cas  où  la  section  aurait  un  très-petit  rayon  de  gyration ,  et  dans  celai 
où  le  poids  propre  de  kr  powlts  serait  néglige^Ifr  dcrant  b  charge  pern»- 
iMBste  complète,  circonstances  qui  tendraient  à  rendre  nulle  la  quantité  &*.  En 
WÊÊmmà  lieB,  si  l'on  léféU  les  oslcvlb  îadSqués  mi  dskpitre  fflT  ëm  Mémoire,  povr 
le  cas  d'une  poutre  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  on  troum  une  inexaftitode 
dhswi  Is  second  membre  de  Téqnatibn  (  76)  :  Pexeés  de  la  aeccuide  parenthèse 
sur  Tunité  doit  être  rédteit  de  moitié.  Cet  erratum  nous  a  conduit  à  modifier 
légèreoeat  les  eoadvsioav  de  TmUnx, 
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de  la  charge  permaaenie  et  du  poids  Q  pkcé  en  repos  au  mi- 
iieu  de  la  poutre>  savoir  : 

!/>/'  + Jq/. 

Afin  de  tenir  compte  de  la  vitesse  i^,  on  voit  que  le  terme  ôpl^ 

représentant  le  moment  limite  produit  par  l'action  isolée  de  la 
charge  permanente,  doit  être  augmenté  dans  le  rapport  de  i  à 

i-h-^ — 9  et  que  le  second  terme,  donnant  le  moment  li- 

mite  sous  le  poids  Q  isolé  et  privé  de  sa  vitesse,  doit  pa- 
reillement subir  une  augmentation  dans  le  rapport  de  i  à 

ôer^  2.g 
7P  Si  la  poutre  est  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  et  qu'elle 
supporte  à  l'état  d'équilibre  le  poids  permanent  pi  et  le  poids  Q, 
ce  dernier  étant  concentré  au  milieu,  on  sait  (n*»73)  que  le 
moment  fléchissant  a  deux  maxima,  l'un  au  milieu,  égal  à 

i/'^'  +  gO^' 
l'autre  dans  les  sections  extrêmes,  ayant  pour  expression 

L'existence  de  la  vitesse  v  leur  donnera  respectivement  les  va- 
leurs 

12^     \       ««r»  2.g)      8       \       ^er^  ng) 

Le  premier  est  augmenté  dans  le  rapport  de  i  à  1  -4-  r^* — S 

le  second  s'accrott  dans  un  rapport  intermédiaire  entre  celui 

.      .         Q/    «^        .      ,  Q^    i^       .     .  „. 

de  1  a  I  4- s — •  ,• —  ou  de  I  a  I  -h  7^» — >  suivant  limpor- 

tance  comparative  de  la  charge  permanente  et  du  poids  Q. 
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3^  Les  résultats  précédents  ne  sont  assez  approcfaés  de  la 
vérité  que  s*îls  indiquent  de  faibles  aocroissements  relatifs 
dans  les  valeurs  des  moments  qui  correspondent  à  t;  ==  o, 

c  esi-a-dire  si  les  quantités  —=-,  •  — 9    -^=— ,  •  — ?    7^  •  — ^ 

^2L— —  (suivant  les  cas)  sont  de  petites  fractions:  cette  con- 

dition  étant  remplie,  on  voit  que  l'accroissement  relatif  varie 
proportionnellement  à  la  force  vivte  du  corps  roulant,  à  Fécar- 
tement  des  appuis^  et  en  raison  inverse  du  moment  d'inflexibi- 
lité de  la  section  transversale.  On  a  supposé  d'ailleurs  qu'à 
l'instant  où  le  poids  Q  vient  s'engager  sur  la  poutre,  celle-ci 
était  en  équilibre  sous  la  charge  permanente. 

4''  I>ans  la  pratique,  lorsqu'on  voudra  calculer  les  dimen-^ 
siens  d'une  poutre,  on  le  fera  d'abord  sans  avoir  égard  à  la  vi- 
tesse de  la  charge  Q;  puis,  dans  le  cas  de  deux  appuis  simples, 

2O/    (/' 
on  vérifiera  si  t^- —  est  une  petite  fraction,  et  dans  le  cas 
Zer^  ^g 

Ql     v' 

de  deux  encastrements  on  fera  cette  vérification  sur  7 — 

^er^  2g 

Si  la  vérification  réussit,  la  vitesse  de  la  charge  n'aura  pas  d'in- 
fluence notable  sur  la  résistance;  sinon  il  faudrait  diminuer 
récartement  des  appuis,  ou  augmenter  le  moment  d'inflexibi- 
lité, dans  la  mesure  qui  serait  nécessaire. 

Voici  enfin  un  cas  particulier  que  M.  Phillips  a  omis  de  con- 
sidérer et  dans  lequ^  la  théorie  fournit,  au  moyen  de  calculs 
fort  simples,  des  aperçus  intéressants.  Soit  donnée  une  poutre 
horizontale  reposant  librement  sur  deux  appuis  extrêfaies, 
dont  /  représente  l'écartement,  et  soutenant  une  charge  pi 
uniformément  répartie  sur  sa  longueur,  à  raison  de  p  kilo- 
grammes par  unité  linéaire.  L'équilibre  existe  à  un  instant 
donné  :  alors  on  communique  subitement  une  vitesse  i^  à  une 
portion  de  la  charge,  dont  q  représente  le  poids  par  unité  de 
longueur.  Il  est  visible  que  de  cette  manière  l'équilibre  serait 
troublé,  car  les  poids  animés  de  la  vitesse  ¥j  se  mouvant  sui- 
vant dés  courbes  égales  et  parallèles  à  celle  de  la  fibre  moyenne, 
exerceraient  sur  la  poutre  des  pressions  plus  grandeis  que  dans 
l'état  statique,  en  raison  de  leurs  forces  d'inertie  centrifuges; 
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mais  on  «BçoitUr  possible  Idéale  éedoiiBarà  ki  pe«lreun 
•eeroissement  ée  ciH»b«re  ctpaMe  Ae^  compenser  rao^mextaH 
tioft  de  prcanoB,  de  sente  q«&  If équHàbre  subsisterait  malgfé 
la  iritesse  p  donnée  aa  poids  qt,  peurvu  toutefois  que  ce  poids 
téL  sans  cesse  renoovielé  à  une  extrémité  de  Ta  poutre  à  me- 
sure qu'il  s'écoule  par  l'autre^  ce  qui  rendrait  le  phénomène 
permanent.  Dans  ces  hypothèses,  on  peut  d'abord  chercher  1» 
%<ue  d'équiiÀbve^  sous  les  aetionsslmiiluniéeséu  jMiM&nort 
ip  —q  >/  et  du  poMs  9/  animé  de  la  vitesse  i». 

ftefvésentofls  pat  AB  (jfi^.55)  la  fibre  nojCMke  de  la  pièœ 
dans  son  état  primlÉîf;  prenons  celle  ligne  pour  axe  de&  x^  et 
pour  axe  des.jr  la  vettieale  descendante  C^qui  passe  en.  aan 
Fîy.56.  mitUeu  4L  La  eourbe 
c          g           ,            ACB  étant  la  figwetfé- 
^ — "^         *     quiiibte  densndée^  ap- 
pelons i 

X,  7*IeseQatdonBée& 
d\in  point  quel- 
ceAqtte  Mf  de  cette 

courbe,  lequel  était  primitivement  en  H; 

a  la  distance  CB,  ou  la  moitié  de  Pécartement  f  des  appuis; 
e  le  ressort  longitudinal  de  Fa  section  transversale; 
r  son  rayon  de  gy ration  relativement  à  Taxe  de  flexion; 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  CB,  pour  le  point  M^ 

répondant  aux  coordonnées  jr,j-; 
P  TefTort  tranchant,  X  le  moment  de  flexion,  pour  la  sec- 

^on  faite  au  même  point. 

Si  noos  prenons  un  élément  thr  de  la  fibre  moyenne  primi- 
tive, à  partir  du  poîni  M,  f  élément  correspondant  de  la  pièce 

SttK)orie«ai  t?  le  poids ^dLr;  aP  i'exeès  4e  «fesMOtt  i-^~  («k 

g    e 

i  h  force  caitrffoge.  Or,  on  a 

q%  flm  ^împlwMom,  atteada  la  faibie  eowriwuede  k  pièce  qri 
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rend  (  ;t-  )  négligeable  devaBt  l'unité^ 

I      ^x^dw 
p  ax^ 

Ici,  quand  on  veut  amrif  fs  vafettr absolue  ^p,  (f est  fe  signe  — 
qu'il  faut  prendre,  car  la  courbe  tourne  sa  concavité  du  côté 

des  7  négatifs,  d'où  il  résulte  que  ^est  décroissant  algébri- 
quement et  -^  est  négatif.  D^affleurs',  fer  petfïesse  de  -^  ati*- 

torise  à  considérer  la  force  centrifuge  eonune  très-sensihlc- 
ment  verticale;  la  force  totale  supportée  par  l'élément  dx  a 
donc  pour  valeur 

j        ay^dx  d^r 

'^  g      dx^ 

Eft  eolèirefiaat  (Peiq^riiiier  tes  effons  tnendums  airec  im  sens 
positif  contraire  à  celui  des  j,  cette  quantité  exprimera  l'ac- 
croissement dffférentiel  d^  quand  on  se  déplace  de  dx  sur  la 
fibre* noyeme;  ato^ 

d'où  l'oa  déd«kt  por  rkné^BaAicH» 

P  =  »j7  —  2L. ^ -i_  const. 

Afin  de  déterminer  la  constante,  on  remarquera  que  chacune 
des  réactions  égales  qui  s'exercent  en  A  et  en  B  doit  égaler  la 
somme  des  forces  verticales  appliquées  sur  une  moitié  de  la 
pièce^  d'où  II  résulte  que  L'efCart  tcanctiaAis'aniuile  e»  C,  P^' 

x-=z9\  fna  autre  cfilé,  ^s'annufe  atissî  an  même  point, 

par  raison  de  symétrie  :  donc  la  constante  est  nulle,  et  Ton  a 

^  g    dx 

Intégrant  une  seconde  fois,  on  aura  (n<*70)  le  momeoi  flédu»- 
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sant  X: 

la  constante  se  déterminera  par  la  condition  d'avoir  X  =  o 
en  B^  pour  x=za,  et  il  viendra  finalement 

2^  g 

d'où  l'on  t;oncIura  aussi  (n""  &2) 

(43)  -^'0  =  ;/'(-'-«')-^- 

C'est  réquation  différentielle  de  la  courbe  AC'B. 

L'équation  (43  )  met  déjà  en  évidence  un  fait  assez  remar- 
quable :  c'est  que,  dans  l'équilibre  dont  il  s'agit,  les  forces 
centrifuges  développées  par  la  vitesse  de  la  charge  a  9a  équi- 
valent à  deux  forces  —  >  égales  et  contraires,  agissant  aux  ex- 

o 

trémités  A  et  B,  suivant  Taxe  primitif  AB,  et  de  manière  à' pro- 
duire une  compression.  L'intensité  de  ces  forces  est  égale  à 
la  force  vive  possédée  par  chaque  mètre  courant  du  convoi  mo- 
bile. On  sait,  par  la  théorie  des  pièces  chargées  debout  (n*»84), 
que  la  seule  existence  des  forces  dont  il  s'agit,  même  en  faisant 
abstraction  des  actions  de  la  pesanteur,  serait  capable  de  com- 

promettre  la  pièce,  si  ces  forces  atteignaient  la  limite  -rT* 
Donc  la  relation 

détermine  une  valeur  de  la  vitesse  v  capable  d'entraîner  la 
rupture  de  la  poutre.  Mais,  ne  trouverait-on  pas  une  limite 
moins  élevée,  si  l'on  avait  égard  au  poids  apa  en  même  temps 

qu'aux  forces  horizontales  2-^?  C'est  une  question  qu'il  est 

naturel  de  se  poser  et  à  laquelle  on  pourra  répondre  quand  on 
aura  intégré  l'équation  (  43  )  ;  nous  allons  donc  procéder  à  cette 
opération» 
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Afin  de  simplifier  récriture,  nous  poserons 

g  """ 


2—  —  --  w> 


u  étant  une  constante  donnée;  de  plus,  nous  prendrons  les 
variables  a:',  y'  liées  kx  eiky  par  les  relations 

er^y=ipà^y  ^     x=^ax'. 

Alors  réqualion  (43)  pourra  s'écrire 

^'''^=^^«'(^'-'^-— •^'  - 

soit,  en  supprimant  le  facteur  commun  pa^  et  simplifiant, 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  met  à  la  place  de  y^  un 
binôme  du  second  degré  tel  que 

ou  déterminera  facilement  les  coefficients  a  et  |3  de  manière  à 
rendre  les  deux  membres  identiques,  et  Ton  aura  ainsi  une 
solution  particulière  de  Téquation  différentielle,  savoir 

On  posera  ensuite 

valeur  qui,  substituée  dans  Téquation  (44 )>  donne,  pour  dé- 
terminer l'inconnue  auxiliaire  z^ 

On  a  par  suite,  en  appelant  A  et  B  deux  constantes  arbitraires, 
^  =  A  sinwa?'  -f-  B  cosw^', 
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d'où  l'on  déduit 


_ 


■4  =  — ;  i^^t^ ri-*-  An*  sn é-Bif  cos — - 


Les  constantes  doivent  6tre  prises  de  ttMdère  à  donner  ^  =  o 
poura:=o,  et7  =  o  pour  a:  =  a:  il  en  résulte 

A  =  o,     B  =  —^ — > 
et,  par  conséquent, 

(45,         f!:!f  =  _L(^._«.,  +  f!(!!!Z_J. 

La  flèche /s'obtient  en  faisant  â?  =  o  dans  l'équation  (45)  : 
on  a  donc 


(46) 


pa*  2a»      u*  \cosu       J 


Il  y  a  aussi  de  Fintérêt  à  connaître  le  maximum  du  moment 
flédmsMt  X;  AVi^rès  féqusAioii  ^{3)  ce  maximum  réponA 
à  jr =•  «t  a  fOur  -valeur  absolue 

2^  g 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

=  lp^.»(_! A. 

2*^         M'\COStf  / 

La  quantité  -  pa^  exprimerait  le  moment  fléchissant  maximum 
dans  le  cas  où  la  vitesse  if  s'annulerait  ;  si  donc  on  pose 
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le  nombre  n  sera  le  coefficient  par  lequel  on  4evra  multiplier 
ce  moment  pour  tenir  compte  de  Vaccroîssement  dû  à  v. 

On  voit  que  si  on  a  «  =  -^  ce  qui  entraîne  régalîté 

alors /et  Xi  de^vteiHieM  tnflnis-:  h  rapftHPe  se  proAulraît  donc, 
^  nous  retrouvons  a»M  le  résultat  i]ue  «oos  avions  prévti  «ni 
iBoyen  de  la  iheorie  «des  pouXres  chargées  debout.  D'ailleurs, 

/et  X«  restent iinis  pour  toute  valeur  de  u  inférieure  à  -•  Si 
en  particulier  on  suppose  u=:^j»  il  vient 

/=.o,278o.^5     X«=  1,3430. -/ia% 
tandis  que,  si  la  vitesse  v  était  nulle,  on  aurait  (n**71) 

•^       24^''  eH  2^ 

ces  quantités  iaugmenteraient  donc,  par  l'effet  de  la  vitesse, 

dans  les  rapports  de  i  à  t ,3348  ^  à  i,343o,  c'est-à-dire  de  ^ 

envJffon.  Leinaximum  das  pressions  ou  teiisioiis  «noUmit  flaas 
la  même  proportion  que  le  moment  Xo;  mais  il  ne  semble  pas 
q«e  cela  psâsse  «voir  des  iacoiTréaiems  blea  aérien  en  -pn- 
tique  parce  que  la  matière  de  la  poutre  ne  doit  supporter^  sous 

VsxSokOfVL  des  charges  sortes,  qpie  g  au  i^«»  de  la  tensioft  en- 

pable  de  produire  la  rupture  {voir  le  chapitre  suivant J.  On 
aurait  donc  le  droit  d'adopter  avec  assez  de  sécurité  la  va- 
leur M  =  7»  c'est-à-dire 
4 

g        i6a* 

ce  qui  donnerait  une  limite  des  valeurs  non  dangereuses  de 


Digitized  by  LjOOQIC 


384  -GHÀPITll  SlXllWB. 

la  force  vive  —  possédée  par  le  convoi  roulant  sur  chaque 

unité  de  longueur. 

II  est  facile  de  reconnaître  que  la  vitesse  v,  correspondante 
à  la  limite  ci-dessus,  doit  être  généralement  assez  considé- 
rable. Supposons  (ce  qui  a  lieu  le  plus  souvent)  que  la  poutre 
ait  une  section  homogène,  symétrique  relativement  à  Taxe  de 
flexion,  et  dont  la  hauteur  serait  h  dans  le  sens  perpendicu* 
laire  à  cet  axe.  Le  maximum  de  tension  par  unité  de  surface 

(abstraction  faite  de  la  vitesse  c)  serait  (n«21)  égal  à  f       ^  > 

puisque  le  moment  fléchissant  maximum  est  -pa*;  donc,  en 

nommant  R  la  plus  grande  tension  à  laquelle  on  doit  sou- 
mettre la  matière  sous  l'action  d'une  charge  immobile,  on 
aura 

pc^Eh_ 

égalité  qui,  combinée  avec  la  précédente,  donne 
a(/*      TT»  E     - 

et,  par  suite. 


■=Wli^'- 


Or^i  d'après  la  définition  des  lettres  peiq,  dépasse  néces- 

sairement  l'unité;  d'un  autre  côté,  le  facteur^  estgrand, 

comme  on  peut  le  reconnaître  en  prenant  les  nombres  donnés 
dans  le  chapitre  suivant  :  cela  suffit  pour  faire  concevoir  la 
vérité  de  notre  assertion.  Afin  de  mieux  constater  le  fait  dans 
un  cas  particulier,  supposons  une  poutre  en  tôle,  comme 
celles  qu'on  emploie  fréquemment  dans  les  ponts  de  chemins 
de  fer;  alors  on  aura 

E=::2.IO'%         R=:6.IO% 

d'où  résulte 
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Supposant  enfin  le  poids  roulant  q  quintuple  du  poids  immo^ 
bile  p  —  q[ct  qui  est  en  général  au-dessus  de  la  vérité,  et  ce 
qui  tend  à  diminuer  la  limite  v  que  nous  cherchons),  nous 

devrons  faire  f-  =z-i  et  nous  trouverons 
q      5 

Voici  les  résultats  que  donne  celte  formule,  pour  diverses 
valeurs  de  h. 

Limite  des  valeurs 
Hauteur  h  non  dangereuses 

de  la  poutre.  de  la  TÎtessc. 

m 

o,5o 55  mètres. 

0,75 67  » 

1,00 78  » 

1,25 87  » 

1 ,5o 95  » 

2,00 1 10  » 

3,00 i35        » 

4»^^ 1^6       ^^ 

5,00 174       '^ 

La  vitesse  d'un  train  express  s'élève  rarement  jusqu'à 
20  mètres  par  seconde  (i8, lieues  à  l'heure);  une  vitesse  dou- 
ble ne  s'obtient  que  dans  des  circonstances  tout  à  fait  excep- 
tionnelles. On  peut  donc  dire  que  les  vitesses  des  trains  de 
chemins  de  fer  n'atteignent  jamais  à  la  limite  qui  pourrait 
commencer  à  rendra  la  force  vive  du  convoi  dangereuse  pour  la 
stabilité  des  poutres  en  tôle.  La  quantité  u  aura  toujours  dans  la 

réalité  une  valeur  moindre  que  j»  et  l'accroissement  propor- 
tionnel de  flèche  ou  de  tension  moléculaire  dû  à  la  vitesse  de 
la  charge  roulante  restera  plus  ou  moins  en  dessous  de  ^  » 
nombre  que  nous  avons  trouvé  en   admettant  l'hypothèse 

«  =  ?• 

Tous  ces  calculs  supposent  que  la  poutre  reste  ^n  équi- 
libre-sous  une  charge  uniformément  répartie,  dont  une  por- 
I.   a«  tan.  aS 
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tion  forme  un  cdnvoi  roulant,  sans  cesse  renouvelé.  Cela  se 
produirait  assez  exactement  si  le  convoi  placé  d'abord  sans 
vitesse  au-dessus  de  la  poutre  prenait  ensuite  une  vitesse 
ipès-lentement  croissante,  jusqu'à  la  valeur  finale  v.  On  pour- 
rait alors  négliger  les  forces  d'inertie  tangentielles  du  convoi, 
et  la  poutre  tendrait  à  prendre  peu  à  peu  la  forme  d'équilibre 
que  nous  avons  calculée  ;  comme  de  plus  elle  y  arriverait  sans 
vitesse  sensible,  elle  ne  s'en  écarterait  plus  après  qu'elle  l'au- 
rait atteinte.  Mais  ce  n'est  point  ainsi  que  les  choses  se  pas- 
sent généralement.  La  poutre  étant  en  équilib/e  sous  sa 
charge  permanente  [p  —  q)ly  le  convoi,  pesant  q  par  unité  de 
longueur,  arrive  avec  toute  sa  vitesse  f  antérieurement  ac- 
quise; il  s'engage  progressivement  au-dessus  de  la  poutre  et 
finit  par  la  couvrir  entièrement,  s'il  est  assez  long;  puis  au 
bout  d'un  certain  temps  son  extrémité  d'arrière  ayant  passé  à 
son  tour,  la  poutre  continue  à  osciller  en  vertu  du  mouve- 
ment qu'elle  vient  de  recevoir  et  de  son  inertie  jointe  à  celle 
de  la  charge  permanente.  Nous  pouvons  bien  encore  dire 
qu'elle  tend  à  prendre,  pendant  le  passage  du  convoi,  la  forme 
d'équilibre  représentée  par  l'équation  (45);  mais  elle  aura  de 
la  vitesse  au  moment  où  elle  l'atteindra,  et  par  suite  elle  ira 
au  delà.  Il  n'en  résulte  pas  moins,  cependant,  que  la  flèche 

cesserait  d'être  petite  si  ^—  prenait  la  valeur  -7— 7-»  puisque 

ce  fait  a  déjà  lieu  en  supposant  que  la  poutre  s'arrête  à  la  po- 
sition d'équilibre,  tandis  que,  en  réalité,, elle  va  plus  loin  :  il 

serait  donc  dangereux,  en  tout  cas,  de  laisser  ^î—  croître  jus- 
qu'à  la  limite  dont  il  s'agit.  Quant  à  la  limite  quatre  fois  moin- 
dre, qui  produisait  tout  à  l'heure  un  accroissement  relatif  de  -^ 

dans  le  moment  fléchissant  maximum,  elle  pourra  produire, 
eu  égard  aux  oscillations  de  la  poutre,  un  accroissement  plus 
grand  ;  mais  en  admettant,  par  analogie  avec  d'autres  exem- 
ples, que  l'accroissement  doive  être  doublé  (n®*  136,  137 
et  141)  et  même,  au  besoin,  triplé,  il  n'y  aurait  là  rien  d'in- 
quiétant pour  la  stabilité,  à  moins  que  la  plus  forte  tension, 
calculée  dans  l'hypothèse  d'une  charge  morte,  ne  fût  déjà 
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très-élevée  et  sensiblement  supérieure  aux  chiffres  habituel- 
lement admis.  On  a  vu  d'ailleurs»  dans  le  cas  des  poutres  en 
tôle  soutenant  une  voie  de  chemin  de  fer,  que  cette  seconde 
limite  ne  peut  même  pas  être  atteinte  avec  les  plus  grandes 
vitesses  ordinairement  réalisées  :  il  en  résulte  que  la  vitesse 
des  convois  augmente  en  général  assez  faiblement  la  flexion 
des  poutres,  et  que  cette  vitesse  ne  peut  amener  immédiate- 
ment aucune  conséquence  fâcheuse.  Mais  cela  ne  veut  pas 
dire  que  de  petites  trépidations  fréquemment  renouvelées 
ne  puissent  à  la  longue  altérer  la  résistance  des  poutres  métal- 
liques, en  les  faisant  passer  de  l'état  Gbreux  à  Tétat  cristallin. 
C'est  un  autre  point  de  vue  que  nous  n'avons  pas  eu  l'intention 
de  considérer  ici  :  nous  y  reviendrons  plus  loin. 

Les  augmentations  des  moments  de  flexion,  qui  ont  lieu 
quand  une  partie  de  la  charge  prend  une  certaine  vitesse, 
étant  produits  par  les  forces  d'inertie  centrifuges,  un  bon 
moyen  pratique  d'en  atténuer,  et  souvent  d'en  faire  disparaître 
les  effets,  consisterait  à  établir  primitivement  la  poutre  avec 
une  fibre  moyenne  légèrement  arquée  en  dessus  de  l'horizon- 
tale :  cette  fibre  tendrait  alors  à  $e  redresser  pendant  le  pas- 
sage des  convois,  et  si  elle  ne  devenait  pas  concave  en  sens 
inverse  de  la  courbe  de  pose,  les  forces  centrifuges  ne  pour- 
raient que  diminuer  la  pression  statique. 


?.5. 
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CHAPITRE  SEPTIÈME. 

RÉSULTATS  D^EXPÉRIENCES  SUR  l'ÉLASTICITÉ  DES  MATiHIAUX. 


§  r.  —  Extension. 

143.  Précautions  à  prendre  dans  les  expériences.  —  On 
conçoit  facilement  comment  peuvent  se  faire  des  expériences 
sur  l'extension  des  matériaux.  Un  prisme,  suspendu  par  l'une 
de  ses  extrémités,  soutient  à  l'autre  un  plateau  de  balance» 
dans  lequel  on  met  des  poids.  Pour  chaque  poids  total  mis 
dans  la  balance,  on  tient  note  de  rallongement  correspondant. 
On  augmente  successivement  la  charge  jusqu'à  produire  la 
rupture;  mais  avant  d'arriver  à  ce  point,  on  peut  laisser  chaque 
charge  plus  ou  moins  longtemps  dans  la  balance,  pour  con- 
stater l'influence  du  temps  sur  l'étendue  du  phénomène;  on 
peut  aussi  observer  les  effets  qui  subsistent  après  l'enlève- 
ment de  la  charge. 

Les  précautions  à  prendre  dans  l'exécution  de  ces  expé- 
riences sont  les  suivantes  :  i*"  Quand  les  allongements  sont 
mesurés  simplement  en  constatant  le  déplacement  vertical 
que  prend  l'extrémité  inférieure  du  prisme,  il  faut  que  les 
points  d'appui  soient  aussi  résistants  que  possible;  sans  cela 
lis  céderaient  à  l'action  de  la  charge,  et  la  mesure  des  allon* 
gements  serait  entachée  d'erreur.  Cette  cause  d'incertitude 
pourrait  être  évitée  si  l'on  mesurait  le  déplacement  relatif  de 
deux  points  du  prisme  primitivement  séparés  par  une  distance 
connue.  2°  Les  poids  doivent  être  posés  très-doucement  dans 
le  plateau,  et  même  il  faut  soutenir  celui-ci  pendant  que  l'al- 
longement se  produit.  On  a  vu  en  effet,  dans  divers  exemples 
traités  au  chapitre  YP,  que,  même  en  faisant  agir  la  charge  sans 
vitesse  initiale,  l'allongement  statique  pourrait  être  doublé,  et 
cette  proportion  serait  même  dépassée  si  les  poids  qu'on  met 
dans  le  plateau  tombaient  d'une  certaine  hauteur.  S"*  Lorsqu'on 
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opère  sur  un  prisme  qui  n'a  pas  de  petites  dimensions  trans- 
versales, et  qui,  en  conséquence,  n'est  pas  très-flexible,  il 
faut  que  la  résultante  des  charges  passe  bien  par  la  fibre 
moyenne  du  prisme.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie,  on 
sait  (§  IV  du  chapitre  P')  que  la  tension  et  l'allongement  de 
la  fibre  moyenne  resteraient  néanmoins  les  mêmes;  seule- 
ment la  flexion  qui  se  produirait  alors,  en  même  temps  que 
l'extension  simple,  déterminerait  en  certains  points  des  actions 
moléculaires  plus  fortes,  et  la  rupture  se  produirait  sous  une 
charge  moindre. 

144.  Expériences  sur  l'extension  du  fer.  —  Le  fer  est  la 
matière  qui  a  été  le  plus  essayée;  elle  se  classe  en  effet 
parmi  les  plus  utiles,  à  cause  de  sa  grande  résistance,  et  l'at- 
tention devait  naturellement  se  porter  sur  ses  propriétés. 
Parmi  les  ingénieurs  ou  physiciens  qui  s'en  sont  occupés,  on 
peut  citer  en  particulier  Duleau  et  M.  Eaton  Hodgkinson.  Les 
expériences  de  ce  dernier  sont  plus  multipliées  et  plus  com- 
plètes. Nous  citons  ci-après  une  série  de  ces  expériences 
feites  sur  une  tige  en  fer  forgé  de  la  meilleure  qualité.  La  tige 
ayant  environ  i5  mètres  de  longueur  totale,  afin  de  rendre 
sensibles  les  allongements  à  mesurer,  était  formée  de  plu- 
sieurs parties  réunies  au  moyen  de  manchons;  sa  section  était, 
en  millimètres  carrés,  environ  i35"'"',4.  Pour  chaque  charge, 
on  mourait  d'abord  l'allongement  total  ;  puis  on  enlevait  la 
charge  afin  de  constater  l'allongement  permanent  qui  pouvait 
subsister;  la  différence  de  ces  deux  quantités  est  ce  qu'on 
nomme  allongement  élastique.  Le  coefficient  d'élasticité  lon- 
gitudinale est  égal,  comme  l'on  sait  (n**  13),  au  quotient  ob- 
tenu en  divisant  la  charge  rapportée  à  l'unité  de  surface  par 
l'allongement  rapporté  à  l'unité  de  longueur;  ordinairement 
on  l'exprime  en  prenant  le  mètre  carré  pour  unité  de  surface 
et  le  kilogramme  pour  unité  de  force.  Dans  le  tableau  ci-après, 
les  charges  sont  exprimées  erï  multiples  de  i^'S87  par  milli- 
mètre carré;  les  allongements,  en  millièmes  de  la  longueur 
primitive.  Ce  tableau,  sauf  quelques  simplifications  et  quel- 
ques détails  complémentaires,  est  emprunté  à  la  Résistance 
desMatériaux de  M.  le  général  A.  Morin. 
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pour  déterminer  les  allolBiremcBts  d'une  berre  de  fer, 
sons  divers  poids. 


par 

NOMBRES 
propor- 
UodmU 

ÂLLONCBMKNT  RELATIF 

exprimé  en  miUiènee 
de  la  loncuenr  primltlre 

QUOTIENT  DE  LA  CHARGE 
rapportée  an  mètre  carré, 

dirisée 
par  l'allongement  relatif 

mlUinèCracarrAi 

au 

— ■ 

^ — - 

^ ^1*. — . 

■    *"^ — -- 

charges. 

ToUl. 

Élastique. 

Total. 

Elastiqne. 

k. 

I 

0,082 

ff 

0,082 
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10»X32,8 
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2 

o,i85 

ff 

o,i85 

20,2 

20,2 
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3 

0,284 

o,oo3 

0,281 
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20,0 

7,5o 

4 

o,38o 

o,oo3 

0,377 

19,8 

«9,9 

9,37 

5 

0,475 

0,004 

0,471 

>9,7 

>9,9 

11,25 

6 

0,571 

o,oo5 

0,566 

"9i7 

19,9 

i3,iî» 

7 

0,666 

0,007 

0,659 

>9i7 

19,9 

i5,oo 

8 

0,760 

0,010 

0,750 

>9,3 

20,0 

16,87 

9 

0,873 

o,o33 

0,840 

19,3 

20,1 

18,75 

10 

i,oi3 

o,o83 

0,930 

18,4 

20,2 

20,64 

II 

1,283 

0,262 

1,021 

16,1 

20,2 

22,  5o 

12 

2,36o 

i,i3o 

i,23o 

9,5 

18,, 

24,37 

i3 

4,a87 

3,071 

i,ai6 

5,6 

20,0 

26,25 

14 

979^1 

8,574 

-,377 

3,9 

>9,i 

28,12 

,5 

10,493 

9,102 

1,391 

2,7 

20,0 

U  même  après  !■* 

// 

ii,7So 

ff 

» 

2,4 

•         " 

»         3 

il 

11,934 

tt 

M 

2,4 

ff 

5 

0 

11,959 

H 

H 
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ff 

•        7 

M 
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H 

If 

2,3 

n 

»      10 

n 

12,027 

ff 

n 

2,3 

tt 

3o,oo 

.6 

17,888 

i6,5i5 

1,373 

',7 

21,8 

// 

n 

20,220 

18,889 

i,33i 

1,5 

22,5 

3.,»7 

>7 

21,486 

«9,795 

1,691 

1,5 

>8,9 

n 

tt 

21,702 

ff 

ff 

1,5 

// 

33,75 

18 

24,774 

22,709 

2,o65 

1,4 

16,3 

n 

n 

25,225 

ft 

n 

1,3 

if 

35,62 

>9 

34,935 

32,820 

2,ll5 

1,0 
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// 

n 

35,202 

ff 

n 

1,0 

M 
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20 
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Si,  pour  rendre  plus  sensibles  les  résultats  du  tableau  pré- 
cédent, nous  portons  sur  un  axe  kx  {fi^.  56)  les  charges  par 

Fig.  56. 


SOkr.  p'mmq. 


millimètre  carré,  et  en  ordonnées  parallèles  à  Aj  les  allon- 
gements totaux  ou  élastiques,  après  avoir  corrigé  quelques 
irrégularités  qui  viennent  sans  doute  des  erreurs  d'expérience, 
nous  constaterons  : 

Que  les  allongements  totaux  du  fer  sont  sensiblement  pro- 
portionnels aux  charges,  tant  que  celles-ci  ne  dépassent  pas  la 
limite  de  i5  kilogrammes  par  millimètre  carré;  que,  au  delà 
de  cette  limite,  les  allongements  totaux  croissent  suivant  une 
loi  qui  devient  progressivement  beaucoup  plus  rapide,  de  telle 
sorte  que  le  coefficient  d'élasticité  se  trouve  à  la  fin  quinze 
ou  vingt  fois  plus  petit  qu'au  commencement; 

Que  les  allongements  élastiques  restent  toujours  à  peu  près 
proportionnels  aux  charges,  même  quand  celles-ci  se  rappro- 
chent de  celle  qui  entraîne  la  rupture  immédiate; 

Que  la  valeur  du  coefficient  d'élasticité  longitudinale  E, 
pour  l'extension  du  fer,  est  en  nombres  ronds  de  a.io'S  le 
mètre  carré  étant  pris  pour  unité  de  surface  et  le  kilogramme 
pour  unité  de  force. 

L'ensemble  des  expériences  de  M.  Hodgkinson  a  confirmé 
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ces  résultatç.  Voici  encore  d'autres  propriétés  qui  ont  été  ob- 
servées par  ce  physicien.  Les  charges  les  plus  faibles  donnent 
lieu,  dans  le  fer,  à  une  déformation  permanente;,  mais  on  voit 
que  les  allongements  permanents  sont  très-petits  tant  que  les 
allongements  totaux  restent  proportionnels  aux  charges.  En 
«effet,  pour  la  charge  de  i5  kilogrammes  par  millimètre  carré, 
rallongement  permanent  n'est  encore  que  0,0 1  de  millimètre 

par  mètre,  soit  -^  de  l'allongement  total.  Un  caractère  remar- 
quable de  cet  allongement  permanent,  c'est  qu'il  n'augmente 
plus  lorsque,  après  avoir  laissé  reposer  quelque  temps  la  barre, 
on  la  soumet  de  nouveau  à  une  traction  plus  faible.  Ainsi  une 
barre  de  fer,  de  10  mètres  de  longueur  primitive,  ayant  été 
soumise  à  une  traction  de  22''**,5  par  millimètre  carré,  con- 
servera, après  l'enlèvement  de  la  charge,  une  longueur  de 
io",oi  i3,  d'après  le  tableau  ci-dessus;  cette  barre  de  io",oi  i3, 
soumise  ensuite  à  de  nouvelles  tensions  moindres  que  2py^\5 
par  millimètre  carré,  reprendra  toujours  la  longueur  de 
i9*",oii3  après  l'enlèvement  de  la  charge,  et  éprouvera  pour 
.chaque  tension  un  allongement  proportionnel  à  cette  tension, 
pourvu,  bien  entendu,  que  dans  la  mesure  de  l'allongement 
on  considère  io",oii3  comme  la  longueur  primitive.  11  y  a' 
donc  dans  le  fait  de  soumettre  une  barre  à  une  certaine  ten- 
sion en  quelque  sorte  un  fabrication  nouvelle  qui,  comme  le 
martelage  ou  le  passage  au  laminoir,  change  dans  une  certaine 
mesure  Jes  qualités  physiques  du  métal. 

145.  Remarques  sur  les  résultats  précédents.  Limites  dans 
lesquelles  on  peut  appliquer  les  formules  de  la  Résistance  des 
ifa/ériû«^.  —  Anciennement  on  admettait  que  tout  corps  sou- 
mis à  une  force  reprenait  sa  forme  primitive  quand  la  force 
cessait  d'agir,  pourvu  que  cette  force  fût  en  dessous  d'une 
certaine  limite.  C'est  en  cela  qu'on  faisait  consister  l'élasticité 
de  la  matière,  et  l'on  disait  que  la  limite  de  l'élasticité  se  trou- 
vait dépassée  quand,  après  ia  suppression  de  la  force,  il  y  avait 
un  retour  incomplet  vers  la  forme  primitive.  Aujourd'hui,  cette 
notion  de  la  limite  d'élasticité  ne  peut  plus  être  admise  en  toute 
rigueur,  puisqu'il  y  a  toujours  après  l'action  d'une  force  une 
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déformation  permanente.  Le  retour  incomplet  vers  la  form;e 
primitive  après  l'action  d'une  certaine  force  ne  prouvé  pas  que 
la  matière  ait  perdu  son  élasticité,  mais  seulement  que  la  force 
a  dépassé  la  limite  de  celles  auxquelles  on  avait  précédem- 
ment soumis  le  corps  dans  des  circonstances  analogues,  ce  qui 
en  fait  un  corps  nouveau  ayant  ses  molécules  dans  un  état 
d'équilibre  différent  du  premier. 

Les  formules  fondamentales  de  la  Résistance  des  Matériaux 
reposent  sur  plusieurs  hypothèses,  et  entre  autres  sur  celle 
de  la  proportionnalité  des  allongements  et  des  forces  qui  les 
produisent.  En  ce  qui  concerne  le  fer,  on  voit  que  cette  pror 
portionnalité  existe  en  effet  pour  des  charges  bien  supérieures 
à  celles  que  les  constructeurs  regardent  comme  limites  des 
efforts  auxquels  on  peut  soumettre  les  pièces  de  fer;  mais 
quand  on  se  rapproche  du  point  de  rupture,  la  loi  change  com- 
plètement, et  les  allongements  croissent  dans  une  proportion 
bien  plus  rapide  que  les  charges. 

Ces  remarques  sont  importantes.  Souvent  on  donne  aux  for- 
mules théoriques  de  la  Résistance  des  Matériaux  une  généralité 
qu'elles  ne  doivent  pas  avoir,  en  continuant  de  les  appliquer 
quelles  que  soient  les  tensions  intérieures  des  pièces  que  l'on 
considère.  C'est  ainsi  qu'on  détermine  le  poids  qui,  suspendu 
au  milieu  d'une  poutre  reposant  sur  deux  appuis,  serait  capable 
de  la  rompre,  en  exprimant  par  le  calcul  que  la  tension  longi- 
tudinale maximum  des  fibres  atteint  la  limite  indiquée  paf 
l'expérience  pour  produire  la  rupture.  Mais,  dans  cette  ques- 
tion et  dans  toutes  les  applications  analogues  qu'on  pourrait 
imaginer,  on  oublie  que  l'expression  de  la  tension  maximum 
repose  sur  l'hypothèse  de  la  proportionnalité  entre  les  ten- 
sions et  les  allongements,  laquelle  cesse  d'être  vraie  dans  les 
environs  de  la  rupture.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'étonner, 
quand  on  procède  ainsi,  du  désaccord  entre  les  données  de 
l'expérience  et  les  résultats  du  calcul,  car  il  y  aurait  lieu  plutôt 
de  s'étonner  du  fait  contraire;  et  les  reproches  qui,  pour  cette 
cause,  ont  été  adressés  à  la  théorie,  paraissent  en  réalité  peu 
fondés.  Les  forniules  ne  doivent  être  soumises  à  la  véririca7 
tion  expérimentale  qu'en  se  tenant  dans  de  justes  limites  quant 
à  la  grandeur  des  déformations  et  des  forces  moléculaires 
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mises  en  jeu;  nous  ne  croyons  pas,  moyennant  celle  reslric- 
lion,  que  l'expérience  soil  venue  les  démentir,  et  nous  pour- 
rons au  conlraire  citer  bien  des  faits  pour  les  confirmer, 
comme  la  suile  le  montrera. 

146.  Expériences  sur  l'extension  de  la  fonte.  —  M.  Hodg- 
kinson  a  constaté  pour  l'extension  de  la  fonte  des  propriétés 
toul  à  fait  analogues  à  celles  qu'on  a  vues  au  sujet  du  fer.  Il 
se  produit  toujours,  même  pour  les  charges,  les  plus  faibles, 
un  allongement  permanent  qui  subsiste  après  l'enlèvement  de 
la  charge.  La  proportionnalité  entre  les  allongements  et  les 
tensions  subsiste  assez  approximativement  jusqu'à  une  charge 
moitié  de  celle  qui  produirait  la  rupture  immédiate;  elle  sub- 
sisterait même  au  delà  si  l'on  ne  considérait  que  les  allonge- 
ments élastiques. 

D'après  les  résultats  moyens  des  expériences  de  M-  Hodg- 
kinson,  le  coefficient  d'élaslicité  longitudinale  pour  l'extension 
de  la  fonte  serait  environ  de  9.  io\  Précédemment  on  admet- 
tait le  chiffre  de  12.  lo».  M.  Stephenson  a  proposés.  10»;  enfin, 
il  y  a  quelques  années,  MM.  Desplaces  et  Collet-Meygret  ont 
attribué  à  ce  coefficient,  dans  les  arcs  du  viaduc  de  Tarascon, 
la  valeur  de  6. 10%  et,  d'après  leurs  expériences,  ce  ne  serait 
là  qu'une  moyenne  de  nombres  variant  depuis  3.  lo»  jusqu'à 
12.10».  Des  divergences  aussi  considérables  ne  viennent  pas 
sans  doute  uniquement  de  la  différence  d'origine  des  fontes 
essayées,  laquelle  a  cependant  une  influence  marquée  sur  une 
matière  de  propriétés  physiques  aussi  changeantes.  Suivant 
MM.  Desplaces  et  CoUet-Meygrel,  il  y  aurait  en  réalité,  dans 
toute  pièce  de  fonte  de  dimensions  transversales  un  peu  fortes, 
deux  métaux  essentiellement  différents  :  le  métal  extérieur, 
occupant  la  surface  de  la  pièce  sur  une  profondeur  de  quelques 
millimètres,  et  le  métal  intérieur.  Le  premier,  refroidi  plus  ra- 
pidement par  le  contact  du  moule  au  moment  du  coulage,  serait 
plus  dur,  plus  dense,  doué  d'un  coefficient  plus  considérable 
que  le  second,  pour  lequel  le  resserrement  des  molécules 
aurait  été  gêné  et  contrarié  par  l'enveloppe  déjà  refroidie.  En 
admettant  cette  distinction  comme  fondée,  on  comprend  aisé- 
ment que  l'essai  d'une  pièce  mince  fasse  attribuer  une  valeur 
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plus  forte  au  coefficient  d'élasticité  longitudinale  de  la  fonte 
que  l'essai  d'une  pièce  à  grande  épaisseur;  car  dans  le  pre- 
mier cas  l'influence  .du  métal  extérieur  serait  dominante»  et 
dans  le  second  elle  serait  plus  ou  moins  effacée. 

Il  est  bien  difQcile,  quand  on  doit  faire  des  calculs  sur  les 
déformations  d'une  pièce  de  fonte,  de  fixer  à  priori  la  valeur 
exacte  du  coefficient  dont  il  s'agit.  Suivant  que  la  pièce  aura 
des  épaisseurs  faibles,  moyennes  ou  fortes,  il  conviendra  de 
se  rapprocher  des  nombres  12.10»,  9.10%  6.10%  à  défaut  de 
données  plus  précises.  Mais  il  vaudrait  mieux  faire  quelques 
expériences  directes  sur  des  morceaux  analogues,  pour  les  di- 
mensions et  la  provenance,  avec  ceux  qu'on  doit  définitive- 
ment employer.  D'ailleurs,  si  l'on  avait  besoin  de  connaître  le 
coefficient  d'élasticité  longitudinale  maximum  dans  une  sec»- 
tlon,  il  serait  assez  plausible  de  le  supposer  toujours  égal 
à  12. 10». 

147.  Expériences  sur  l'extension  des  bois.  —  Les  résultats 
suivants  ont  été  donnés  par  MM.  Chevandier  et  Wertheim, 
comme  conséquence  de  nombreux  essais  : 

I*»  La  densité  d'un  bois  varie  peu  avec  l'âge;  mais  le  coef- 
ficient d'élasticité  longitudinale  E  diminue  à  partir  d'un  ceiv 
tain  âge;  il  dépend,  en  outre,  de  la  sécheresse,  de  l'exposition 
et  de  la  constitution  géologique  du  terrain.  Il  est  plus  grand 
pour  les  expositions  nord,  nord-est,  nord-ouest  et  pour  les 
terrains  secs,  toutes  choses  étant  égales  d'ailleurs. 

a®  La  résistance  à  l'extension  est  soumise  à  des  influences 
analogue^. 

3*»  Les  arbres  coupés  en  pleine  sève  et  ceux  d'une  même 
essence  qui  sont  coupés  avant  la  sève  ont  à  peu  près  la  même 
élasticité. 

4^  L'épaisseur  des  couches  ligneuses  n'a  pas  d'influence 
notable  sur  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale,  excepté 
quand  il  s'agit  du  sapin  ;  la  valeur  de  ce  coefficient  est  d'au» 
tant  plus  grande,  que  l'épaisseur  des  couches  est  plus  petite. 

5^  Il  se  produit  toujours  un  allongement  permanent  en 
même  temps  qu'un  allongement  élastique. 

Quant  à  la  valeur  du  coefficient  d'élasticité  longitudinale 
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pour  l'extension  des  bois,  elle  est  naturellement  très-varîabj0, 
suivant  les  essences  et  les  circonstances  particulières  qui  in- 
fluent sur  la  qualité  de  chaque  échantillon*  Bans  le  cas  du 
chêne  et  du  sapin,  on  a  trouvé  généralement  E  variable  de 
g.io^  à  12. 10*;  mais  ces  chiffres  sont  loin  d'être  absolus,  et 
nous  ne  les  citons  que  pour  donner  une  idée  de  l'ordre  de 
grandeur  du  nombre  dont  nous  parlons. 

148.  Résistance  de  diverses  matières  à  l'extension;  limites 
pratiques  de  la  tension  longitudinale  par  unité  de  surface»  — 
La  résistance  du  fer  à  la  rupture  par  extension  est  assez  va- 
riable avec  la  nature  des  fers  essayés  et  leur  mode  de  fabrica- 
tion. Certains  fils  de  fer  de  très-bonne  qualité  peuvent  ne  se 
rompre  que  sous  une  charge  de  90  kilogrammes  par  millimètre 
carré^  tandis  que  aS  suffiraient  pour  des  fers  en  barre  médiocres 
et  de  gros  échantillon.  On  peut  admettre  comme  charges 
moyennes  produisant  la  rupture  par  extension  des  pièces  en 
fer: 

70''^*  pour  le  fil  de  fer,  les  limites  extrêmes  étant  5o  et  90 
40^'*  pour  le  fer  en  barre  »  »  25  et  60 

38*^*^  pour  la  tôle  »  »  35  et  40 

La  tôle  est,  comme  on  le  voit,  sujette  à  des  variations  moins 
considérables. 

Lorsqu'il  s'agit  de  la  fonte,  il  faut  s'attendre  à  trouver  des 
variations  encore  bien  plus  grandes  que  pour  le  fer.  M.  Hodg- 
kinson  a  reconnu  que  la  rupture  s'opérait  pour  des  charges 
comprises  entre  9  et  i4  kilogrammes  par  millimètre  carré;  la 
section  des  barres  essayées  était  de  10  centimètres  carrés  au 
moins  et  de  26  au  plus.  MM.  Minard  et  Desormes,  eni8ï5, 
avaient  indiqué  un  chiffre  sensiblement  égal  à  la  ipoyenne  de 
M.  Hodgkinson.  Mais  ces  chiffres  paraissent  devoir  être  con- 
sidérablement diminués  dans  le  cas  de  dimensions  transver- 
sales assez  fortes.  Ainsi,  dans  la  construction  du  pont  tubu- 
laire  sur  le  détroit  de  Menai,  le  fond  du  cylindre  d'une  presse 
hydraulique  s'est  détaché  sous  une  tension  qui  ne  dépassait 
guère  2  kilogrammes  par  millimètre  carré.  Une  aussi  grande 
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réduction  de  résistance  tenait  sans  doute  d'abord  à  Tépaisseur 
des  parois  latérales  du  cylindre,  qui  allait  jusqu'à  o'",a54.  I*  y 
a  probablement  ici  une  influence  analogue  à  celle  que  nous 
ayons  signalée  précédemment  en  nous  occupant  du  coeffleient 
d'élasticité  £  (n^*  146).  Peut-être  aussi  n'avait-on  pas  assez  pris 
soin  d'éviter  les  inégalités  d'épaisseur  des  parties  adjacentes, 
ce  qui  donne  souvent  lieu  à  des  défauts  intérieurs  dans  la 
pièce,  au  moment  où  elle  se  solidifie  dans  le  moule  qui  a 
servi  à  la  couler. 

Parmi  les  bois  de  construction  ordinaires,  le  chêne  et  le  sapin 
du  Nprd  se  rompent  par  extension  sous  des  charges  de  6  à. 
9  kilogrammes  par  millimètre  carré;  pour  le  sapin  des  Vosges, 
ce  chiffre  est  réduit  à  4  kilogrammes  environ. 
.  On  n'a  point  déterminé  jusqu'à  présent  d'une  manière  bien 
précise  les  limites  que  peut  atteindre  la  tension  longitudinale 
permanente  des  matériaux  de  diverses  natures  dans  les  con- 
structions. Les  expériences  sont  en  effet  difflciles,  à  cause  de 
l'influence  mal  connue  de  la  durée  des  efforts,  ce  qui  exigerait 
qu'on  les  prolongeât  pendant  des  années;  cette  difficulté  s'aug- 
mente encore  à  cause  de  la  variété  infinie  de  circonstances 
secondaires  que  présente  la  pratique.  Quand  il  s'agit  des  mé- 
taux, on  recommande  en  général  d'adopter  comme  limite  des 

tensions  permanentes  ^  de  celle  qui  entraîne  la  rupture  im- 
médiate, et  d'aller  à  —  au  plus  pour  les  autres  matières.  Ce  que 

l'on  doit  dire  pour  justifier  ces  chiffres,  c'est  que  l'habitude  et 
le  sentiment  des  constructeurs  les  ont  consacrés,  et  que  d'asàez 
nombreuses  applications  sur  des  échelles  très-variées  n'ont  pas 
encore  fait  reconnaître  l'utilité  de  les  modifier.  On  verra  cepen- 
dant plus  loin  que  le  rapport  de  77  ne  donne  pas  une  sécurité 
exagérée,  au  moins  quand  on  emploie  la  fonte. 

Les  rapports  ci-dessus  ^  et  —  sont  observés  non-seule- 
ment quand  il  s'agit  de  l'extension  simple,  mais  aussi  des  di- 
verses natures  d'actions  que  nous  allons  passer  successivement 
en  revue. 
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§  n.  —  Compression. 

149.  Élasticité  longitudinale  du  fer  et  de  la  fonte  compri- 
més. —  Les  expériences  faites  par  M.  Hodgkinson  sur  la  com- 
pression du  fer  et  de  la  fonte  ont  donné  divers  résultats  ana- 
logues à  ceux  qu'on  a  déjà  vus  tout  à  l'heure,  au  sujet  de 
l'extension.  Ainsi,  tant  que  la  charge  d'une  barre  de  fer  ne  dé- 
passe pas  i5  à  18  kilogrammes  par  millimètre  carré,  les  raccour-f 
cissements  restent  sensiblement  proportionnels  aux  charges 
qui  les  produisent;  mais  au  delà  les  raccourcissements  croissent 
Suivant  une  loi  de  plus  en  plus  rapide.  Les  charges  les  plus 
faibles  donnent  lieu  à  un  raccourcissement  permanent,  qui 
subsiste  après  la  charge,  mais  qui  n'est  qu'une  petite  fraction 
du  raccourcissement  total,  tant  que  la  charge  est  elle-même 
peu  considérable. 

Le  coefQcient  d'élasticité  longitudinale  du  fer,  relatif  à  la 
compression^,  serait,  d'après  l'expérimentateur  que  nous  ci- 
tons, un  peu  inférieur  à  celui  de  l'extension,  et  la  différence 
relative  serait  de  i5à  20  pour  100  environ.  Pour  la  fonte,  l'iné- 
galité subsisterait  dans  le  même  sens,  mais  serait  de  quelques 
centièmes  seulement.  Le  fait  dont  il  s'agit  n'est  pas  encore 
établi  d'une  manière  bien  irrécusable  ;  il  a  d'ailleurs  peu  d'im- 
portance pratique.  On  peut  donc  toujours  admettre  l'égalité 
des  deux  coefficients  d'élasticité  longitudinale;  ce  qui  ne 
signifie  pas,  comme  on  le  dit  quelquefois,  que  la  charge  de 
rupture  est  la  même  dans  les  deux  cas  de  l'extension  et  de  la 
compression. 

On  connaît  peu  d'expériences  entreprises  dans  le  but  de 
mesurer  spécialement  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale, 
relatif  à  la  compression,  pour  d'autres  matières  que  le  fer  et 
la  fonte.  D'autres  exemples  de  l'inégalité  dont  nous  venons  de 
parler  n'ont  été  signalés  par  aucun  observateur. 

150.  Généralités  sur  la  rupture  par  compression;  deux  cas  à 
distinguer.  Premier  cas.  —  On  comprend  difficilement  au  pre- 
mier abord  comment  un  corps  peut  se  rompre  par  compres- 
sion. La  rupture,  en  effet,  consiste  dans  la  séparation  des  di- 
verses molécules,  et  il  semble  que  la  compression  ne  peut 
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produire  cet  effet,  puisqu'elle  tend  au  contraire  à  les  rappro- 
cher les  unes  des  autres.  Cela  serait  vrai  s'il  n'y  avait  qu^une 
compression  simple  telle  que  nous  l'avons  étudiée  au  corn-- 
mencement  du  Cours  {n^  13  et  14);  mais  la  compression  est 
presque  toujours  accompagnée  d'effets  secondaires,  et  c'est  à 
eux  qu'est  due  la  disjonction  des  parties,  quand  les  forces  de- 
viennent assez  grandes.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un 
prisme  dé  longueur  notable,  chargé  suivant  son  axe,  la  charge 
en  croissant  progressivement  finira  par  produire  la  flexion  du 
prisme  (n"  84);  alors  il  y  aura  des  fibres  tendues  et  la  rupture 
pourra  s'ensuivre.  Si  la  longueur  du  prisme  est  trop  faible 
pour  que  la  flexion  soit  possible  (n®84),  on  observe  que  la 
compression  longitudinale  est  accompagnée  d'une  dilatation 
latérale^  et  dç  déformation  par  glissement  de  certaines  parties 
relativement  à  d'autres,  ce  qui  finit  par  amener  la  division  du 
corps  en  plusieurs  fragments. 

Les  explications  précédentes  n'ont  pas  seulement  pour  but 
de  faire  comprendre  la  possibilité  de  la  rupture  par  compres- 
sion; elles  montrent  en  outre  qu'il  y  a  deux  cas  essentielle- 
ment différents  à  distinguer,  parce  que  la  cause  de  rupture  n'y 
est  point  la  même.  Ces  deux  cas  sont:  i*"  celui  de  la  rupture 
par  compression  d'un  prisme  trop  court  pour  fléchir  sous  l'ac- 
tion d'une  force  dirigée  suivant  son  axe;  a*»  celui  de  la  rupture 
par  compression  d'un  prisme  dont  la  longueur  est  assez  consi- 
dérable pour  rendre  la  flexion  possible. 

Dans  le  premier  cas,  la  charge  capable  de  produire  l'écra- 
sement est  indépendante  de  la  longueur  et  proportionnelle  à 
la  section  transversale.  Elle  est  de  ^5  kilogrammes  environ  par 
millimètre  carré  quand  il  s'agit  du  fer;  s'il  s'agit  de  la  fonte, 
d'après  M.  Hodgkinson,  le  chiffre  est  moyennement  de  63  ki- 
logrammes par  millimètre  carré,  c'est-à-dire  cinq  fois  et  demie 
ce  que  nous  avons  indiqué  pour  l'extension  (a""  148)  :  ces  nom- 
bres sont  d'ailleurs  très-variables.  Suivant  Rondelet,  le  chêne 
et  le  sapin  du  Nord  s'écraseraient  sous  une  charge  de  4  ^^lo- 
grammes  à  4^", 5  par  millimètre  carré;  mais  celle  résistance 
peut  être  augmentée  par  la  dessiccation,  ainsi  que  M.  Hodgkin- 
son l'a  constaté;  et  même  l'augmentation  peut  aller  jusqu'à 
doubler  le  chiffre  relatif  à  certaines  essences  de  bois. 
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Les  pierres  et  les  maçonneries  ont  donné  des  résultats  ex- 
trêmement variables.  Nous  reproduirons  plus  loin,  dans  une 
des  tables  numériques  placées  à  la  fin  de  ce  volume,  quelques 
chiffres  bons  à  connaître. 

151.  Deuxième  cas  :  rupture  par  compression  des  prismes  qui 
peuvent  fléchir.  —  On  a  déjà  vu  (n*»84.)  quelle  est  la  condition 
théorique  nécessaire  pour  qu'un  prisme  puisse  fléchir  sous 
Faction  d'une  force  dirigée  suivant  la  fibre  moyenne.  En  ap- 
pelant : 

aa.la  longueur  dû  prisme; 

r  le  rayon  de  gyration  de  la  section  transversale  relative- 
ment à  Taxe  autour  duquel  s'opère  la  flexion; 

£,  le  plus  grand  coefficient  d'élasticité  longitudinale  pour 
une  fibre  quelconque  du  prisme; 

Ra  la  compression  par  unité  de  surface  capable  de  produire 
récrasement; 

Tt  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 

il  faut  que  Ton  ait  

2a>7rri/i-f-— 5 

on  doit  d'ailleurs  choisir  pour  axe  de  flexion  celui  qui  donne 
le  minimum  de  r,  car  c'est  celui  autour  duquel  la  flexion  est  la 
plus  facile,  et  auquel  correspond  la  plus  petite  limite  infé- 
rieure de  la  longueur  2a.  Ainsi,  quand  la  base  est  un  rectangle 
homogène  dont  la  plus  petite  dimension  est  h,  il  faut  prendre 

r=A  i/ — =10,29/1;  quand  la  base  est  un  cercle  homogène 

de  diamètre  rf,  on  a  r=  o,25rf. 

On  s'est  peu  préoccupé  de  déterminer  expérimentalement 
la  limite  inférieure  dont  nous  parlons.  Seulement  M.  Hodgkin- 
son  a  énoncé  ce  fait  :  tant  que  la  longueur  d'une  barre  de  fonte 
carrée  ou  circulaire  ne  dépasse  pas  cinq  fois  le  diamètre,  la 
rupture  se  fait  par  écrasement  simple  ;  quand  la  longueur  est 
de  cinq  à  vingi-cinq  fois  le  diamètre,  il  y  a  rupture  mixte,  à  la 
fois  par  écrasement  et  par  flexion;  au  delà  de  vingt-cinq  fois 
le  diamètre,  la  flexion  devient  irrésistible.  Or,  si  dans  la  for- 
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mule  rappelée  tout  à  l'heure,  on  fait  r=  0,29/1,  Ei=i2.io% 
R,  =  63.io«{n~146  el  150),  on  trouve  !2^a>i2A,  résultat  qui 
concorde  assez  bien  avec  1- indication  de  M.  Hodgkinson;  ee 
résultat  varierait  d'ailleurs  avec  les  échantillons  de  fonte,  par 
le  changement  des  nombres  £1  et  R3. 

Quand  un  corps  de  forme  prismatique  a  une  longueur  assez 
grande  pour  commencer  à  Oéchir  avant  de  s'écraser,  si  la 
charge  acquiert  une  intensité  suffisante  pour  que  la  flexion 
puisse  exister  en  effet,  on  sait  (n®  SA')  qu'un  faible  supplément 
de  charge  peut  entraîner  un  grand  accroissement  de  flèche,  et 
par  conséquent  la  rupture  de  la  pièce.  Ainsi  donc,  si  l'on  dé- 
signe par  e  le  ressort  longitudinal  du  prisipe  (n®  14-),  la  moin- 
dre charge  capable  de  maintenir  la  pièce  fléchie  étant  expri* 

méepar-^~Y  t*^*^^)'  ^®  ^®^^  ^^  aussi  l'expression  théorique 

de  la  charge  de  rupture,  puisqu'on  ne  saurait  la  dépasser  d'une 
manière  sensible  sans  très-grand  danger*  Dans  le  cas  d'une 
section  transversale  homogène,  ayant  la  forme  d'un  cercle 

plein,  de  diamètre  rf,  on  aurait  «r^  =  ^7rErf*;  dans  le  cas 

d'une  section  rectangulaire  homogène,  h  étant  son  petit  côté 

et  /  le  grand,  on  aurait  er*=:  —  E//i\  Par  conséquent  la  force  N 

capable  de  produire  la  rupture  serait  exprimée  théoriquement 

par 

I  rf* 

—=r^  tt'E  —-  î  pour  la  sectiofa  circulaire; 

I  '       /A' 

7f»E  — -?  pour  la  section  rectangulaire. 
40         a' 

Il  est  indispensable  de  se  rappeler  que  l'expression    ,  ^ 

de  la  force  de  rupture  a  été  obtenue  dans  l'hypothèse  où  les 
sections  extrêmes  de  la  pièce  ne  seraient  pas  encastrées  et 
pourraient  au  contraire  tourner  librement,  tout  en  conservant 
leur  centre  sur  la  direction  même  de  l'effort  total  de  compres- 
sion. Dans  le  cas  où  l'encastrement  existerait  et  empêcherait 
rigoureusement  toute  rotation  des  sections  extrêmes,  la  force  de 
rupture  serait  quadruplée(n®85).Or^  cederj:iier  cas  se  rapproche 
I,   a«  ÉDiT.  a6 
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peut-être  plus  que  l'autre  des  circonstances  pratiques  les  plus 
ordinaires;  car  les  poteaux  et  colonnes  sont  toujours  terminés 
par  des  surfaces  plates  s'appuyant  aussi  sur  des  plans,  en  sorte 
que  rétendue  même  de  ces  surfaces  d'appui  s'oppose  plus  ou 
moins  complètement  à  leur  rotation  et  constitue  tout  au 
moins  un  encastrement  partiel.  L'expérience  confirme  cette 
manière  de  voir.  M.  Hodgkinson  a  trouvé  en  effet  que  les  co- 
lonnes de  fonte  à  extrémités  arrondies  résistaient  trois  fois 
moins  à  la  rupture  par  compression  que  colles  dont  les  extré- 
mités présentaient  une  section  plane.  Ainsi  donc,  en  admet- 
tant la  substitution  de  ce  multiplicateur  3  au  multiplicateur 
théorique  4»  pour  tenir  compte  par  aperçu  de  l'imperfection 
de  l'encastrement,  on  aurait,  dans  le  cas  des  bases  plates  : 

^  __ _Z__     ^  rf*    pour  la  section  circulaire,  pleine  et 
256  '      a'  '      homogène  ; 

^  _  _!_    2X»  ^    pour  la  section  rectangulaire,  égale- 
"~  i6         «*  '      ment  pleine  et  homogène. 

A  la  vérité,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer  (n®  145), 
on  ne  doit  pas  compter  sur  l'exactitude  des  formules  théori- 
ques lorsqu'il  s'agit  de  calculer  les  forces  de  rupture;  néan- 
moins M.  Hodgkinson  a  reconnu  que  la  charge  capable  de 
rompre  un  poteau  en  chêne  de  bonne  qualité,  à  section  rec- 
tangulaire et  à  bases  plates,  était  représentée  par  la  formule 
empirique 

/A» 
N  =  2565.10»^, 
4a^ 

le  kilogramme  et  le  mètre  étant  pris  pour  unités.  On  voit  que  N 
varie  proportionnellement  à  /  et  au  cube  de  A,  et  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  longueur  2a,  comme  l'indique  la  théorie; 

2^65    I o* 

de  plus,  en  comparant  la  valeur  de  la  constante -^ —  avec 

l'expression  -7:  tt^E,  on  en  conclurait  E  =  io'»  environ,  valeur 
10 

s'accordant  à  peu  près  avec  les  nombres  admis.  Nous  devons 

dire  que  les  expériences  du  physicien  anglais  n'ont  pas  été 

très-nombreuses  et  se  rapportaient  à  de  petits  échantillons. 
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Pour  des  poteaux  en  sapin  rouge,  le  même  expérimenta- 
teur a  indiqué  la  formule 

N  =  2142. 10* -7 — • 

4^' 
Si  les  boiSy  au  lieu  d'être  choisis^  étaient  de  qualité  médio- 
cre, les  coefficients  numériques  diminueraient  environ  de  j 

ou  de  -r  de  leur  valeur. 

o 
M.  Hodgkinson  a  aussi  proposé,  pour  déterminer  la  charge 
de  rupture  des  colonnes  pleines  en  fonte  à  bases  plates,  la 
formule 

N  =  3200.  io«  r r--  ; 

et  dans  le  cas  de  colonnes  creuses,  c  étant  le  diamètre  du  vide 
supposé  concentrique  au  plein, 

^3,6  _  ^3,8 


N  =  32go.  10® 


(2a^ 


La  théorie  aurait  donné,  au  lieu  de  Texposant  3,6,  l'exposant  4; 

3 
2  au  lieu  de  1,7;  au  lieu  de  3290.10%  la  quantité  ^tt^E,  soit, 

en  faisant  £  =  9.10®  (valeur  moyenne  pour  la  fonte),  le  nom- 
bre i3o8o.ix)^  Mais  ces  discordances  paraissent  toutes  natu- 
relles si  Ton  veut  bien  se  reporter  aux  considérations  du 
n°  145,  et  nous  ne  saurions  trop  répéter  qu'on  risque  beau- 
coup de  s'engager  dans  une  fausse  voie,  quand  on  veut  calcu- 
ler les  charges  de  rupture  à  l'aide  des  formules  fondées  sur  les 
théories  de  la  Résistance  des  Matériaux,  puisque  les  hypo- 
thèses premières  qui  leur  servent  de  base,  suffisamment  vraies 
pour  le  cas  de  faibles  efforts  moléculaires,  deviennent  radica- 
lement inexactes  si  la  rupture  est  sur  le  point  de  se  produire. 
En  résumé,  pour  les  solides  pouvant  fléchir,  la  résistance  à 
la  rupture  par  compression  directe  est,  à  section  égale,  décrois- 
sante avec  la  longueur  et  croissante  avec  la  petite  dimension 
de  l'équarrissage  :  on  voit  aussi  qu'il  est  difficile  de  la  repré- 
senter par  une  formule  qui  convienne  à  tous  les  cas. 

26. 
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M.  Hodgkinson  a  observé  en  outre  les  deux  faits  suivants  : 

I*»  A  égalité  de  nîatière  employée,  le  renflement  vers  le 

milieu  augmente  peu  la  résistance;  il  ne  l'augmente  que 

de  -  ou  ^  seulement. 

7       8 

2^  Sous  la  même  condition  d'une  égale  dépense  de  matière» 
les  colonnes  creuses  résistent  mieux  que  les  colonnes  pleines; 
elles  sont  également  préférables  à  celles  dont  la  section  trans- 
versale est  en  forme  de  croix.  Cependant  leur  emploi  exige 
des  précautions;  le  moule  peut  se  déranger  pendant  le  cou- 
lage, et  le  vide  ne  plus  être  bien  concentrique  avec  la  circon- 
férence extérieure,  ce  qui  produirait  une  diminution  notable 
de  résistance.  Quant  à  l'explication  théorique  de  ce  deuxième 
fait,  elle  consisterait  à  dire  que  la  charge  de  rupture  est  pro* 
portionnelle  au  moment  d'inflexibilité,  lequel  est  plus  grand, 
à  égalité  d'aire,  pour  une  section  annulaire  que  pour  une  sec- 
tion ayant  la  forme  d'un  cercle  plein  ou  d'une  croix. 

M.  Love,  ingénieur  civil,  a  donné,  dans  un  Mémoire  sur  la 
résistance  du  fer  et  de  la  fonte,  des  formules  plus  simples  que 
celles  de  M.  Hodgkinson,  pour  calculer  la  charge  de  rupture 
des  colonnes  pleines  en  fer  ou  en  fonte.  Ces  formules,  qui 
concordent  suffisamment  avec  les  expériences  du  physicien 
anglais,  sont  les  suivantes  : 

N' 
pour  la  fonte...    N  = 


,454-0,00337/ ^j 


N' 
pour  le  fer N  =  • 


1,55  -h  o,ooo5o 


m' 


en  nommant  N'  la  charge  de  rupture  calculée  d'après  la  sec- 
tion de  la  colonne,  comme  si  celle-ci  était  incapable  de  fléchir. 
Il  est  visible  que  ces  formules  ne  sont  pas  applicables  quand 

le  rapport  -^  devient  trop  faible;  car  pour  une  très-petite 

longueur  on  devrait  avoir  N  =  N',  tandis  que  les  formules  don- 
nent toujours  N<N'.  Il  faut  supposer  que  la  longueur  est  au 
moins  égale  à  vingt  fois  le  diamètre. 
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On  voit,  par  Texamen  des  deux  formules  précédentes,  que 
la  résistance  des  colonnes  de  fonte  diminue  plus  rapidement 
que  celle  des  colonnes  de  fer,  quand  la  longueur  augmente. 
C'est  ce  qui  explique  ce  fait  d'observation,  que  si  le  rap- 

2  £Z 

port-T-  vient  à  dépasser  une  certaine  limite  (3o  environ),  les 
colonnes' pleines  en  fer  résistent  mieux  que  celles  de  fonte. 

152.  Limites  pratiques  des  efforts  de  compression  perma- 
nente. —  Ces  limites  sont  fixées  absolument  de  la  même 
manière  que  pour  l'extension  (n*»  148),  comme  nous  l'avons 
déjà  dit. 

§  m.—  Glissement  transversal;  glissement  longitudinal  des 
fibres  dans  les  pièces  de  bois. 

153.  Difficulté  de  procéder  à  une  mesure  directe  de  l'élas- 
ticité transversale  ;  comment  on  peut  V évaluer  indirectement. 
—  Le  glissement  relatif  simple  des  sections  transversales  d'un 
prisme»  tel  qu'il  a  été  défini  et  étudié  au  n"  15,  est  difficile  à 
produire  Isolément.  Si,  par  exemple,  on  cherche  à  le  faire 
naître  en  suspendant  un  poids  à  Textrémilé  d'un  prisme  hori- 
zontal encastré  à  l'autre  bout,  il  est  clair  que  cette  charge  aura 
un  moment  par  rapport  aux  divers  centres  d'élasticité  des 
sections  successives,  en  sorte  qu'elle  engendrera  tout  à  la  fois 
un  glissement  et  une  flexion.  On  peut  dire  qu'il  en  sera  tou- 
jours ainsi  quand  le  prisme  ne  sera  soumis  qu'à  des  forces 
perpendiculaires  à  sa  longueur;  car  s'il  n*y  avait  pas  de  flexion, 
le  moment  fléchissant  serait  constamment  nul  :  or  la  dérivée 
de  cette  quantité,  considérée  comme  variable  d'une  section  à 
l'autre,  représente  la  valeur  de  la  force  transversale  de  glisse- 
ment (n**  70);  donc  cette  force  serait  elle-même  toujours 
nulle,  et  le  glissement  n'existerait  pas.  Ainsi  la  production 
isolée  du  glissement  transversal  exigerait  qu'on  Ht  usage  tout 
à  la  fois  de  forces  perpendiculaires  et  de  forces  parallèles  à  la 
longueur  du  prisme;  et  bien  que  cette  combinaison  ne  soit 
pas  absolument  impossible  à  réaliser,  nous  croyons  cepen* 
dant  que  l'expérience  directe  présenterait  d'assez  grandes 
difficultés. 
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Mais  si  le  glissement  simple  ne  .se  produit  pas  isolément 
sans  beaucoup  de  précautions^  on  peut  aisément  mettre  enjeu 
l'élasticité  transversale  dans  un  autre  phénomène,  qui  est  celui 
de  la  torsion  simple.  Il  suffira,  par  exemple,  d'encastrer  ua 
cylindre  par  une  extrémité  et  d'appliquer  à  l'autre  un  couple 
contenu  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Appelons  V  le 
moment  du  couple,  a  et  6  les  rayons  de  gyration  principaux 
(  n®  3)  de  la  section  transversale,  w  un  élément  de  cette  section, 
dont  6  serait  le  coefficient  d'élasticité  transversale.  Comme  les 
actions  moléculaires  développées  dans  une  section  quelconque 
doivent  faire  équilibre  au  couple  V,  la  rotation  relative  de  deux 
sections  distantes  d'une  longueur  ds  aura  pour  expression 

\ds 

r-T-T-rrrvTr- (  n°  18),  et  cctte  rotation  s'effectuera  autour  de 

l'axe  de  la  pièce.  Entre  deux  sections  quelconques  il  y  aura 
donc  une  rotation  relative  proportionnelle  à  leur  distance,  et 

V 
la  quantité     «  .  i.2\yf    '  représentant  cette  rotation  rappor- 
tée à  l'unité  de  longueur,  est  ce  que  l'on  appelle  ordinaire- 
ment angle  de  torsion  par  unité  de  longueur.  Quand  la  matière 

est  supposée  homogène,  l'angle  de  torsion  par  unité  de  Ion- 

V 
gueur  a  simplement  pour  valeur  8  =  ^^  tjLlh^\^  ^"  appe- 
lant Q,  la  section  totale.  On  comprend  maintenant  sans  peine 
que  si  l'expérience  a  donné  pour  un  cylindre  déterminé  la 
valeur  de  Q  correspondante  à  urT  couple  V,  l'égalité  précédente, 
où  tout  serait  connu  sauf  G,  ferait  connaître  ce  coefficient. 
Ainsi,  dans  le  cas  d'un  cylindre  circulaire  homogène  de  rayon  p, 

l'on  aurait  Û  =  7rp2,    a^=b^=jp^,  et  par  suite 

si  la  section  est  un  carré  homogène  de  côté  c,  on  devra  faire 
12  =  c%    a^=z  b^=  —  c\  d'où  résultera 

Une  telle  manière  de  procéder  serait  à  l'abri  de  toute  cth 
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tique  si  l'hypothèse  en  vertu  de  laquelle  nous  avons  établi  que 
la  torsion  simple  correspond  à  l'action  d*un  couple  était  elle- 
même  rigoureuse.  Or  les  beaux  travaux  de  M.  de  Saint-Venant 
sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  (*)  tendent  à  dé- 
montrer que  cela  n'est  pas,  sauf  dans  le  cas  d'une  section 
circulaire-  Si  l'on  prend,  par  exemple,  une  section  carrée 
homogène,  il  faudrait,  d'après  M.  de  Saint-Venant,  rectifier 
réquation  (a)  ci-dessus  en  divisant  le  second  membre  par  le 
nombre  o,8435.  Il  nous  semblerait  donc  préférable,  sans  les 
difficultés  don't  il  a  été  question  tout  à  l'heure,  de  chercher 
le  coefficient  G  par  la  mesure  d'un  glissement  transversal  sim- 
ple, plutôt  que  le  déduire  d'un  effet  qui  en  dépend  suivant 
une  loi  plus  ou  moins  compliquée  et  peut-être  imparfaite- 
ment connue.  Par  la  même  raison,  il  semble  plus  sage  de 
déterminer  le  coefficients  par  la  mesure  d'extensions  simples 
que  par  des  expériences  sur  la  flexion,  phénomène  qui  met 
bien  en  jeu  l'élasticité  longitudinale,  mais  d'une  manière  plus| 
complexe  et  moins  facile  à  saisir.  Tout  au  moins,  quand  on 
déduira  G  d'expériences  sur  la  torsion,  conviendra-t-il  d'écar- 
ter une  cause  d'erreur  en  employant  de  préférence  les  cylin- 
dres à  base  circulaire. 

Voici  les  valeurs  du  coefficient  d'élasticité  transversale  G 
pour  les  deux  métaux  les  plus  usuels  : 

Fer 6,7. 10', 

Fonte 2,0.  lo*. 

Quant  aux  bois,  il  y  a  peu  d'expériences  connues,  et  les 
auteurs  indiquent  à  ce  sujet  des  résultats  assez  discordants. 
Nous  trouvons,  par  exemple,  dans  un  travail  de  M.  Wertheim 
(Annales  de  Chimie  et  de  Physique ^  3®  série,  t.  L),  une  ex- 
périence sur  un  prisme  carré  en  bois  de  chêne,  dans  la- 
quelle on  aurait 

V  =  o^«",2475,     -c  =  o,oioi,     0i==o,io8; 


(*)  Voir  l'ouvrage  intitulé  :  De  la  torsion  des  prismes,  erc/par  M.  de  Saint- 
Venant,  extrait 'du  tome  XIV  des  Mémoires  présentée  par  divers  savants  à  l'A- 
cadémie des  Sciences. 
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la  formule  (a)  donnerait  en  conséquence 

r^  '485 


0,108.(090101)^16 


=  OySa.ioS 


valeur  qui,  en  raffeciant  du  coefficient  rectificatif  — ^tt^  de 

0,0435 

M.  de  Saint-Venant,  s'élèverait  aux  environs  de  lo».  M.  l'in- 
génieur en  chef  Bounîceau  a  trouvé,  de  son  côté,  comme 
résultat  de  ses  propres  expériences  sur  des  prismes  en  chêne 
de  la  haute  Normandie  (Annales  des  Ponts  ^et  Chaussées, 
1861,  1"  semestre), 

G  =  0,49.10% 

ou  encore,  eu  égard  au  coefficient  rectificatif, 
G  =  0, 58. 10». 

Enfin,  M.  le  général  A.  Morin  (Résistance  des  Matériaux, 
n^  600  de  la  2*  édition)  indique  pour  le  chêne  la  valeur 
G=z^.io^.  La  conclusion  que  nous  devons  naturellement 
tirer  de  là,  c'est  que  le  coefficient  G  relatif  à  une  même 
espèce  de  bois  varie  considérablement  d'un  échantillon  à 
l'autre,  et  qu'on  doit  désirer  d'être  éclairé  sur  ce  sujet  par 
des  expériences  plus  nombreuses. 

154'.  Résistance  transversale^  —  La  résistance  transversale 
des  matériaux  a  été  beaucoup  moins  étudiée  par  les  ingénieurs 
et  les  physiciens  que  les  résistances  à  l'extension  et  à  la.com- 
pression.  Cependant  on  ne  rencontre  pas  ici  les  difficultés  que 
nous  avons  signalées  dans  le  n"*  153,  à  propos  du  coefiicieut 
d!élasticité;  la  mesure  de  la  résistance  dont  il  s'agit  pourrait 
être  opérée  simplement  et  d'une  manière  directe  en  encastrant 
un  prisme  horizontal  par  une  extrémité  et  suspendant  une 
charge  verticale  très-près  du  point  d'encastrement. 

M.  Vicat,  à  qui  l'on  doit  quelques  expériences  sur  ce  sujet, 
n'a  pas  procédé  tout  à  fait  comme  on  vient  de  le  dire.  Il  a 
opéré  sur  des  cubes  de  plâtre,  sur  des  briques,  des  mortiers  et 
des  pierres  calcaires.  Les  solides  étaient  percés  de  deux  trous 
cylindriques  opposés,  de  même  diamètre  ;  on  mesurait  la  force 
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nécessaire  pour  détacher  le  solide  intermédiaire  qui  restait 
entre  ces  trous,  en  l'obligeant,  par  la  pression  d'un  piston,  à 
glisser  dans  le  sens  parallèle  à  Taxe  commun  des  deux  cylin- 
dres. Si  Ton  nomme  F  cette  force,  p  le  rayon  des  trous, 
8  répaisseur  restant  pleine  entre  les  fonds  des  trous,  le  quo- 

F 

tient mesurera  la  résistance  transversale  à  la  rupture  par 

2  7rpe  "^         '^ 

unité  de  surface.  Voici  les  valeurs  données  par  les  expériences 

F 

de  M.  Vicat  pour  la  quantité ; 

'^  ^  27rp6 

Plâtre  ordinaire  gâché. de  21 .  lo*  à  53.  lo* 

Brique  crue »           3o.  10* 

^Mortier  de  chaux  grasse  et  de  sable, 

âgé  de  quatorze  ans ))          28. 10* 

Pierre  calcaire »         121 .  10* 

Calcaire  lithographique »         289. 10^ 

'  La  méthode  de  M.  Vicat  semble  bonne  pour  les  corps  grenus 
comme  ceux  sur  lesquels  il  a  opéré  ;  mais  elle  laisserait  quelque 
incertitude  pour  les  corps  flbreux,  car  la  résistance  au  glisse- 
ment pourrait  ne  pas  être  constante  sur  tout  le  contour  du 
cylindre  restant  dans  l'intervalle  des  trous. 

La  résistance  transversale  du  fer  est  connue  par  des  expé- 
riences sur  le  cisaillement  dés  rivets  employés  dans  les  con- 
structions et  appareils  en  tôle,  c'est-à-dire  sur  leur  rupture  par 
un  glissement  de  la  tête  parallèlement  à  son  plan.  D'après  les 
résultats  suffisamment  concordants  obtenus  par  diverses  per- 
sonnes, on  admet  généralement  comme  un  fait  acquis  que  la 
résistance  transversale  du  fer  et  sa  résistance  longitudinale  à 
la  rupture  par  extension  sont  à  peu  près  identiques;  ou,  en 
d'autres  termes,  qu'il  faut,  pour  cisailler  une  barre  de  fer,  une 
force  à  peu  près  égale  à  celle  qui  serait  capable  d'en  produire 
la  rupture  par  extension.  Cependant  l'expérience  semblerait 
plutôt  indiquer  une  légère  infériorité  dans  la  résistance  trans- 
versale ;  peut-être  serait-il  plus  exact  d'admettre  qu'elle  est 

seulement  les  t  de  Tautre,  comme  l'avait  indiqué  Navier  d'a- 
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près  certaines  considérations  théoriques.  Au  reste,  le  fait  a 
pratiquement  peu  d'importance;  pour  les  rivets  en  particulier, 
la  résistance  au  cisaillement  est  beaucoup  augmentée  par  le 
frottement  dû  au  serrage,  frottement  en  vertu  duquel  une 
partie  de  la  force  totale  est  transmise,  sans  l'intermédiaire  des 
rivets,  de  Tune  à  l'autre  des  deux  pièces  de  tôle  qu'ils  servent 
à  réunir. 

Là  résistance  transversale  de  la  fonte  n'a  pas  été,  à  notre 
connaissance,  l'objet  d'essais  directs;  elle  a  été  déduite  seule- 
ment d'expériences  sur  la  torsion.  En  conservant  les  notations 
du  n*  153,  la  quantité  p6  serait,  pour  un  cylindre  circulaire 
homogène  soumis  à  la  torsion,  la  valeur  du  glissement  trans- 
versal maximum  des  fibres  par  unité  de  longueur;  la  tension 
transversale  maximum  par  unité  de  surface  serait  donc  Gp9, 

Vp  aV 

OU  bien  ^  ,   ,      .,,»  ou  enfin  — -•  Par  conséquent,  si  l'on  ad- 

met  que  les  formules  continuent  à  s'appliquer  jusqu'à  la  rup- 
ture, et  qu'on  la  produise  en  augmentant  convenablement  le 

couple  V,  le  calcul  de  l'expression  — -  donnera  la  résistance 

TTp 

transversale  à  la  rupture,  rapportée  à  l'unité  de  surface.  On 
a  trouvé  ainsi,  dans  le  cas  de  la  fonte,  des  nombres  variables 
de  17. 10*  à  26.io%  et  moyennement  aa.io».  Outre  l'incon- 
vénient déjà  signalé  (n°"  145  et  151)  d'appliquer  les  formules 
théoriques  de  la  Résistance  des  Matériaux  à  la  détermination 
de  forces  de  rupture,  ce  procédé  suppose  l'homogénéité  de  la 
fonte,  tandis  que  plus  vraisemblablement  la  partie  centrale  n'a 
pas  la  même  élasticité  que  la  partie  extérieure.  Mais  la  plu- 
part des  déductions  que  l'on  a  tirées  des  expériences  faites 
sur  la  fonte  sont  également  fondées  sur  l'hypothèse  d'une 
matière  homogène,  et  peut-être  est-ce  là  une  des  causes  qui 
en  rendent  les  résultats  si  divergents. 

A  l'égard  du  bois,  nous  n'avons  guère  d'autres  renseigne- 
ments que  ceux  qui  nous  sont  fournis  par  le  travail  de  M.  Bou- 
niceau,  déjà  cité  (n"*  153).  M.  Bouniceau  a  opéré  sur  des 
prismes  à  section  carrée  :  c  désignant  le  côté,  le  glissement 

maximum  est  alors  exprimé  par-c0  v/2,  d'où  résulte  la  ten- 
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sion  correspondante  -  Gcô  v'^ ,  soit,  en  vertu  de  la  relation  {2), 

SVi/â 

— ~ — •  En  angmentanl  V  jusqu'à  rompre  le  prisme,  le  calcul 

de  cette  expression  a  donné  les  résultats  moyens  que  voici  : 

Résistances  transversales 
Essences  des  bois  essayés.  à  la  rupture. 

Sapin  rouge  de  Prusse 1,29.  io« 

Orme 1,16.  io« 

Chêne  de  haute  Normandie ï>96.  io« 

Hêtre .' 1,23.106 

Hêtre  injecté 0,93.  io« 

Sapin  rouge  de  Norvège 0,80.  io« 

D*après  la  théorie  de  M.  de  Saint-Venant,  la  tension  maximum, 

dans  un  prisme  carré  et  homogène  soumis  à  la  torsion,  serait 

8V  ,  .     24V  .        ,         .     ,         ^ 

^^^.. — '^  ou  a  peu  près  -^5  par  suite,  les  résultats  de 

M.  Bouniceau  devraient  se  multiplier  par-^^  =  i,i3. 

155.  Limites  pratiques  des  tensions  transversales,  —  Il  est 
assez  rare  que  dans  les  constructions  telles  que  peuvent  avoir 
à  en  établir  les  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées,  les  tensions 
transversales  jouent. un  rôle  important;  presque  toujours 
les  dimensions  qu'on  est  obligé  de  donner  aux  pièces  pour 
résister  à  des  actions  d'une  autre  nature  sont  plus  que  suffi- 
santes pour  les  mettre  en  état  de  résister  aussi  aux  forces  de 
glissement.  Cependant  Tingénieur  ne  doit  pas  perdre  ces  forces 
de  vue,  surtout  quand,  pour  économiser  la  matière,  il  réduit 
les  dimensions  des  diverses  sections  d'une  pièce  à  ce  qui  est 
strictement  nécessaire,  comme  dans  les  solides  d'égale  résis- 
tance. Il  peut  arriver  alors  que  dans  certaines  sections  déter- 
minées, la  force  de  glissement  fatigue  plus  la  pièce  que  les 
forces  qui  résultent  de  l'extension  longitudinale. 

En  pareil  cas,  suivant  la  règle  indiquée  au  n**  148,  on  s'as- 
surera que  le  maximum  de  la  tension  transversale  par  unité  de 


Digitized  by  LjOOÇIC 


4i3  cHAPrnn  nraftsE. 

saiiace  dans  une  pièce  de  métal  ne  dépasse  pas  ^  de  celle  qui 

enlratneralt  la  niptare  lomiédiate;  la  fraction  g  sera  rédaite 

*   r  , 

a  —  poar  les  antres  matières* 

Bans  les  machines,  il  y  a  certaines  pièces,  les  arbres  de  ro- 
tation par  exemple,  qui  sont  plas  particulièrement  exposés  à 
des  tensions  transversales  produites  par  la  torsion.  Il  convient 
ici,  non-seulement  que  les  efforts  moléculaires  ne  compro- 
mettent pas  la  pièce,  mais  encore  que  l'angle  de  torsion  n'at- 
teigne pas  une  grandeur  bien  sensible,  aGn  d'assurer  la  régula- 
rité dans  les  transmissions  de  mouvement  et  de  ne  pas  donner 
lieu  à  des  suppléments  de  frottement  plus  ou  moins  considé- 
rables. On  comprend  alors  qu'il  est  bon  de  restreindre  le 
maximum  des  efforts  qui  seraient  parfaitement  admissibles  dans 
d'autres  circonstances.  Si  donc  il  s'agit  d'arbres  ayant  une  sec- 
tion circulaire  ou  en  forme  de  polygone  régulier,  p  étant  le 

rayon  du  cercle  inscrit,  au  lieu  d'égaler  la  quantité  — ;  (  n*  i5i  ) 

au  sixième  ou  au  dixième  de  la  résistance  à  la  rupture  par 
unité  de  surface,  on  devra  l'égaler  à  une  constante  C,  que  la 
pratique  des  constructeurs  de  machines  et  des  exemples 
connus  auront  permis  de  déterminer  pour  chaque  matière. 
M.  le  général  A.  Morin  a  proposé  les  valeurs  suivantes,  que 
nous  transcrivons  en  nombres  ronds  : 

Pour  le  fer  et  l'acier C  :=:    4-  «<>• 

Pour  la  fonte i33. io« 

Pour  le  bois  de  chêne 27. lo^ 

Pour  le  bois  de  sapin ^29. 10^ 

Les  valeurs  ci-dessus  conviennent  au  cas  des  arbres  allégés; 
si  l'on  veut  avoir  des  arbres  forts,  on  prend  C  deux  fois  plus 
petit.  Dans  le  cas  d'arbres  creux,  p'  étant  le  rayon  intérieur, 

C  devrait  être  égalé  à     ,^^^  '   » 
156.  Résistance  au  glissement  longitudinal  dê^  fibres.  —  On 
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a  vu  au  n«  83  que  si  une  poutre  droite  chargée  de  forces  trans- 
versales fléchit  comme  le  suppose  la  théorie,  alors  il  y  a  dans 
chaque  élément  de  la  poutre  compris  entre  deux  sections  con- 
sécutives une  force  qui  tend  à  faire  glisser  Tune  sur  l'autre  les 
deux  moitiés  de  cet  élément  parallèlement  à  la  longueur  des 
fibres.  Il  se  développe  ainsi  une  nature  particulière  de  résis- 
tance dont  nous  ne  dirons  qi^e  quelques , mots.  Quand  on  con- 
sidère une  poutre  en  fonte  ou  en  tôle,  on  peut  admettre,  faute 
de  données  suffisantes,  que  les  forces  de  rupture  par  glisse- 
ment longitudinal  et  par.  glissement  transversal  sont  sensible- 
ment les  mêmes.  Pour  les  bois  de  chêne  et  de  sapin,  d'après 
MM.  Chevandier  et  Wertheim,  cette  force  de  rupture  serait  de 
3o  à  4o  kilogrammes  par  centimètre  carré  de  surface,  soit  de 
3o.  10*  à  4o.io*  kilogrammes  par  mètre  carré. 

§  IV.  —  Expériences  sut  la  flezion  et  snr  les  effets  d'une  charge 
en  mouvement. 

157.  Férification  expérimentale  de  diverses  notions  théo- 
riques relatives  à  la  flexion  des  pièces  droites  chargées  trans- 
versalement, —  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  poutre 
droite  horizontale  reposant  sur  des  appuis  et  supportant  des. 
poids.  Dans  ce  cas,  la  théorie  nous  apprend  (n'*2i)  que  les 
tensions  longitudinales  et  les  variations  de  longueur  des  élé- 
ments de  fibre  qui  traversent  une  même  section  sont  propor- 
tionnelles aux  distances  qui  les  séparent  de  la  fibre  moyenne, 
en  sorte  que  celle-ci  n'est  ni  pressée  ni  tendue;  nous  avons 
vu  de  plus  que  les  fibres  sont  tendues  ou  comprimées  suivant 
qu'elles  se  trouvent  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'axe  de  flexion. 

Comme  vérification  de  ces  faits,  on  peut  d'abord  citer  les 
expériences  anciennement  faites  par  Duhamel  du  Monceaux, 
insérées  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Pa- 
ris,  pour  l'année  1767.  Duhamel  du  Monceaux  ayant  fait  prépa- 
rer une  série  de  barreaux  en  bois  de  saule,  identiques  autant 
que  possible,  les  plaça  successivement  sur  des  appuis  de  même 
niveau  qui  en  soutenaient  les  extrémités,  et  les  rompit  par  un 
poids  placé  au  niilieu,  dans  les  circonstances  suivantes  :  Une 
partie  des  barreaux  n'avait  pas  subi  de  modification  quand  on 
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les  soumettait  à  raction  de  la  charge;  d'autres  avaient  reçu  un 
trait  de  scie  dans  le  plan  de  la  section  du  milieu,  et  cette  partie 
sciée  occupait  le  tiers  de  la  hauteur  de  l'équarrissage,  à  partir 
de  la  face  supérieure  et  sur  toute  la  largeur;  d'autres  barreaux 
avaient  pareillement  des  traits  de  scie  sur  la  moitié  et  sur  les 
trois  quarts  de  la  hauteur.  Le  petFt  vide  produit  par  l'épaisseur 
du  trait  était  rempli  par  une  planchette  en  bois  dur.  Or,  l'ex- 
périence a  montré  que  tous  ces  barreaux  se  rompaient  à  peu 
près  sous  la  même  charge,  et  les  différences  peu  sensibles  des 
charges  de  rupture  s'expliqueraient  suffisamment  par  l'impos- 
sibilité de  se  procurer  des  barreaux  absolument  identiques. 
Cela  se  comprend  aisément  au  moyen  des  notions  théoriques 
sur  la  flexion;  car  en  sciant  les  fibres  en  travers,  dans  la  partie 
de  la  section  qui  est  comprimée,  et  remplissant  le  vide  par  du 
bois  dur,  on  n'empêche  pas  les  actions  répulsives  dues  à  la 
compression  de  s'exercer  tout  aussi  bien  qu'avant  la  solution 
de  continuité,  et  par  conséquent  on  n'affaiblit  pas  la  pièce,  en 
tant  qu'on  la  considère  comme  résistant  à  la  flexion;  on  ne 
produit  pas  encore  d'affaiblissement  notable  quand  on  scie  au 
delà  du  milieu  de  la  hauteur,  jusqu'aux  trois  quarts,  car  les 
fibres  situées  près  de  la  fibre  moyenne  ne  supportent  que  de 
faibles  pressions  ou  tensions,  et  il  y  a  peu  d'inconvénient  à 
les  scier,  lors  même  qu'elles  sont  tendues. 

M.  Charles  Dupin  et  Duleau  ont  également  fait  des  expé- 
riences en  petit  sur  des  pièces  de  bois  et  de  fer,  desquelles  il 
résulte  que  dans  les  pièces  droites  courbées  par  la  flexion  due 
à  des  charges  perpendiculaires  à  leur  axe,  les  sections  nor- 
males restent  planes,  et  que  dans  le  cas  d'une  section  rectan- 
gulaire l'allongement  de  la  partie  convexe  est  égal  au  raccour- 
cissement de  la  partie  concave,  comme  l'indique  la  théorie, 
puisque  ces  deux  parties  sont  également  éloignées  de  l'axe 
neutre.  ' 

M.  le  général  Morin  a  fait  exécuter  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers,  à  Paris>  des  expériences  nombreuses  sur  des 
poutres  en  bois  ou  en  métal  de  4  mètres  de  portée,  les  pou- 
tres métalliques  ayant  des  sections  en  forme  de  double  T^à 
branches  égales  ou  inégales.  La  conclusion  à  laquelle  il  a  été 
conduit  confirme  les  notions  théoriques  rappelées  au  com- 
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mencement  du  n"  157,  et  montre  que  ces  notions  peuvent  être 
admises,  non  comme  vérité  absolue  et  mathématique,  mais 
comme  représentation  suffisamment  exacte*  des  faits  réels, 
dans  les  limites  de  charge  qu'exige  la  pratique  des  construc- 
tions. 

En  nous  occupant  de  la  flèche  que  prend  une  poutre  hori- 
zontale reposant  sur  deux  appuis  simples,  quand  elle  supporte 
un  poids  placé  au  milieu,  nous  avons  trouvé  (n°71)  la  for- 
mule 

dans  laquelle /désigne  la  flèche,  R  la  moitié  de  la  charge,  a  la 
demi-distance  des  appuis,  er^  le  moment  d'inflexibilité  de  la 
section  transversale.  Si  la  section  est  un  rectangle  homogène 
de  hauteur  h  et  de  largeur  b  parallèlement  à  Taxe  de  flexion, 
en  appelant  E  le  coefficient  d'élasticité  longitudinale  on  a 

er^  ===  —  EiA%  et  par  suite 

4Ra> 


/- 


E6A* 


ce  qui  montre  :  i**  que  la  flèche  est  proportionnelle  à  la  charge 
et  au  cube  de  la  portée;  2°  qu'elle  est  en  raison  inverse  de  la 
largeur  de  l'équarrissage  et  du  cube  de  la  hauteur.  On  sait  en 
outre  qu'une  charge  uniformément  répartie  produit  la  même 
flèche  qu'une  charge  concentrée  au  milieu,  ayant  pour  inten- 
sité les  cinq  huitièmes  de  la  précédente.  Tous  ces  faits  ont  été 
vérifiés  expérimentalement  par  M.  Charles  Dupin,  sur  des  bar- 
reaux de  faibles  dimensions  :  ils  le  sont  aussi  par  les  expé- 
riences de  M.  Hodgkinson  sur  la  flexion  des  pièces  de  fonte, 
au  moins  dans  les  limites  de  charge  admissibles  en  pratique. 

158.  Résistance  à  la  rupture  par  flexion.  —  Une  poutre 
droite  étant  posée  sur  deux  appuis  au  même  niveau  et  chargée 
en  son  milieu,  si  l'on  conserve  les  notations  du  n"  157  et  qu'on 
appelle  en  outre  p  le  poids  de  la  pièce  par  mètre  courant,  on 
sait  (n° 71)  que  le  maximum  du  moment  fléchissant  est  ex- 
primé par  Ra  -i-  -pa\  Supposons,  par  exemple,  que  la  section 
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soit  rectangulaire  et  homogène  :  alors  la  tension  ou  compres- 
sion longitudinale  maximum  par  unité  de  surface  sera  égale  à 

sections  on  pourrait  aussi  facilement  obtenir  des  résultats 
analogues. 

Cela  posé,  on  a  quelquefois  déterminé  par  expérience  la 
valeur  de  la  charge  2  R  qui  entraîne  la  rupture  immédiate;  puis 
en  calculant,  comme  on  vient  de  le  rappeler,  la  tension  maxi- 
mum correspondante  (c'est-à-dire  la  quantité  —    bh^^       '* 

dans  le  cas  de  la  section  rectangulaire  et  homogène),  oii  a  ce 
qu'on  appelle  résistance  à  la  rupture  par  flexion^  pour  la  ma- 
tière formant  la  pièce  essayée.  Nous  avons  déjà  dit  (n«  lilS)  pour- 
quoi cette  méthode  est  vicieuse  et  il  serait  inutile  d'en  répéter 
la  raison.  En  définitive,  quand  une  pièce  est  rompue  par  flexion, 
c'est  que  la  tension  ou  la  compression  longitudinale  de  cer- 
taines fibres  a  pris  la  grandeur  nécessaire  pour  entraîner  la 
rupture  :  donc  la  résistance  à  la  rupture  par  flexion  devrait 
être  la  même  que  la  moindre  des.  deux  qu'on  a  trouvé^es  pour 
l'extension  et  la  compression  longitudinales  :  si  l'on  parvient 
à  un  résultat  différent,  c'est  sans  doute  parce  qu'il  y  a  quelque 
chose  d'inexact  dans  les  raisonnements  qu'on  a  faits  ou  dans 
les  formules  qu'on  a  employées;  et  nous  savons,  en  effet,  qu'on 
ne  doit  plus  compter  sur  la  vérité  des  formules  théoriques 
lorsque  les  actions  moléculaires  s'approchent  de  la  limite  ex- 
trême pour  laquelle  la  rupture  se  produit. 

D'après  cela,  il  ne  faut  point  s'attendre  à  ce  que  le  chiffre  de 
la  résistance  à  la  rupture  par  flexion  soit  identique  avec  le 
moindre  des  deux  qui  se  rapportent  à  l'extension  et  à  la  com- 
pression, comme  cela  devrait  être.  La  discordance  sur  ce  poifit 
est  le  résultat  ordinaire  de  l'expérience.  Ainsi,  dans  le  cas  de 
la  fonte,  on  sait  qu'une  tension  longitudinale  de  1 1  kilogrammes 
par  millimètre  carré  est  suffisante  pour  produire  la  rupture, 
tandis  que  la  résistance  à  la  rupture  par  flexion  serait  deux  ou 
trois  fois  plus  grande.  D'ailleurs  on  a  déjà  vu  (n®  Mih)  que  pour 
la  fonte  il  y  a  une  cause  particulière  d'erreur,  qui  consiste 
dans  le  défaut  d'homogénéité  du  métal,  défaut  d'où  résulte 


Digitized  by 


Google 


DONNÉES  EXPÉRWENTAtES.  4<7 

révaluatîon  incertaine  du  moment  d'inflexibilité  de  la  section 
transversafle. 

La  résistance  à  la  rupture  par  flexion  des  pièces  en  bois  de 
chêne  serait,  d'après  M.  Barlow,  de  6.  io«  à  7.  io«  kilogrammes 
par  mètre  carré;  pour  des  sapins  ordinaires,  ce  chiffre  s'abais- 
serait à  4^5.1  o®. 

Pour  la  fonte  on  a  indiqué  des  nombres  excessivement 
variables;  le  chiffre  de  32.io«  kilogrammes  par  mètre  carré 
peut  être  regardé  comme  une  moyenne  de  laquelle  on  s'écarte 
parfois  assez  notablement,  tant  au-dessus  qu'au-dessous. 

La  détermination  de  la  résistance  du  fer  à  la  rupture  par 
flexion  présente  une  difficulté  particulière  :  c'est  que  la  rup- 
ture n'arrive  pas  sans  être  précédée  de  grandes  déformations, 
de  sorte  que,  si  l'on  veut  pousser  l'expérience  jusqu'au  bout, 
ce  n'est  plus  en  général  une  pièce  droite  qu'on  réussît  à 
rompre,  mais  une  pièce  sensiblement  courbe,  à  laquelle  on 
ne  peut  plus  appliquer  la  formule  ci^dessus  rappelée.  Aussi 
on  se  borne  souvent  à  déterminer  non  pas  la  charge  produi- 
sant la  rupture,  mais  la  charge  donnant  lieu  à  une  altération 
notable  de  l'élasticité  ou  à  une  grande  déformation  perma- 
nente. Dans  des  expériences  exécutées  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers,  sous  la  direction  de  M.  le  Général  A.  Morîn, 
on  a  trouvé  que  l'élasticité  du  fer  est  assez  fortement  altérée 

lorsque  là  quantité  — ^    AAa  atteint  une  valeur  variable 

de  21 .  io«  à  3o.  io«  kilogrammes  par  mètre  carré.    - 

159.  Limites  pratiques  des  tensions  longitudinales  dans  les 
pièces  soumises  à  la  flexion,  —  Le  tableau  suivant  est  em- 
prunté à  la  Résistance  des  Matériaux  de  M.  le  Général  A.  Mo- 
rin,  qui  le  donne  comme  résultant  de  l'observation  des  bonnes 
constructions,  à  la  fois  solides  et  légères. 
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On  ne  distingue  pas  la  limite  relative  à  la  compression  de 
celle  qui  se  rapporte  à  l'extension  :  cette  simplification  est 
consacrée  par  l'usage. 

160.  Effet  d'une  charge  en  mouvement  et  des  vibrations  en 
général.  —  En  1847,  ^^  gouvernement  anglais,  à  la  suite  de  plu- 
sieurs accidents  arrivés  à  des  ponts  de  chemins  de  fer,  nomma 
une  commission  pour  faire  une  enquête  sur  les  conditions  que 
les  ingénieurs  doivent  observer,  lorsqu'ils  emploient  le  fer  et 
la  fonte  dans  les  constructions  exposées  à  de  violentes  se- 
cousses et  à  des  vibrations. 

La  commission  a  examiné  les  deux  questions  suivantes  (*)  : 

Lorsqu'une  pièce  métallique  a  été  soumise  pendant  long- 
temps à  des  chocs  et  à  des  vibrations,  s'opère-t41  dans  l'arran- 
gement de  ses  molécules  quelque  altération  qui  diminue  sa 
résistance? 

Quels  sont  les  effets  mécaniques  des  chocs  et  du  passage  des 


C^  )  Le  Rapport  de  la  commission,  traduit  par  M.  Busche,  inspecteur  général 
des  Ponts  et  Chaussées,  est  inséré  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  iSSi, 
]  *''  semestre.  Nous  ne  faisons  ici  que  l'analyser  brièvement  et  en  reproduire  les 
principales  conclusions  relatives  à  l'effet  des  charges  en  mouvement  et  des  vi- 
bratioBs. 
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corps  pesants  pour  courber  et  rompre  les  bâires  ou  les  poutres 
sur  lesquelles  ils  agissent? 

Sur  la  première  question,  on  a  constaté  une  grande  diver-* 
gence  d'opinions  chez  les  hommes  de  pratique,  les  uns  se 
prononçant  pour  l'affirmatiTe,  les  autres  pour  la' négative,  et 
attribuant  Tétat  cristallin  soit  au  mode  de  fabrication,  soit  au 
mode  de  rupture.  —  Pour  étudier  la  question^  la  commission 
a  exécuté  des  expériences  de  divers  genres,  i**  Une  barre  de 
fonte  à  section  carrée,  de  ©",076  de  côté,  a  été  placée  sur  des 
supports  écartés  de  4'">^7  ?  une  boule  pesante,  suspendue  à  un 
fil  de  fer  de  5",48  de  longueur,  était  ensuite  écartée  de  la  ver- 
ticale du  point  de  suspension,  et  venait  en  retombant  frapper 
la  barre  par  le  milieu.  Le  nombre  de  chocs  ainsi  produits  sur 
une  même  barre  est  allé  jusqu'à  ^000;  on  en  faisait  varier 
l'intensité,  en  changeant  soit  le  poids  de  la  boule,  soit  simple* 
ment  son  écart  de  la  verticale.  2*  On  a  plié  des  barres  de 
même  force,  au  moyen  d'une  came  tournante,  qui  les  fléchis- 
sait lentement  et  les  laissait  ensuite  reprendre  leur  forme  pri- 
mitive; d'autres  fois  on  employait  un  moyen  par  suite  duquel 
la  flexion  était  accompagnée  d'une  violente  trépidation.  Ce 
genre  d'épreuves  a  été  répété,  dans  certains  cas,  jusqu'à 
100 000  fois  sur  chaque  barre.  3*  Enfin,  on  a  fait  promener 
lentement,  et  jusqu'à  96000  fois  sur  certaines  barres,  un  poids 
égal  à  la  moitié  du  poids  de  rupture. 

Dans  les  deux  premiers  genres  d'épreuves,  on  a  reconnu  que 
les  barres  de  fonte  n'avaient  subi  aucun  affaiblissement  tant 
que  la  flèche  passagère,  prise  sous  l'action  du  choc  ou  de  la 
eame  tournante,  ne  dépassait  pas  le  tiers  de  celle  qui  aurait  eu 
pour  conséquence  la  rupture  instantanée,  et  l'on  s'assurait  du 
Êfeit  en  constatant  qu^ii  n'y  avait  pas  de  diminution  dans  la 
charge  morte  capable  de  produire  la  rupture.  Au  contraire,  les 
barres  étaient  affaiblies,  quand  la  flèche  passagère  atteignait  la 
Booitié  du  maximum,  et  dans  ce  cas  moins  de  900  flexions 
suffisaient  pour  briser  la  pièce.  On  conclut  de  là  que  la  flèche 
passagère^  mais  réitérée,  prise  par  une  poutre  en  fonte,  ne 
doit  pas  dépasser  le  ti^s  du  maximum  ;  et  comme  les  chocs 
aussi,  bien  que  le  mouvement  imprimé  à  la  charge  peuvent 
augmenter  beaucoup  la  flèche  déjà  produite  par  le  poids  mort^ 
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il  suit  de  là  qu'en  réduisant  le  maximum  de  la  charge  totale 
au  sixième  de  celle  qui  entraînerait  la  rupture,  on  aura  une 
limite  à  peine  suffisante  pour  la  sécurité,  même  en  admettant 
que  la  poutre  soit  parfaitement  saine.'  Le  troisième  genre  d'é- 
preuves ne  conduit  pas  à  modifier  celte  conclusion,  car  la 
flèche  passagère  pourrait  alors  atteindre  la  moitié  au  lieu  du 
tiers  de  la  flèche  de  rupture. 

Le  Rapport  entre  dans  moins  de  détails  au  sujet  du  fer.  Ce- 
pendant il  mentionne  ce  fait  qu'aucun  affaiblissement  notable 
n'est  résulté,  pour  les  barres  en  fer  forgé,  de  loooo  flexions 
produites  par  une  came  tournante,  chaque  flexion  étant  due  à 
la  moitié  du  poids  qui,  par  sa  pression  statique,  produirait  une 
grande  flexion  permanente.  Nous  ne  savons  quel  est  ce  poids, 
et  il  reste  ici  un  peu  de  vague.  D'ailleurs  la  commission,  con- 
clut, pour  le  fer  comme  pour  la  fonte,  qu'il  faut,  limiter  la 
charge  au  sixième  du  poids  de  rupture. 

Sur  la  seconde  question  indiquée  tout  à  l'heure,  de  nom- 
breuses expériences  ont  également  été  faites.  Elles  ont  donné 
les  résultats  suivants,  relativement  à  l'effet  des  chocs,  i*»  Une 
barre  de  fonte  ayant  pour  section  un  rectangle  dont  un  côté 
est  quadruple  de  l'autre,  et  reposant  sur  deux  appuis,  exige, 
pour  être  rompu,  un  choc  de  mêmei  ntensité,  soit  que  le  coup 
porte  sur  le  petit  côté,  soit  qu'il  porte  sur  le  grand  côté  du 
rectangle.  Les  barres  de  même  longueur  et  de  même  poids, 
quelle  que  soit  la  forme  de  leur  section,  présentent  la  même 
résistance  au  choc,  a»  La  flexion  produite  par  un  choc  sur  une 
barre  de  fer  est  proportionnelle  à  la  vitesse  du  choc;  pour  la 
fonte  vies  flexions  croissent  dans  un  rapport  plus  grand  que  les 
vitesses.  3°  Un  poids  additionnel  uniformément  réparti  sur 
une  poutre  la  rend  capable  de  résister  à  un  choc  vertical  plus 
intense  ;  dans  certains  cas,  la  résistance  a  pu  être  doublée  de 
cette  manière. 

Il  reste  enfin  la  dernière  partie  de  la  seconde  question,  celle 
qui  concerne  le  passage  des  corps  pesants  sur  les  poutres,  avec 
une  vitesse.plus  ou  moins  considérable.  Pour  l'étudier,  entre 
autres  méthodes  suivies,  on  a  fait  construire,  un  appareil  par 
le  moyen  duquel  un  chariot,  chargé  de  poids  variables  à:  vo- 
lonté, était  abandonné  à  lui-même  au  sommet  d'un  plan  In- 
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cliné  :  les  poutressoumises à  rexpérîence formaient,  au  bas  du 
plan  incliné,  un  chemin  de  fer  sur  lequel  le  chariot  s'engageait 
avec  la  vitesse  acquise  pendant  la  descente.  Lé  maximum  du 
poids  roulant  à  été  de  2000  kilogrammes  environ,  et  le  maxi- 
mum de  la  vitesse  i3  mètres  par  seconde.  Les  barres  avaient 
a",  74  de  portée.  Les  expériences  faites  à  l'aide  de  cet  appareil 
prouvent  que  la  flèche  augmente  avec  la  vitesse  du  chariot, 
quand  le  poids  de  celui-ci  reste  constant;  on  a  quelquefois 
observé  des  flexions  doubles  de  la  flexion  statique.  On  a  aussi 
remarqué  que  le  point  où  se  produit  la  plus  grande  flèche  n'est 
pas  au  milieu  de  la  barre,  mais  au  delà,  en  suivant  le  sens  du 
mouvement  du  chariot;  de  même  la  fracture  a  lieu  au  delà  du 
centre,  et  quelquefois  la  barre  se  brise  à  la  fois  en  plusieurs 
morceaux. 

Telle  est,  en  résumé,  la  partie  du  rapport  qui  concerne  les 
effets  des  charges  en  mouvement  et  des  vibrations.  On  voit 
que  la  commission  anglaise  ne  paraît  pas  redouter  beaucoup 
les  efforts  et  secousses  passagères,  tant  que  leurs  effets  restent 
en  dessous  d'une  certaine  limite.  Sur  ce  point,  le  temps  est 
peut-être  un  élément  indispensable  pour  qu'on  puisse  décider  la 
question  en  parfaite  connaissance  de  cause.  L'avenir  nous  don- 
nera la  réponse:  il  montrera  si  les  constructions  en  métal,  em- 
ployées si  fréquemment  aujourd'hui  dans  les  chemins  de  fer  et 
les  édifices  publics  ou  privés,  finissent  par  cristalliser  et  perdre 
leur  résistance  après  une  certaine  durée.  Quant  à  l'accroisse- 
ment de  la  flèche  statique,  dû  spécialement  aux  chocs  et  à  la 
vitesse  des  convois  qui  passent  sur  les  ponts,  nous  ne  croyons 
pas  qu'il  y  ait  en  général  à  s'en  inquiéter  beaucoup,  lorsqu'il 
s'agit  de  ponts  à  grande  ouverture.  Les  expériences  de  la  com- 
mission anglaise  avec  le  chariot  mobile  étaient  faites  dans  des 
conditions  toutes  différentes  de  celles  qu'on  peut  rencontrer 
dans  les  ouvrages  d'art,  parce  que  la  charge  roulante  était  con- 
sidérable relativement  au  poids  de  la  poutre,  tandis  que  dans 
la  pratique  le  poids  mort  de  la  construction  l'emporte  ordinai- 
rement, ce  qui  atténue  beaucoup  l'importance  des  accroisse- 
ments de  flèche  produits  par  la  vitesse.  Ainsi,  dans  un  cas  cité 
par  la  commission  elle-même,  la  vitesse  étant  de  22  mètres 
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par  seconde  environ,  l'accroissement  était  seulement  -  de  la 

flèche  étatique  ;  c'est-à-dire  que  cette  vitesse  considérable  équi« 
valait»  au  point  de  vue  de  la  flèche  produite,  à  augmenter  la 
charge  mobile  d'un  septième  de  sa  valeur,  pour  la  faire  ensuite 
siationner  sur  le  pont.  Diverses  expériences  faites  par  M.  Jules 
Poirée,  sur  plusieurs  ponts  du  chemin  de  fer  de  Lyon  et  sur  le 
pont  du  Carrousel  à  Paris  (*)>  viennent  à  l'appui  de  notre  opi* 
nion,  que  confirment  encore  les  applications  numériques  des 
formules  de  M.  Philipps  et  les  calculs  que  nous  avons  exposés 
relativement  à  l'effet  d'un  convoi  roulant  indéfini  (n'^Ki-a). 


(*)  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i8j4,  i**"  semestre. 
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ÉQUIUB&B  DES  STSTÈMES  ARTICULÉS  SANS  FaOTTflMBNT. 


§  I.  ~  Systèmes  articulés  simples. 

161.  Dé/initions; propriété  caractéristique  désarticulations 
sans  frottement.  —  On  appelle  articulation  la  liaison  de  deux 
corps  solides  en  vertu  de  laquelle  ils  ne  peuvent  prendre,  re^ 
lativement  l'un  à  l'autre,  que  des  mouvements  de  rotation  au- 
tour d'axes  passant  par  un  point  géométriquement  commun 
aux  deux  corps,  et  occupant  une  position  déterminée  dans  Tun 
et  Taûtre.  Ce  point  se  nomme  le  centre  d'articulation. 

L'articulation  est  dite  cylindrique  lorsque  l'axe  de  la  rotation 
relative  est  une  ligne  déterminée  dans  chaque  corps;  elle  est 
dite  sphérique  dans  le  cas  contraire.  L'assemblage  à  charnière 
donne  la  réalisation  pratique  delà  première  espèce  d'articula- 
tion;  il  consiste  essentiellement,  comme  on  le  sait,  en  deux 
cylindres  circulaires,  ayant  même  axe  et  même  rayon,  l'un 
creux  et  attaché  au  premier  corps,  l'autre  plein  et  attaché  au 
second  corps.  Pareillement  l'articulation  sphérique  est  réalisée 
dans  l'appareil  qu'on  nomme  assemblage  à  genou,  consistant 
essentiellement  en  deux  sphères  concentriques  et  de  même 
rayon,  respectivement  attachées  aux  deux  corps.  Dans  la  suite 
de  ce  chapitre,  nous  supposerons  constamment  des  articula- 
tions sphériques;  mais  dans  certains  cas  la  solution  des  pro- 
blèmes ne  cessera  pas  d'être  applicable  en  les  prenant  cy- 
lindriques. C'est  ce  qui  arriverait  notamment  si  le  système 
considéré  était  formé  de  lignes  et  de  forces  toutes  contenues 
dans  le  même  plan. 

L'articulation  sera  sans  frottement,  quand  les  deux  corps 
solides  qui  sont  réunis  par  elle  n'exerceront  l'un  sur  l'autre 
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que  des  forces  normales  aux  surfaces  de  contact.  Dans  ce  cas, 
on  sait  que  pour  tout  déplacement  réel  ou  possible  du  sys- 
tème la  somme  des  travaux  de  ces  actions  mutuelles  est  nulle  : 
or,  cette  somme  de  travs^ux  ne  dépend  ,q.ue  du  mouvement 
relatif;  donc  on  peut  conclure  que  pour  tout  mouvement 
de  rotation  de  Tun  des  deux  corps  autour  d'un  axe  passant  par 
le  centre  d'articulation,  le  travail  total  des  a'ctions  qu'il  reçoit 
de  l'autre  corps  est  nul.  £t  puisque  le  travail  d'une  force  dans 
la  rotation  d'un  solide  autour  d'un  axe  est  proportionnel  au 
moment  de  la  force  par  rapport  au  même  axe,  nous  énoncerons 
la  proposition  suivante. 

Dans  une  articulation  cylindrique  sans  frottement,  la  somme 
des  moments  des  actions  d'un  des  deux  corps  sur  Vautre,  par 
rapport  à  l'axe  de  leur  rotation  relative,  est  nécessairement 
nulle. 

Dans  une  articulation  sphérique  sans  f rot  tendent,  la  somme 
des  moments  de  ces  mêmes  actions  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque contenant  le  centre  d'articulation  est  nulle,  c'est^- 
dire  que  ces  actions  doivent  se  réduire  à  une  force  unique 
passant  cua  centre  d'articulation. 

.  La  proposition  est  évidente  dans  le  cas  d'un  assemblage  à 
genou  ou  à  charnière;  mais  la  démonstration  qui  précède  a 
l'avantage  d'être  indépendante  du  procédé  employé  pour  réa- 
liser matériellement  la  liaison. 

Les  systèmes  de  corps  liés  par  des  articulations  sans  frotte- 
ment n'existent  point  en  réalité  et  sont  une  pure  abstraction. 
Cependant  la  théorie  que  nous  allons  donner  trouvera  son  ap- 
plication dans  bien  des  problèmes  pratiques.  Ainsi  les  diffé- 
rentes pièces  d!une  charpente  sont  fréquemment  reliées  entre 
elles  par  des  assemblages  de  faibles  dimensions,  incapables 
de  résister  à  un  effort  notable  qui  tendrait  à  produire  .une 
rotation  autour  de  leur  centre.  Il  est  donc  nécessaire  que. l'é- 
quilibre existe  en  les  considérant  comme  des  articulations  par- 
faites, et  cette  hypothèse  ne  peut  pas  conduire  à  des  consé- 
quences très-éloignées  de  la  réalité. 

Nous  nous  proposons  principalement,  dans  ce  chapitre,  d'ar- 
river, par  l'élude  de  l'équilibre,  à  la  connaissance  des  forces 
que  chaque  corps  faisant  partie  d'uo  système,  articulé  reçoit 


Digitized  by 


Google 


STSTftMES  AVnCOLfiS  SAHSntOTTEVEKT.  {sS 

de  la  part  des  autres,  corps  qui. le  touchent.  Cela  fait,  on  serait 
en  mesure  d'appliquer,  pour  vérifier  la  stabilité  ou  pour  cher- 
cher les  déformations,  les  théories  de  la  Résistance  des  Maté- 
riaux, exposées  dans  les  deux  premiers  chapitres  de  ce  Cours. 
Subsidiairement  nous  établirons  diverses. propriétés  qui  pré- 
sentent un  certain  intérêt  en  elles-mêmes. 

162.  Équilibre  d'un  corps  solide  articulé  en  deux  points 
fixes»  —  Le  corps  M  (fig*.^'])  est  articulé  sphériquement  en  A 
.  Piç^  5  et  en  B  avec  deux  appuis 

fixes,  de  telle  sorte  que  les 
centres  d'articulation  A  et  B 
ne  pouvant  prendre  aucun 
mouvement,  le  corps  con- 
serve seulement  la  liberté  de 
.  tourner  autour  de  la  ligne 
AB.  Il  est  d'ailleurs  sollicité 
par  des  forces  quelconques, 
désignées  généralement  par  F.  Il  s'agit  de  trouver:  i"  la  con- 
dition, d'équilibre  du  système  solide  M;  2*>  les  réactions  des 
points  fixes  A  et  B. 

Les  forces  qui  proviennent  des  appuis  devant  nécessaire- 
ment se  réduire  à  deux  forces  N,  N'  passant  par  les  points  A. .et 
B  (n®  IM  ),  il  y  aura  équilibre  entre  N,  N'  et  toutes  les  forces 
F;. et  comme,  en  vertu  d'un  théorème  de  Statique  élémen- 
taire, un  système  de  forces  en  équilibre  doit  avoir  une  somme 
de  moments  nulle  par  rapport  à  un  axe  quelconque,  on  en  con- 
clura que  la  somme  des  moments  des  forces  F  seules,  par  rap- 
port à  la  ligne  qui  joint  les  centres  d'articulation  est  nulle. 
Cette  condition  à  remplir  par  le  système  des  forces  F  est  une 
condition  nécessaire  de  l'équilibre  :  elle  est  d'ailleurs  suffi- 
sante, car  si  le  corps,  primitivement  en  repos,  se  mettait  en 
mouvement,  on  pourrait  empêcher  ce  mouvement  en  appli- 
quant à  chaque  point  une  force  en  sens  contraire  de  l'élé- 
ment de  cercle  qu'il  tend  à  décrire,  et  alors  l'équilibre  existe- 
rait. Donc  la  somme  des  moments,  relativement  à  AB,  serait 
nulle,  et  par  conséquent  elle  serait  nulle  pour. les  forces  nou- 
velles, prises  séparémenl  puisqu'elle  l'était  déjà  pc^ur  lesan- 
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ciennes.  Or,  toutes  ces  nouvelles  forces  ont  des  moments  de 
même  sens  et  qui  ne  peuvent  pas  se  détruire  algébriquement. 
Donc  le  mouvent  supposé  n'existe  pas.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

La  condition  d'équilibre  étant  établie,  cherchons  N  et  N'. 
On  sait  que  le  système  des  forces  F  peut  être  remplacé  par  un 
autre,  équivalent  au  point  de  vue  de  l'équilibre  des  forces  ex- 
térieures appliquées  au  solide,  cet  autre  système  étant  formé 
de  deux  forces  dont  l'une  passe  en  un  point  donné,  A  par 
exemple.  Alors  la  seconde  devra  se  trouver  dans  un  même 
plan  avec  AB;  donc  on  pourra  la  décomposer  en  deux  dont 
l'une  passe  en  A  et  l'autre  en  B,  de  manière  que  flnalement 
les  forces  F  seront  remplacées  par  deux  forces  P,  F  passant 
respectivement  en  A  et  B.  Soit  R  la  résultante  de  N  et  de  P, 
R'  la  résultante  de  N'  et  de  F.  L'équilibre  du  corps  M,  soumis 
uniquement  à  R  et  i  R'  exige  que  ces  deux  forces  soient  égales 
et  contraires,  et  par  conséquent  dirigées  toutes  deux  suivant 
la  ligne  AB;  donc  la  projection  de  N  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  AB  est  égale  et  opposée  à  la  projection  de  P  sur  le 
même  plan,  et  une  relation  identique  existe  entre  N'  et  P'.  Aitisi 
les  réactions  totales  des  appuis  se  trouvent  déterminées  quant 
à  la  grandeur  et  à  la  direction,  en  projection  sur  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  ligne  qui  joint  les  centres  d'articulation  ;  mais 
leurs  composantes  S,  S'  suivant  cette  ligne  restent  indétermi- 
nées. S  et  S'  ne  sont  en  effet  assujetties  qu'à  une  condition, 
c'est  que  leur  somme  algébrique  soit  égale  et  contraire  à  la 
somme  algébrique  des  projections  de  P  et  de  P'  sur  AB,  le 
sens  positif  étant  le  même,  bien  entendu,  pour  S,  S'  et  les 
deux  projections  de  P  et  P'. 

Le  procédé  géométrique  indiqué  ci-dessus  n'étant  pas  tou- 
jours d'une  application  facile,  il  convient  de  savoir  comment 
on  le  remplacerait  par  le  calcul.  Pour  le  montrer,  prenons  trois 
axes  rectangulaires  A^,  A/,  Az,  dont  le  premier  coïncide  avec 
AB;  désignons  généralement  par  les  notations  F,,  F^,  F,,  M,  F, 
M^F,  M,F,  les  projections  d'une  force  F  sur  les  trois  axes  et 
ses  moments  par  rapport  aux  mêmes  axes;  appelons  a  la  dis- 
tance AB  et  2  une  somme  étendue  à  toutes  les  forces  autres 
que  les  réactions  des  points  d'appui.  Les  six  équations  connues 
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de  l'équilibre  d'un  solide  donneront 

N,-f-N;  +  2F.=o, 

2M,F  =  o, 

-aN'.+2M;.F  =  o, 
aN;  +  ZM.F=ro. 

La  quatrième  équation  est  la  condition  d'équilibre  indépen- 
dante de  N  et  de  N';  la  seconde  et  la  troisième  jointes  à  la  cin- 
quième et  à  la  sixième  déterminent  N^,  N^,  N^ ,  N'^,  c'est-à-dire 
les  composantes  de  N  et  de  N'  perpendiculairement  à  AB  ;  la 
première  détermine  seulement  la  somme  N,  -h  N',.  Nous  arri- 
vons donc  à  des  résultats  identiques  avec  ceux  trouvés  par 
l'autre  méthode* 

L'indétermination  que  l'on  rencontre  ici  dans  la  recherche 
des  composantes  N«»  N'^  n'a  rien  qui  doive  surprendre.  Dans  la 
réalité  phjrsique,  les  réactions  des  points  d'appui  ont  une  va* 
leur  déterminée  pour  chaque  point;  mais  pour  arriver  à  les 
connaître,  il  ne  suffit  pas  de  savoir  que  le  corps  M  est  actuelle»- 
ment  en  équilibre.  £n  effet,  on  ne  trouble  pas  Téquilibre  par 
l'addition  de  deux  forces  égales  et  contraires  dirigées  suivant 
AB;  ce  qui  prouve  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  réac- 
tions compatibles  avec  l'état  d'équilibre.  Lequel  se  produira 
réellement?  Pour  répondre  à  cette  question,  il  faudrait  con*- 
naître  toutes  les  circonstances  qui  ont  précédé  Tétat  d'équi-^ 
libre,  c'est-à-dire  l'établissement  du  corps  sur  ses  appuis  et  ses 
déformations  sous  les  forces  qui  lui  sont  appliquées.  Au  reste> 
l'indétermination  cesse,  comme  on  va  le  voir,  quand  on  consi-^ 
dère  des  systèmes  de  plusieurs  corps  articulés  entre  eux. 

163.  Équilibre  d'un  système  polygonal  articulé.  —  Nous 
allons  prendre  un  système  ABCDEFG  {Jig.  58  )  formé  d'une 
série  de  corps  solides,  dont  les  corps  intermédiaires  BC,  CD, 
DE,  ••.  présentent  chacun  deux  articulations,  l'une  avec  le  so- 
lide précédent,  l'autre  avec  le  suivant.  B^  C,D,. . .,  F  sont  les 
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centres  d'articulations.  Indépendamment  de  leurs  actions  mu- 
tuelles, les  solides  supportent  diverses  forces  extérieures  :  il 

Fig.58. 


s'agit  d'établir  les  conditions  d'équilibre  et  de  trouvef  les  réac* 
tions  mutuelles  qui  s'exercent  dans  les  points  d'articulation. 

Désignons  collectivement  par  (  P  )  le  système  de  forces  appli- 
quées au  premier  corps  AB,  et  de  même  par  (P,),  (P,),  (Ps),..., 
les  systèmes  de  forces  qui  sollicitent  respectivement  BC,  CD, 
DE,...,  ces  systèmes  n'étant  pas  censés  comprendre  les  réac- 
tions que  chaque  corps  reçoit  de  ses  deux  voisins,  mais  devant 
comprendre  au  contraire  les  réactions  des  articulations  ex- 
trêmes placées  en  A  et  G,  si  ces  articulations  existent.  Soit  Ni 
la  résultante  de  translation  de  (P),  Nt  la  résultante  de  trans- 
lation de  (P)  et  de  (P.),  N,  celle  de(P),  (P.)  et  (P,),  et  ainsi  de 
suite.  Les  groupes  (P),  (P.),  (Pa)>«-y  sont  regardés  provisoi- 
rement comme  des  données  immédiates  d'où  l'on  déduira 
sans  peine  Ni,  Ns,  N,,. . .  • 

Cela  posé,  considérons  un  certain  nombre  de  corps  consé- 
cutifs à  partir  d*une  extrémité,  trois  par  exemple  à  partir  de  la 
droite.  Ce  système  ABCD  doit  être  en  équilibre  sous  l'action 
des  forces  extérieures  (P),  (P,),  (P,),  et  de  la  réaction  qu'il  re- 
çoit en  D;  donc  la  somme  des  moments  de  (P),  (P,),  (Pj),  rela- 
tivement à  un  axe  quelconque  passant  au  point  D,  doit  être 
égale  à  zéro.  Une  condition  analogue  doit  être  remplie  pour 
chaque  centre  d'articulation.  Pour  énoncer  ce  fait,  nous  dirons: 

Lorsqu'un  système  polygonal  articulé  se  trouve  en  équilibre, 
si  Von  considère  l'ensemble  d'un  certain  nombre  de  corps 
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consécutifs  de  cesystèmci  à  partir  d'une  extrémité  jusqu'à  un 
centre  d'articulation  quelconque  qui  le  termine,  le  moment 
résultant  de  toutes  les  forces: extérieures  appliquées  à  cet  en-' 
semble  doit  être  nul  relativement  au  centre  d'articulation 
dont  on  vient  de  parler. 

Il  faut  de  plus  que  le  système  pris  en  entier  satisfasse  aux- 
six.conditions  générales  que  doivent  remplir  toujours  les  forces 
extérieures  appliquées  à  un  système  matériel  en  équilibre. 

Réciproquement,  si  toutes  ces  .conditions  sont  remplies,' 
les  forces  se  feront  équilibre,  c'est-à-dire  que  les  corps  AB, 
BC,. . .,  FG,  supposés  primitivement  en  repos,  ne  se  mettront 
pas  en  mouvement.  C'est  ce  que  nous  allons  démontrer  à  Taide: 
du  théorème  du  travail  virtuel  (*).  A  cet  effet,  nous  remarque-' 
rons  qu'on  peut,  sans  changer  la  somme  des  travaux  virtuels» 
dans  un  déplacement  possible  quelconque  du  système  articulé:: 
i"  appliquer  en  B,  au  corps  AB,  une  force  —  N,,  pourvu  qu'ont 
applique  la  même  force  en  sens  contraire  au  corps  BC,  égale- 
ment en  B,  car  ces  deux  forces,  agissant  sur  deux  points  dont 
les  déplacements  sont  identiques,  feront.toujours  une  sommes 
de  travaux  nulle;  2*>  faire  agir  en  C  deux  forces  égales  et  con-> 
traires,  la  première— Nj  sollicitant  le  corps  BC,  la  seconde  N,. 
le  corps  CD;  3°  procéder  de  .la  même  manière  pour  les  articu-. 
lations  suivantes  :  par  exemple  appliquer  en  D  les  forces  — N3 
et  N3  respectivement  aux  corps  CD  et  DE,  et  ainsi  de  suite..  Si 
l'équilibre  existe  après  les  opérations  que  nous  venons  de: 
faire,  c'est  que  déjà  il  existait  auparavant,  puisque  nous  n'avons: 
pas  altéré  là  somme  des  travaux  virtuels  dans  l'un  quelconque, 
des  déplacements  permis  par  les  liaisons.  Or,  après  l'intro-» 
duction  des  forces  nouvelles,  il  est  aisé. de. reconnaître  que 
chaque. corps  est  sollicité  par  des  forces  ayant. une  résultante, 
nulle.  Ainsi,  le  groupe  (P),  appliqué  au  premier  corps,  donne: 
une  résultante  égalera  Ni  passant  par  le  point  B,  puisqueJa 
somme  des  moments  des  forces  (P)  est  nulle  relativement  à. 


C^)  'Le  théorème  du  travail  virtuel  s'énonce  ainsi;  dans  le  cas  d'un  système  à- 
liaisons  :  Pour  qu'un  système  matériel  soit, en  équilibre ^  il  est- nécessaire  et  suffi-, 
sont  que  la  somme  des  travaux  ^virtuels  des  forces  tant  intérieures  qu'extérieures 
qui  le  sollicitent,  soit  nulle,  pour  un  déplacement  'virtuel  quelconque,  compa- 
tible avec  les  'liaisons  du  système. 
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tout  axe  mené  par  B;  donc  cette  résultante  s'équilibre  avec  la 
fèrce  —  Nt  que  nous  avons  ajoutée  au  corps  AB.  Pareillement, 
le  corps  BC  est  soumis  à  Ni  et  au  groupe  (P,);  attendu  l'équi- 
valence de  Ni  et  de  (P)  d'une  part,  et  la  nullité  des  moments 
de  l'ensemble  (P),  (Pi)  relativement  aux  axes  qui  passent 
par  C,  d'autre  part,  le  groupe  (P.),  composé  avec  Nt ,  donnera 
une  résultante  Ns  passant  au  point  C,  qui  sera  équilibrée  par  la 
force  —  Ns  que  nous  avons  appliquée  en  dernier  lieu  k  ce 
même  point  du  corps  BC.  Le  raisonnement  serait  identique 
pour  les  autres  corps  en  allant  de  proche  en  proche. 

Si  nous  comptons  le  nombre  des  conditions  d'équilibre, 
nous  en  trouvons  d'abord  six  pour  l'équilibre  de  toutes  les 
forces  extérieures  du  système,  puis  trois  pour  chaque  centre 
d'articulation,  nécessaires  pour  exprimer  la  nullité  des  mo- 
ments des  forces  appliquées  aux  corps  compris  entre  ce  centre 
et  une  des  extrémités.  En  désignant  par  n  le  nombre  de  corps, 
il  y  aura  donc  6h-3{»  — i),  c'est-à-dire  3in- 3  conditions. 
Dans  le  cas,  assez  ordinaire,  où  il  y  aurait  vers  les  extrémités  A 
et  G  deux  articulations  dont  les  centres  seraient  fixes,  les  trois 
composantes  des  réactions  de  ces  points,  parallèlement  à  trois 
axes  coordonnés,  deviendraient  des  inconnues  auxiliaires,  et 
le  nombre  des  conditions  ne  serait  plus  que  de  3/i  —  3. 

Quant  aux  réactions  des  différents  corps  les  uns  sur  les  au- 
tres, il  est  clair  que  ce  sont  les  forces  désignées  tout  à  l'heure 
par  Ni,  Nt,  Nj,...,  c'est-à-dire  que  la  partie  formée  d'un  cer- 
tain nombre  de  corps  consécutifs,  à  partir  d'une  extrémité, 
exerce  sur  l'autre  partie  une  action  égale  à  la  résultante  de 
translation  des  forces  qui  lui  sont  appliquées» 

Bans  tous  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  peut  placer 
l'extrémité  du  système  à  tel  centre  d'articulation  qu'on  veut, 
pourvu  qu'on  tienne  compte  des  forces  exercées  en  ce  point 
sur  la  partie  conservée  par  celle  qu'on  laisse  de  côté.  De. 
même,  s'il  y  a  des  appuis  fixes,  les  réactions  inconnues  de  ces. 
appuis  doivent  être  comptées  dans  les  groupes  des  forces  tels, 
que  (P).  Ces  réactions  se  détermineraient»  comme  on  l'a  dit 
tout  à  l'heure,  au  moyen  des  conditions  d'équilibre; ainsi,  par 
exemple,  A  et  G  étant  des  points  fixes,  l'équilibre  du  corps  AB, 
considéré  comme  articulé  en  A  et  B^  fera  connaître  les  cipm- 
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posantes  de  la  réaction  N  du  point  A  suivant  deux  directions 
perpendiculaires  à  AB;  la  troisième  composante  s'obtiendra 
en  faisant  usage  d'une  équation  de  moments  du  groupe  N, 
(f)f  (Pi)  relativement  à  un  axe  mené  par  le  point  C. 

La  recherche  des  réactions  des  points  A  et  G,  supposés 
fixes,  est  d'ailleurs  beaucoup  simplifiée  lorsque  les  centres 
d'articulation  sont  tous  dans  un  même  plan  contenant  aussi 
les  forces  extérieures,  et  que  le  système  est  symétrique,  pour 
les  forces  et  les  dimensions,  relativement  à  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  AG»  Les  réactions  en  A  et  en  G  sont  alors  égales 
et  ^métriques  ;  leurs  composantes  parallèles  à  l'axe  de  symé* 
trie  s'obtiennent  par  une  simple  projection  des  forces  exté» 
rieures  sur  cet  axe;  cela  fait,  les  composantes  parallèles  à  A6 
sont  connues  au  moyen  d'une  des  équations  .de  moments  né-> 
cessaires  à  l'équilibre, 

lôb.  Équilibre  d'un  système  dont  les  articulations  sont  inr- 
Jiniment  rapprochées.  —  Supposons  que  les  centres  d'articu- 
lation B,  C,  D,...,  du  système  que  nous  venons  d'étudier  se 
Fig.59.  rapprochent    indéfiniment,    de 

manière  à  former  une  courbe 

^^.-'•''^"YT'^^^^      continue  AG  (fig.  Sg).  A  l'élé- 

^  V  ment  quelconque  DE,  dont  la 

\  longueur  sera  représentée  par  ds^ 

\  sont  appliquées  des  forces  ayant 

une  résultante  Jfds.  Appelons  T 

Faction  mutuelle  des  deux  parties  du  système  qui  se  réunis* 

sent  en  £» 

En  premier  lieu,  l'élément  DE  est  en  équilibre,  et,  par 
suite,  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  qui  le 
sollicitent,  relativement  à  un  arc  quelconque,  est  nulle.  Ces 
forces  sont  l'action  T  exercée  en  £,  l'action  analogue  en  D  et 
la  résultante  Vdsi  si  l'axe  des  mom^its  passe enD,  lemoraent 
de  la  seconde  est  nul,  et  celui  de  la  troisième  est  infinîm^it 
petit  du  second  ordre.  Donc  le  moment  de  T  est  de  même 
ordre,  ainsi  que  sa  distance  à  D;  donc  la  force  T  est  tangente 
à  la  courbe.  Ainsi  l'action  mutaelle  qui  s'exerce  en  un  des 
points  de  la  courbe,  4e  la  part  d'une  portion  du  système  sur 
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une  autre  portion,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  l'élément 
qu'elle  sollicite  :  on  la  nomme  pression  ou  tension^  suivant  le 
sens  dans  lequel  elle  agit. 

D'un  autre  côté»  on  remarquera  que  pour  l'équilibre  de  la 
partie  AS  du  système,  la  pression  ou  tension  en  E  doit  être 
égale  à  la  résultante  des  forces  extérieures  appliquées  de  A 
en  £;  donc  la  condition  d'équilibre  du  système  considéré 
s'exprime  en  disant  que  :  Si  l'on  compose  toutes  les  forces 
appliquées  depuis  une  extrémité  k  jusqu'à  un  point  quelconque 
E,  la  résultante  unique  doit  passer  en  E  et  se  confondre  avec 
la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point.  A  cette  condition,  il  fout 
encore  ajouter,  bien  entendu,  que  les  forces  extérieures  se 
feraient  équilibre  sur  le  système  toul  considéré  comme  solide. 
On  démontrerait,  comme  au  n^  163,  que  ces  conditions  sont 
sufflsantes. 

165.  Forme  d'équilibre  d'un  sjrstème  articulé,  —  La  ques- 
tion à  résoudre  est  celle-ci  :  Étant  données  les  diverses  forces 
qui  doivent  agir  sur  les  côtés  d'un  sjrstème  polygonal  articulé 
et  les  longueurs  de  ces  côtés,  trouver  la  forme  du  polygone. 
Ainsi,  dans  la^g*.  58,  on  donne  les  groupes  de  forces  (P),  (P,), 
(P,),...,  et,  par  suite,  les  résultantes  partielles  N,,  N,,  N,,...; 
on  donne  aussi  les  longueurs  BC,  CD,  DE,...,  et  l'on  demande 
les  sommets  B,  C,  D,  • . . . 

Le  problème,  ainsi  posé  se  résout  sans  peine  par  la  con- 
struction graphique  suivante.  On  place  arbitrairement  le  som- 
met B  sur  la  première  résultante  Ni;  puis,  avec  la  longueur 
donnée  BC  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle  (ou  une  sphère 
plus  généralement)  qui  coupe  N,  au  point  cherché  C,  et  ainsi 
de  suite  pour  les  autres.  On  voit  qu'il  y  m  une  infinité  de 
solutions.. 

Mais  il  est  rare  :qu'en  pratique  la  question  soit  tout  à  fait 
présentée .  comme  on  .vient  .de  le  voir,  et  .ordinairement  la 
solution .  n'est  pas  aussi  facile;  Ainsi,  les.  forces  extérieures 
peuvent  dépendre  de  la  situation  des.  côtés  du  polygone;  au 
lieu  d'être  absolument  déterminées,  commenous  l'avons  sup- 
posé ;  elles  pourraient  aussi  comprendre  Jes  réactions  depoints. 
fixes,  dontJa  recherclie:se  lierait  avec  celle  .de>  la  forme  du 
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polygone  lui-même.  Les  hypothèses  et  données  étant  suscepti- 
bles de  varier  à  Tinfinl^  nous  nous  contenterons  de  traiter 
quelques  exemples. 

166.  Exemples  particuliers  du  problème  précédent.  —  Soit 
le  système  ABCD...  {fig.  60),  dont  les  centres  d'articulation 

sont  B,  C,  D,...;  chaque  corps  sup- 
porte un  poids  uniformément  ré- 
parti suivant  la  ligne  qui  joint  les 
deux  articulations  de  ce  corps/ et 
proportionnel  à  la  longueur  de 
cette  ligne  projetée  sur  Thorizon- 
taie.  , 

En  premier  lieu,  il  est  nécessaire  pour  l'équilibre  que  tout 
le  polygone  ABCD  soit  dans  un  même  plan  vertical  ;  car  si  deux 
côtés  consécutifs,  tels  que  BC  et  CD,  n'étaient  pas  dans  un 
même  plan. vertical,  la  somme  des  moments  des  foret  sappli- 
quées  à  BCD,  y  compris  les  réactions,  exercées  en  B  et  D,  ne 
serait  pas  nulle  relativement  à  Taxe  BD.  Donc  deux  côtés  con- 
sécutifs sont  contenus  dans  un  plan  vertical;  donc  BC  est  dans 
le  plan  vertical  de  AB;  par  suite,  ce  plan  contient  aussi  CD, 
et  en  allant  de  proche  en  proche  on  verrait  ainsi  qu'il  contient 
le  polygone  tout  entier. 

Soient  maintenant  AX,  AY .deux. axes  coordonnés  tracés 
dans  ce  plan;  X,  Y  les  composantes  de  la  force  appliquée 
en  A  au  système;  x,  y  les  coordonnées  d'un  sommet  quel- 
conque C;  p  le  poids  qui  charge  l'unité  de  longueur  en  pro- 
jection horizontale.  En  égalant  à  zéro  la  somme  des  moments, 
relativement  au  point  C,  de  toutes  les  forces  qui  agissent  de- 
puis ce  point  jusqu'à  l'extrémité  A,  on  aura 

Y^r— X/ pX^ZZZQ^     ; 

ce  qui  prouve  que  tous  les  sommets  A,  B,  C,  D,...,  sont  sur 
une  même  parabole  représentée  par  l'équation  précédente.  La 
détermination  des  constantes  X,  Y,  nécessaire  pour  la  connais- 
sance complète  de  cette  parabole,  dépendrait  d'autres  données 
particulières  de  la  question. 
Si  le  polygone  ABCD...  représentait  la  section  droite  d'une 
L  a*  «DIT.  28 
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enveloppe  cylindrique  soumise  à  la  pression  normale  uniforme 
d'un  gaz,  dont  Tintensité  serait  de  p  kilogrammes  par  mètre 
de  longueur  mesurée  suivant  le  contour  ABCD,  l'équation  des 
moments  deviendrait 

Yar— Xr±^/>(*»-Hr')  =  o, 

et  tous  les  sommets  se  trouveraient  sur  un  même  cercle.  La 

quantité  -p{a:^-^y)  est  la  somme  des  moments,  relativement 

à  un  sommet  C,  de  toutes  les  pressions  exercées  par  le  gaz  de- 
puis ce  sommet  jusqu'à  l'extrémité  A;  le  signe  +  convient  au 
cas  d'une  pression  intérieure»  le  signe  —  au  cas  d'une  pression 
extérieure.  Ici,  comme  dans  le  premier  problème,  il  y  aurait 
deux  constantes  Y,  X  à  déterminer. 

A  cet  effet  on  pourrait,  dans  les  deux  cas,  donner  par  exem- 
ple la  position  de  deux  sommets  relativement  aux  axes  AX, 
AY;  les  coordonnées  de  ces  sommets,  introduites  dans  l'équa- 
tion au  Heu  de  or,  ^,  donneraient  deux  relations  d'où  l'on  tire- 
rait X  et  Y.  Si  le  système  était  assujetti  à  être  symétrique 
relativement  à  une  certaine  ligne  passant  par  un  sommet,  les 
axes  de  coordonnées  étant  menés  par  ce  point,  celui  des  x 
suivant  la  ligne  de  symétrie  et  l'autre  perpendiculairement,  on 
aurait  Y  =  o;  l'équation  de  la  courbe  ne  contiendrait  plus 
qu'une  constante,  et  une  seule  condition  serait  suffisante  pour 
la  déterminer. 

Enfin,  on  remarquera  que  soit  pour  la  parabole,  soit  pour 

dr      Y 

le  cercle,  à  l'origine  A  on  a  -^  =  =7->  ce  qui  montre  que  la 

force  exercée  en  A  sur  le  polygone  articulé  est  tangente  à  la 
courbe  des  sommets.  L'origine  pouvant  d'ailleurs  être  placée 
en  un  sommet  quelconque,  sans  changer  la  forme  de  l'équa- 
tion d'équilibre,  la  même  propriété  est  vraie  pour  les  deux 
actions  mutuelles  exercées  en  chaque  centre  d'articulation. 

167.  Forme  d'équilibre  dans  le  cas  d'articulaiiQns  infini-- 
ment  rapprochées.  —  Replaçons-nous  dans  les  conditions  du 
n^"  164,  et  exprimons  par  des  équations  l'équilibre  de  Télé- 


Digitized  by 


Google 


STSTfiMES  AKTIGULÉS  SANS  nOTTEMBNT.  4^ 

ment  DE,  dont  la  longueur  est  ds  (fig.  Sg).  Indépendamment 
de  la  force  P&,  l'élément  est  sollicité  en  E  par  la  force  T  pro- 
venant de  Faction  de  la  partie  £G  da  système,  et  en  D  par  une 
force  analogue  due  à  l'action  de  la  partie  DA.  La  première 
force  T>  à  laquelle  nous  attribuons  comme  sens  positif  celui 
d'une  pression  sur  DE,  est  dirigée  suivant  la  tangente  en  D 
(n*  164);  elle  aura  donc  pour  composantes  suivant  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires 

^dx^      ^dx      rj^dz 
ds^        ds^        ds 

Si  l'on  adopte  pour  sens  des  5  positifs  celui  de  E  vers  D,  la 
pression  en  ce  dernier  point  donnera  pareillement  trois  com- 
posantes 

ds  ds  ds  ds  ds  ds^ 

ex  comme  elles  so&t  en  sens  contraire  de  celles  de  la  force  T, 
il  restera  en  définitive 

ds  as  ds 

Donc  en  appelant  X,  Y,  Z  les  composantes  de  P,  on  aura 

Xi5-rf.T$î  =  o, 
ds 

(1)  (  YA^rf.T^=:o, 

ds 

^élimination  de  Tînconnue  auxiliaire  T  entre  les  trois  équa- 
tions (i)  donnera  deux  équations  entre  les  quantités  connues 
X,  Y,  Z  et  les  coordonnées  Xj  /-,  z.  Ce  seront  les  équations 
diflKrentielles  de  la  courbe  d'équilibre. 

En  multiplant  la  première  des  équations  (i)  par  dxy  la  se- 
conde par  dy^  la  troisième  par  dz^  faisant  la  somme  et  divisant 

28. 
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par  dSf  on  trouvera,  tout  calcul  effectué, 
X.,.ï.,  +  Z..-<,T[(é)V(*)V(S)-] 

Or,  de  la  relation 

($)'-(îMè)=- 

on  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  s, 


dxd^x 
ds' 

^     ds' 

dzd^z 
^     ds'    = 

0 

donc 

on  aura 

{>) 

dl: 

=  Xdx-{- 

Ydx-hZdz, 

équation  qui  montre  comment  la  pression  varie  d'un  point  à 
l'autre  de  la  courbe  des  centres  d'articulation. 

L'équation  (2)  aurait  pu  se  démontrer  plus  simplement  en 
projetant  sur  la  direction  même  de  l'élément  DE  les  trois  forces 
T,  T-+-  rfT,  Vds;  car  «  étant  l'angle  de  P  avec  ds,  on  aurait  eu 

rfT=:Pcosa.rf5, 

et  comme  on  a  d'ailleurs 

Xdx-^Ydx-hZdz 


cos  a  = 


Pds 


on  retrouverait  l'équation  (2)  par  une  multiplication  membre 
à  membre  des  deux  dernières  équations.  Pareillement  on  peut 
encore  remarquer  que  pour  l'équilibre  de  Vds  avec  les  deux 
forces  T  et  T  +  </T,  P  doit  être  dans  le  plan  des  deux  tangentes 
avec  lesquelles  coïncident  T  et  T  +  rfT,  c'est-à-dire  dans  le 
plan  osculateur  de  la  courbe,  que  l'angle  de  contingenc&est 

exprimé  par — >  p  étant  le  rayon  de  la  première  courbure;  et, 

par  suite,  en  projetant  sur  la  direction  de  p,  on  posera  la  relation 

(3)  î=:=Psin«,  , 

P 
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dont  la  démonstration  analytique  serait  notablement  plus 
longue.  ^ 

i68.  Exemple  particulier  d'un  système  dont  les  articulations  sont  in- 
finiment  rapprochées;  système  supportant  une  charge  d'eau.  —  Soit  ACB 
(/%'•  6i)  la  courbe  des  centres  d'articulation,  que  nous  considérerons 
Fig.  6i.  simplement  comme  la  section  droite  d'un 

cylindre  ayant  des  génératrices  de  lon- 
gueur égale  à  I .  On  néglige  le  poids  propre 
des  corps  articulés  et  on  suppose  que  les 
forces  extérieures  consistent,  indépendam- 
ment de  celles  que  produisent  les  appuis, 
en  pressions  dues  à  une  charge  d'eau  dont 
■-  le  niveau  est  NN.  La  ligne  NN  est  prise 
pour  axe  des  or;  Taxe  des/  est  une  verticale  0/,  relativement  à  laquelle 
on  admet  que  le  système  est  symétrique. 

n  étant  le  poids  d'un  mètre  cube  d'eau,  nous  devons  faire,  dans  les 
équations  du  n**  467, 

R  =  nj,     a  =  9o^ 
Donc  on  a  d'abord 

JT  =  o,    ou    T  =  constante, 
T 

c'est-à-dire  que  la  pression  T  est  constante,  et  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  ACB  est,  dans  chaque  point,  en  raison  inverse  de  l'ordon- 
née y.  Cette  considération  donnerait  un  premier  moyen  de  tracer  approxi- 
mativement la  courbe,  au  moyen  d'une  série  d'arcs  de  cercle  se  raccor- 
dant entre  eux.  On  tracerait  un  premier  arc  CD  partant  du  point  C  avec 
un  centre  placé  arbitrairement  sur  C/;  puis,  appelant  p^  et  p,  les  rayons 
de  la  courbe  en  C  et  D,  A  et  A^  les  cotes  de  ces  mêmes  points  au-dessous 
^du  niveau  NN,  on  poserait  la  proportion 


d'où  l'on  tirerait  le  rayon  p,  avec  lequel  on  décrirait  le  second  arc  à  par- 
tir du  point  D.  On  irait  dé  même  de  proche  en  proche,  et  on  aurait  tou- 
jours soin  de  ne  faire  correspondre  les  arcs  successifs  qu'à  de  faibles 
accroissements  d'ordonnées/.  Le  premier  rayon  ayant  été  pris  arbitrai- 
rement, pour  déterminer  complètement  la  courbe,  on  pourrait  lui  imposer 
les  conditions  d'avoir  son  point  le  plus  haut  C  et  son  extrémité  A  dans 
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des  situations  données.  Le  problème  se  résoudrait  alors  par  tfttomieiiien^ 

en  essayant  diverses  valeurs  du  rayon  initial. 

Si  Ton  veut  employer  le  calcul,  on  remplacera  p  par  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  ^  et  de  -^i  ce  qui  donnera  Téquation  différentielle  de  la 


courbe  CA  : 

Sh(i)T'= 


On  peut  fiadre  une  première  int^ration,  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  par  %dj^  et  on  trouvera 

ou  bien,  attendu  que  ^  =  o  pour  /  =  A, 

-[■+(i)T'^'=î'^-*|- 

Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  -^t  devient 


*=  /    ■      ._\/-[-ai^--''']' 

soit,  en  remplaçant  la  différence  de  deux  carrés  par  le  produit  de  la  somme 
et  de  la  différence,  et  effectuant  la  séparation  des  variables, 

Y/(/^-A')['-^Cr'-A')] 


n 


On  doit  avoir  nécessairement  t»  (j'-r  A')< i,  sans  quoi  l'eipree- 
sion  de  ^  ne  serait  pas  réelle;  par  suite,  on  pourra  développer 


yj^-h^-^' 


:en  série,  au  moyen  de  la  (ormule  du  binôme;  de 
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cette  maniôre,  la  dernière  équation  devient 

x[.  +  ^(/-/^H-^(r'-*')'+...]- 

L'intégration  est  maintenant  facile,  car  elle  se  ramène  à  la  recherche 
d'intégrales  de  la  forme  /  /^  ^  ,  n  étant  un  nombre  entier  positif. 
Or,  on  sait  que 

«t,  d'un  autre  o6té,  l'intégration  par  parties  donne 

J  Vf^^^'       «  \    ^    J     J  yff^=^' 

Ainsi,  par  cette  dernière  formule,  connaissant  les  valeurs  de  l'intégrale 
pour  /«  =  o  et  /î  =  I ,  on  les  aura  pour  /z  =  2  et  w  =  3  ;  au  moyen  de 
ces  dernières,  on  les  aura  dans  les  cas  de  «  =  4  et  «  =  5  ;  et  ainsi  de 
suite. 
Nous  ne  pousaerona  pas  plus  loin  le  calcul  sans  introduire  une  hypothèse 

restrictive.  D'après  une  équation  établie  tout  à  l'heure,  1 j  Ct*—  /**) 

^st  égal  à  I  1  +  (  ^  )  J  5  c'est-à-dire  au  cosinus  de  l'angle  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  fait  avec  l'horizontale.  Si  la  coorbe  est  assez  surbaissée, 
le  cosinus  différera  de  très-peu  de  i,  et  -=,  (j>^— A')  sera  une  petite 

quantité  dont  il  suffira  de  conserver  la  première  puissance  dans  les  cal- 
culs. Dans  rhypothèse  d'un  faible  rapport  entre  la  flèche  et  l'ouverture 
de  la  courbe  ABC,  on  posera  donc 

*V^=;^[-ît(^-''>][-+wi^-*i+-] 
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équation  dont  Tintégrale,  calculée  comme  il  est  dit  ci-dessus,  est  la  sui- 
vante : 

La  constante  T  pourrait  être  déterminée  par  la  condition  de  faire  passer 
la  courbe  au  point  donné  Â. 

169.  application  des  formes  d'équilibre  de  systèmes  arti- 
culés à  la  construction  de  pièces  rigides*  —  Quand  on  connaît 
toutes  les  charges  qui  doivent  agir  sur  une  pièce,  y  compris 
son  poids  propre  et  les  réactions  des  appuis,  on  peut  con- 
struire, en  s'appuyant  sur  les  considérations  du  n^  167,  une 
courbe  telle,  que  si  celle-ci  était  considérée  comme  le  lieu  des 
articulations,  infiniment  rapiprochées  entre  elles,  d'un  système 
articulé,  l'équilibre  existerait.  Or  cette  courbe  peut  aussi  être 
prise  pour  fibre  moyenne  de  la  pièce,  et  alors  oh  aura  cet 
avantage  que,  dans  toutes  les  sections  transversales,  la  résul- 
tante des  actions  moléculaires  passera  au  centre  d'élasticité. 
De  là  il  résulte  que  les  efforts  se  répartissent  uniformément 
sur  la  section,  c'est-à-dire  de  la  manière  la  plus  favorable  à  la 
résistance,  ce  qui  permet  d'employer  moins  de  matière  dans 
la  construction  de  la  pièce. 

Pour  faire  usage  de  cette  propriété,  il  faut  cependant  remar- 
quer que  l'action  des  forces  produit  des  allongements,  rac- 
courcissements ou  glissements  par  suite  desquels  la  forme 
d'équilibre  que  la  pièce  doit  finalement  conserver  ne  sera  pas 
tout  à  fait  identique  avec  celle  sous  laquelle  on  doit  la  con- 
struire. Il  serait  donc  toujours  utile,  et  quelquefois  néces- 
saire, de  prévoir  et  de  calculer  par  avance  les  déformations  et 
d'établir  la  pièce  avec  une  forme  provisoire,  de  manière  que, 
par  l'effet  même  des  charges,  elle  prtt  la  forme  d'équilibre 
qu'on  aurait  en  vue.  On  y  parviendrait  approximativement  au 
moyen  d'une  règle  de  fausse  position  :  on  supposerait  la  pièce 
construite  avec  la  forme  d'équilibre;  les  déplacements  produits 
par  les  forces  seraient  ensuite  calculés  dans  cette  hypothèse 
pour  les  différents  points  de  la  force  moyenne,  et  portés  en 
sens  contraire  de  leur  direction  à  partir  de  ces  points.  Le  lieu 
des  extrémités  de  ces  déplacements  inverses  pourrait  être 
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adopté  pour  fibre  moyenne  provisoire.  Cette  solution  serait 
rigoureuse  pour  le  cas  de  déplacements  infiniment  petits  : 
pratiquement  elle  sera  donc,  en  général,  d'une  exactitude 
suffisante,  car  la  petitesse  des  déformations  est  une  consé- 
quence de  la  stabilité. 

Dans  sa  théorie  de  la  stabilité  des  voûtes  (*),  M.  Yvon  Yil- 
larceau  a  cherché  à  déterminer  les  courbes  d'intrados  et  d'ex- 
trados de  telle  sorte,  que  la  résultante  des  pressions  sur  un 
joint  passât  au  centre  de  gravité  de^  ce  joint  :  la  fibre  moyenne 
de  la  voûte  ainsi  construite  satisferait  à  la  condition  d'être 
identique  avec  le  lieu  des  centres  d'articulation  d'un  système 
articulé  en  équilibre  sous  les  forces  appliquées  à  la  voûte,  et 
par  conséquent  on  obtiendrait  une  certaine  économie  dans  le 
cube  des  maçonneries.  C'est  une  des  applications  les  plus  in- 
téressantes qu'on  ait  faites  des  considérations  que  nous  venons 
de  présenter. 

§  IL  —  Systèmes  articulés  complexes. 

170.  Des  systèmes  articulés  complexes.  —  Dans  tous  les  sys- 
tèmes précédemment  étudiés,  chaque  corps  présentait  seule- 
ment deux  points  d'articulation,  l'un  avec  un  corps  précédent, 
l'autre  avec  un  corps  suivant,  et  l'ensemble,  rédjmit  aux  lignes 
droites  joignant  les  deux  centres  d'articulation  de  chaque 
corps,  formait  un  polygone  convexe  ayant  deux  extrémités  bien 
définies.  Nous  avions  alors  ce  que  nous  conviendrons  d'ap- 
peler un  système  articulé  simple.  Mais  il  peut  arriver  qu'après 
avoir  établi  un  tel  système,  on  réunisse  certains  corps  de  ce 
système  entre  eux  ou  à  d'autres  corps  au  moyen  de  tiges  ou 
corps  de  forme  quelconque,  articulés  eux-mêmes  à  leurs  points 
d'assemblage.  On  aura  formé  de  cette  manière  ce  que  nous 
appellerons  un  système  articulé  complexe.  Le  caractère  général 
auquel  on  les  reconnaît,  c'est  qu'il  y  a  au  moins  un  des  corps 
du  système  qui  présente  plus  de  deux  centres  d'articulation 
ou  points  considérés  comme  tels. 

Ainsi  une  charpente  qui  ne  serait  composée  que  de  deux 


(*)  Foir  l'ouvrage  intitulé  :  Sur  l'établissement  des  arches  de  pont,  envisagé 
mi  point  de  vue  de  la  plus  grande  stabilité;  Paris,  i854. 
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arbalétriers  et  un  tirant  se  classerait  cependant  parmi  les  sjs- 
tèmes  complexes,  parce  que  chaque  arbalétrier  serait  articulé 
avec  l'autre  arbalétrier  et  le  tirant,  et  aurait  en  outre  un  appui 
fixe  assimilé  k  un  centre  d'articulation. 

Nous  ne  pouvons  pas  donner  de  théorie  générale  des  sys- 
tèmes articulés  complexes.  Nous  nous  bornerons  à  traiter 
quelques  exemples. 

171.  Charpente  composée  de  deux  arkaléîriers  simples^  deux 
contre-fiches^  tinmt  et  poinçon.  -^  Soit  donnée  la  charpente 
ABCDFGH  (fig.  6^),  dont  nous  représentons  les  diverses  pièces 
Fig.  63.  par  de  simples  lignes  droites  ;  AB, 

BC  sont  les  arbalétriers,  soutenus 
vers  le  milieu  de  leur  longueur^ 
en  D  et  G,  par  les  contre-fiches  DF, 
GF;  un  tirant  AC  reçoit  les  extré- 
mités des  arbalétriers;  enfin  les 
points  B,  F,  H  sont  réunis  par  un 
poinçon  principalement  destiné  à  empêcher  la  flexion  que 
subirait  le  tirant  sous  l'action  de  son  poids  et  des  pressions 
transmises  par  les  contre-fiches  dans  le  cas  où  l'absence  de 
poinçon  obligerait  le  constructeur  à  les  assembler  avec  le 
tirant.  Les  pièces  AB,  BC  supportent  un  poids  uniformément 
réparti,  à  raison  de  p  kilogrammes  par  mètre  courant  de  pro* 
jection  horizontale,  y  compris  leur  poids  propre.  Le  système 
est  supposé  symétrique  par  rapport  à  la  verticale,  et  il  repose 
sur  deux  appuis  fixes  en  A  et  C  ;  enfin  tous  les  assemblages 
sont  censés  constituer  des  articulations  sans  frottement.  Il 
s'agit  de  déterminer  les  forces  extérieures  inconnues  qui  sol- 
licitent les  différentes  pièces,  afin  de  vérifier  si  les  dimensions 
sont  suffisantes,  conformément  aux  méthodes  qu'enseigne  la 
Résistance  des  Matériaux. 

Soient  «  et  |3  les  angles  FGB,  HCB;  2a  l'ouverture  AC;  T  la 
tension  du  tirant  ;  R  la  compression  de  la  contre-fiche  ;  S  la 
tension  du  poinçon  en  dessus  du  point  F;  P  le  poids  du  tirant. 
On  négligera,  pour  plus  de  simplicité,  les  poids  des  trois 
pièces  FG,  FD,  BH,  comme  faibles  comparativement  à  P  et  à 
la  charge  2pa  des  arbalétriers. 
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Si  Fon  considère  d'abord  un  arbalétrier  BC^  on  voit  qu'il 
supporte»  en  dehors  des  points  d'appui  B,  G,  C,  une  force  pa 
uniformément  répartie,  dont  chaque  élément  pdx^  répondant 
à  une  longueur  infiniment  petite  dx  prise  sur  la  longueur  HC, 
pourrait  être  décomposé  en  deux  forces  pdxsxiï^y  pdx cos^, 
suivant  la  direction  de  BC  et  la  direction  perpendiculaire.  Les 
premières  composantes  tendraient  seulement  à  comprimer  la 
fibre  moyenne  de  l'arbalétrier;  les  secondes  seules  produi- 
raient une  flexion.  Or  nous  admettrons  que  le  constructeur  a 
déterminé  le  serrage  de  la  contre-fiche  de  manière  à  rendre 
nulle  la  flèche  que  toutes  les  forces />rfj:cosp,  dont  la  somme 
est  pa cos^f  feraient  prendre  en  C  à  l'arbalétrier  s'il  n'était  pas 
soutenu  par  la  contre-fiche.  Il  en  résulte  que,  au  point  de  vue 
de  la  flexion  et  des  pressions  normales  exercées  sur  les  appuis, 
la  pièce  BC  pourra  être  considérée  comme  supportant  une 
charge. /^acos^,  uniformément  répartie  et  comme  soutenue  en 
trois  points  équidistants  B,  G,  C.  On  trouve  alors  immédiate- 
ment les  réactions  normales  des  points  d'appui,  savoir  : 

3  5 

-^pacos^  pour  B  et  C,  ^pacos(3  pourG(n*T7). 

Cela  posé,  comme  il  n'y  a  de  forces  appliquées  à  la  contre- 
fiche  qu'aux  extrémités  F,  G,  et  que  par  conséquent  ces  forces 
doivent  être  dirigées  suivant  la  droite  FG,  on  voit  que  la  réac- 
tion totale  B,  supportée  en  G  par  l'arbalétrier,  aura  cette  même 
direction;  donc  on  pourra  d'abord  poser  l'égalité 

5 
B  sin  a  =  g  pa  cos  (3, 

qui  détermine  l'inconnue  B.  Secondement,  la  réaction  totale 
appliquée  au  point  C  de  l'arbalétrier  se  compose  de  la  tension 
horizontale  T  du  tirant  et  d'une  force  verticale  Q;  la  compo- 
sante normale  de  cette  réaction  sera  Qcos^  —  TsinP;  donc 

on  aura 

3 
Q  cosp  —  Tsinp  =  -g  pacos^. 

On  voit  que  la  tension  T  serait  connue  si  l'on  avait  la  valeur 
de  Q  :  pour  la  déterminer,  il  faut  auparavant  trouver  la  ten- 
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sion  du  poinçon  dans  la  partie  FH.  Cette  tension,  devant 

simplement  empêcher  la  flexion  du  tirant,  aurait  pour  valeur 

5 
normale  g  P;  donc,  si  Ton  pose  Téquation  d'équilibre  en  pro- 
jection verticale,  des  forces  extérieures  au  système  composé 
des  deux  abalétriers,  des  contre-fiches  et  du  poinçon,  cette 
équation  sera 

2Q-2/>a--gP=zo  (*). 

Quant  à  la  tension  S  du  poinçon  dans  la  partie  FB,  il  est  clair 
que  ce  sera  celle  de  la  portion  FH,  plus  la  somme  des  deux 
composantes  verticales  des  forces  R  transmises  par  les  contre- 
fiches;  et  Ton  aura,  par  suite, 

S  =  gP-4-2Rsin(«-(3), 

-  Il  est  aisé  maintenant  d'écrire  les  valeurs  de  toutes  les  forces 
cherchées.  On  trouvera  successivement 


•.      5       cosô 
8'^     sina 


^      i3/>a  +  5P 
i6tangp 

S=.^p^5      cosfisin(«-P)^ 
8         4'^  sma 

La  dernière  formule  peut  encore  s'écrire  ainsi  : 

S=|[p.,^eo,.,(-?HÉ)], 


(  *  )  La  force  Q  ainsi  calculée  diffère  du  poids  de  la  demi-ferme  :  mais  cela 
n'a  rien  qui  doÎTe  surprendre,  car  T  et  Q  constituent,  non  pas  la  réaction  de 
l'appui  siir  la  ferme,  mais  la  réaction  du  tirant  sur  Tarbalétrier. 
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et,  dans  l'hypothèse  de  a  peu  différent  de  go  degrés, 
5 

S=:g(PH-2/>aCOS^(3). 

On  possède  maintenant  toutes  les  données  utiles  pour  pro- 
céder à  la  vérification  de  la  résistance  des  principales  pièces 
de  la  ferme.  Le  tirant  ne  doit  guère  résister  qu'à  ia  tension  T, 
car  la  flexion  due  à  son  poids  est  peu  sensible,  surtout  avec  le 
secours  du  poinçon.  Lescontre-fiches.et  le  poinçon  ne  résistent 
pareillement  qu'à  des  efforts  longitudinaux.  Quant  aux  arba- 
létriers, ils  doivent  supporter,  outre  les  efforts  dus  à  la  flexion, 
des  forces  de  compression  longitudinale  agissant  suivant  leur 
axe;  les  forces  totales  qui  produisent  ces  effets  seront  connues 
dans  chaque  section,  et  l'on  en  conclura  les  actions  molécu- 
laires correspondantes. 

172.  Ferme  de  charpente  enfer  à  grande  portée.  —  Danis  la 
plupart  des  gares  de  chemin  de  fer  et  beaucoup  d'autres  bâti- 
ments, on  trouve  des  fermes  construites  comme  l'indique  le 
croquis  ci-dessous  (^g.  63),  dont  la  disposition  ingénieuse' a 
été  imaginée  par  M.  Polonceau.  AB,  BC  sont  les  arbalétriers, 
p.    g3  tantôt  en  bois,  tantôt 

jj  en  fer  ou  en  fonte,  sou- 

y        J^;.        T  tenus  perpendiculaire- 

x/  \  \/\  ment  en  leurs  milieux 

F,  G  par  des  bielles  en 
fonte  FD,GE.  Ces  biel- 
-^<r^    .         .„^  ^*^'^'^;^^        les  s'articulent  à  leurs 

'      <  deux  extrémités,  d'une 

part  avec  les  arbalétriers,  d'autre  part  avec  des  mirants  AD,  DB, 
GE,£B,  qui  les  réunissent  aux  extrémités  des  arbalétriers. 
Enfin,  un  tirant  horizontal  DE  réunit  les  deux  moitiés  de  la 
ferme  et  les  empêche  d'exercer  une  poussée  trop  considérable 
contre  les  supports.  Il  s'agit  encore  ici  de  se  rendre  compte 
des  forces  auxquelles  doivetit  résister  les  'diverses  pièces. 

D'abord  les  appuis  doivent  exercer  en' C  et  A,  sur  cette 
ferme,  des  réactions  égales  pour  cause  de  symétrie,  dont  la 
composante  verticale  aura  nécessairement  pour  valeur  le  poids 
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de  la  demi-ferme  avec  la  charge  correspondante.  Nous  admet- 
trons que  cette  iîharge,  en  y  comprenant  le  poids  propre  des 
pièces,  est  un  poids  uniformément  réparti  suivant  Thorizon- 
taie,  et  nous  la  désignerons  par  pa^  p  étant  le  poids  par  mètre 

eourant   mesuré  horizontalement»    et   a«   la  distance   ÂC; 

pa  sera  donc  la  composante  verticale  de  la  réaction  en  A  ou  CL 

Les  forces  verticales  appliquées  à  une  moitié  de  la  ferme  se 

réduisent  à  un  couple  (pa,  —pa),  dont  la  force  est  pa  et  le 

bras  de  levier  à  très-peu  près  -  a;  ce  serait  rigoureusement  -  a 

en  négligeant  le  poids  des  bielles  et  tirants,  simplification  qui 
n'entraînera  pas  d'erreur  sensible.  Donc  les  forces  horizon- 
tales doivent  se  réduire  à  un  couple  dont  -pa*  sera  le  moment. 

Or,  ces  forces  horizontales  sont  :  i^  la  réaction  mutuelle  des 
deux  moitiés  de  ferme  en  B  ;  2?  la  tension  T  du  tirant  ;  3<*  la 
composante  suivant  AC  de  la  réaction  de  l'appui  soutenant  la 
moitié  considérée.  SI  l'on  suppose  que  le  Urant  DE  a  été  suffi- 
samment tendu,  cette  dernière  composante  pourra  être  nulle; 
la  réaction  mutuelle  en  B  sera  égale  et  contraire  à  T,  et,  en 
désignant  par  b  la  distance  de  DE  au  sommet  B  de  la  ferme, 
on  aura 

d'où  l'on  tire 

Telle  est  la  tension  qu'il  conviendra  de  donner  au  tirant;  elle 
se  produirait  d'elle-même  par  le  seul  fait  de  l^ailibre,  si  un 
des  appuîis  A  ou  C  était  disposé  de  manière  à  ne  pouvoir  exer- 
cer de  réaction  horizontale»  ce  qui  entraînerait  la  nulUté  de  ta 
réaction  horizontale  exercée  par  l'autre  appui.  Ordinairement 
cette  condition  n'est  pas  remplie,  en  sorte,  que  k  tensM)n  T. est 
réalisée  par  un  serrage  couyenaUe  que  l'on  effeeiue  atf  moyen 
des  procédés  connus,  par  exemple  avec  un  écrou  portant  deux 
surfaces  de  vis  filetées  en  sens  contraii^es;  cet  éorou,  placé 
vers  le  milieu  du  tirant»  assemble  ses  deux  moitiés  et  les  lait 
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marcher  Tune  vers  l'autre,  de  manière  à  produire  une  tension 
si  les  points  D  et  E  sont  fixes.  On  emploie  aussi  des  vis  de 
rappel  placées  à  une  extrémité  du  tirant  qu'il  s'agit  de  tendre» 
ou  bien  des  clefs  et  contre-clefs  analogues  à  celles  des  têtes 
de  bielle,  usitées  dans  les  machines  à  vapeur. 

Les  tensions  S  et  Q  des  tirants  BE,  €E  et  de  leurs  symé* 
triques  BD,  AD  sont  produites  artificiellement  par  des  moyens 
analogues.  En  opérant  le  serrage,  le  constructeur  doit  remplir 
cette  condition  que  les  bielles  FD,  GE  soient  assez  pressées 
contre  leurs  arbalétriers  pour  annuler  les  flèches  que  ces  pièces 
tendraient  à  prendre  aux  points  F  et  G.  Dès  lors,  par  des  con- 
sidérations semblables  à  celles  dont  on  a  fait  usage  au  n**  171» 
en  appelant  R  la  pression  totale  de  l'une  des  bielles,  et  ^ 
l'angle  des  arbalétriers  avec  l'horizontale  AC,  on  est  conduit 

à  l'égalité 

5 
R=  g/?rtcosp. 

De  même  on  voit  que  la  réaction  appliquée  au  point  C,  normale- 

3 
ment  à  l'arbalétrier,  est  exprimée  à  la  fois  par  -gf û cos|3  et 

par  pa  cos|3  —  Q  cosa,  a  étant  l'angle  de  l'arbalétrier  avec  uA 
des  tirants  qui  soutiennent  la  bielle.  Donc  on  a 

3 
-^pacos^  =  pacos^  —  Qsina, 


et  par  suite 


^_  i3/><gtcosp. 
i6sina 


Enfin  on  trouve  la  tension  du  tirant  B£  par  un  procédé  ana- 
logue, en  exprimant  que  la  somme  algébrique  des  projections 
des  forces  S  et  T,  sur  1^  perpendiculaire  à  l'arbalétrier,  doit 

3 
être  égale  à  -g/>«cosPj  ce  qui  donne 

3 
Tsin|3  —  Ssina  =  -g/>tf  cos(3, 

ou  bien 

sina        losma        asina\     à  8       ^/ 
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Connaissant  les  forces  Q,  R,  S,  T,  qui  s'exercent  symétri- 
quement sur  les  deux  moitiés  de  la  ferme,  la  vériflcation  de 
la  résistance  devient  facile»  comme  dans  l'exemple  du  n^  171. 

Quelquefois,  quand  la  portée  devient  un  peu  considérable, 
on  ajoute  à  la  ferme  un  poinçon  pour  soutenir  le  tirant  DE  en 
son  milieu,  el  rendre  insensible  sa  flexion,  qui  produirait  un 
effet  désagréable  à  l'œil.  La  tension  de  ce  poinçon  doit  être 
alors  les  cinq  huitièmes  du  poids  du  tirant.  L'introduction 
d'une  aussi  faible  force  dans  le  système  ne  modifie  pas  sensi- 
blement les  résultats  que  nous  avons  trouvés. 

Dans  certaines  circonstances,  afin  d'éviter  la  poussée  hori- 
zontale que  doit  produire  la  ferme  quand  elle  se  dilate  par 
suite  d'un  accroissement  de  température,  les  deux  extrémités 
inférieures  des  arbalétriers  ont  été  reçues  dans  deux  sabots 
de  fonte,  dont  l'un  a  été  fait  mobile  sur  des  roulettes.  La 
course  du  sabot  mobile  s'effectue  suivant  une  horizontale,  elle 
est  d'ailleurs  limitée  par  la  fixité  de  l'autre  sabot,  ou  par  des 
arrêts  qui  ne  lui  permettent  qu'une  amplitude  convenable.  On 
peut  éviter  aussi  que  les  variations  de  température  ne  soient 
accompagnées  de  changements  plus  ou  moins  nuisibles  dans 
le  serrage  des  tirants;  il  suffit  pour  cela  de  constituer  toute  la 
ferme  avec  des  matériaux  ayant  le  même  coefficient  de  dilata- 
tion, parce  qu'alors  le  système  en  se  dilatant  resterait  sem- 
blable à  sa  figure  première.  Cependant  il  ne  paraît  pas,  d'après 
l'expérience  acquise  des  constructeurs,  que  ces  précautions 
aient  une  grande  importance  pratique,  et  le  plus  souvent  on 
ne  s'assujettit  pas  à  les  observer. 

Enfin,  nous  remarquerons  qu'il  parait  assez  difficile  de  réa- 
liser exactement  pour  les  cinq  tirants  le  degré  de  serrage  con- 
venable, correspondant  à  la  tension  indiquée  par  les  calculs 
précédents.  Peut-être  serait-il  bon  de  chercher  un  procédé 
d'un  emploi  facile  pour  connaître  la  tension  qui  existe  dans 
un  tirant,  quand  il  est  posé  et  serré;  car,  faute  de  ce  procédé, 
il  reste  nécessairement  beaucoup  d'incertitude  sur  les  actions 
moléculaires  effectives  auxquelles  sont  soumises  les  diverses 
pièces. 

173.  Jutre  système  de  charpente  enfer.  —  Quand  la  portée 
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devient  considérable,  on  est  quelquefois  obligé  d'avoir  recours 
à  un  système  un  peu  plus  compliqué  que  le  précédent,  afin 
d'éviter  l'emploi  d'arbalétriers  de  trop  forte  section.  A  cet 
effet,  comme  l'indique  le  croquis  ci-dessous  [Jig.  64),  au  lieu 

Fig.  64. 


de  soutenir  les  arbalétriers  en  un  point  seulement,  outre,  les 
extrémités,  on  leur  donne  trois  points  d'appui  intermédiaires, 
de  sorte  qu'ils  sont  comme  des  poutres  à  quatre  travées  égales. 
Ainsi  donc,  après  avoir  tracé  les  deux  arbalétriers  AB,  BC  et 
les  lignes  AD,  DB,  DF,  EC,  EB,  EG,  DE,  comme  si  l'on  vou- 
lait reproduire  la  Jig.  63,  on  ajoute  à  l'arbalétrier  AB  deux 
bielles  KM,  HO,  articulées  à  leurs  deux  extrémités,  et  deux 
tirants  FO,  FM  ;  les  tirants  BD  et  AD  sont  remplacés  chacun 
par  deux  autres  BO  et  OD,  AM  et  MD.  Les  cinq  points  A,  K, 
F,  H,  B  sont,  comme  on  l'a  dit,  également  espacés;  les  deux 
triangles  AMF,  FOB  sont  égaux  et  semblables  au  triangle  ABD. 
Les  mêmes  additions  et  modifications  sont  faites  pour  le  côté 
droit  de  la  figure. 

Le  calcul  des  forces  extérieures  appliquées  à  chaque  pièce 
est  tout  à  fait  analogue  à  celui,  qu'on  a  vu  au  n"  172,  Les  appuis 
en  A  et  C  doivent  d'abord  exercer  chacun  une  réaction  verti- 
cale exprimée  par  pa^  en  conservant  les  mêmes  notations;  la 
tension  T  du  tirant  principal  DE,  nécessaire  pour  anéantir  la 
poussée  horizontale,  sera,  en  vertu  des  mêmes  raisonnements, 

égale  à^«  Si  l'on  suppose,  comme  au  n*  172,  que  le  serrage 

des  tirants  secondaires  est  opéré  de  manière  à  détruire  la  flèche 
de  l'arbalétrier  aux  points  où  il  est  soutenu  par  les  bielles,  les 

L    2I«  ÉDIT.  ^9 
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forces  norniales  exercées  sur  Tarbalétrier  en  B»  I»  G»  L,  C  «li- 
ront les  valeurs  suivantes  (n*  77),  savoir  : 

R'  =  Tg/'^cosj}»   au  milieu  G, 

R''  =  -pa  cosp,     en  I  et  L, 

R*'=:  —  pacosô,  en 3  et  C. 

Les  deux  forces  R'  ne  sont  autre  chose  que  les  compressions 
des  bielles  PI  et  NL;  les  autres  nous  serviront  à  établir  des 
relations  entre  les  inconnues  qui  restent  à  trouver. 

Ainsi  la  réaction  R^  en  Ç  est  produite  par  les  composantes, 
suivant  la  normale  à  BC,  de  la  force  pa  due  à  Tappui  et  de  la 
tension  Q  du  tirant  NC  :  donc  on  a 

—  pa  cosp  =  pa  cosjî  —  Q  sina, 

^       loi       cosô 
iia'^     sma 

En  procédant  de  même  pour  le  point  B,  avec  la  force  T  action 
mutuelle  des  deux  moitiés  de  la  ferme  et  la  tension  S  du  ti- 
rant BP,  on  aura 

— /iacos(î  =  Tsinp  — Ssîna,    • 

ou  bien 

c      TsinS       n        cosS 

S  =  -r — 'pa  -r-^? 

sina         112^     sma 

ce  qui  donne  S,  puisque  T  est  connu. 

Pour  avoir  les  tensions  Q',  Q^,  S',  S*"  des  tirants  NE,  NG,  PE, 
PG,  on  pourra  poser  les  équations  d'équilibre  des  points  P  et 
N.  Si  Ton  choisit  pour  axes  de  projection  la  parallèle  et  la  per- 
]>endiculaire  à  Tarbalétrier,  on  obtiendra  les  équations 

(Q'-Q'^-Q)slna^R''=o, 

(S'^S"~S)sinaH-R'^=:o, 
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relations  d'où  Ton  déduira  très-facilement  Q',  Q'',  S',  S*',  les 
quantités  Q,  S,  R'^  étant  déjà  déterminées.  On  trourera 

2sma       7^     sma 

/v       85        cos(3 
^        iia'^     sma 

S' = -A- f T  sin  p  -  ^  M  cos  S  V 
sma  \         "^       112-^  ^ ] 

Enfin,  on  détermine  la  pressioo  R  de  la  bielle  GE,  en  ex- 
primant que  la  somme  des  projections  sur  la  ligne  GE  des 
forces  R,  Q'',  S"  est  égale  à  la  réaction  R'  que  l'arbalétrier  doit 
recevoir  en  G;  donc  on  a 

^  ptf  cos  (3  =  R  -  (  Q'^  H-  S''  )  sin  a, 

et  finalement 

R^|§P«cosP- 

Toutes  les  forces  extérieures  qui  sont  appliquées  à  chaque 
pièce  étant  maintenant  connues,  la  vérification  de  la  résistance 
ou  le  calcul  des  dimensions  transversales  s'effectueront  sans 
difficulté. 

174.  Poutres  en  treillis;  i®  poutres  simplifiées.  —  Nous  con- 
sidérerons d'abord  le  système  simplifié  que  représente  layig-.65. 


La  poutre  est  formée  de  deux  cours  de  tiges  horizontales  pla- 
cées dans  le  même  plan  vertical,  suivant  les  lignes  ÀBCD. . ., 
A'B'C'D', . .;  ces  tiges  sont  censées  articulées  entre  elles  aux 
points  B,  C, . . .  et  aux  points  B%  C% . .  • .  En  ces  mêmes  points, 
ainsi  qu'en  A  et  A',  sont  articulées  d'autres  tiges  inclinées  AA% 
A'B,  BB',. . .,  ayant  toutes  la  même  longueur,  et  faisant  par 
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conséquent  le  même  angle  a  avec  la  verticale.  La  poutre  ainsi 
définie  peut  être  posée  sur  deux  appuis  et  chargée  en  ses  som- 
mets A,  B,  C,. . .,  A',  B',  C',. . .,  de  poids  quelconques,  dans 
lesquels  on  suppose  compris  le  poids  propre  des  tiges. 

Quelle  que  soit  la  charge,  comme  il  n'y  a  que  deux  appuis 
seulement,  la  Statique  élémentaire  permettra  de  calculer  im- 
médiatement leurs  réactions  :  nommons  P  la  résultante  ob- 
tenue en  composant  celle  qui  s'exerce  à  l'extrémité  A  avec  le 
poids  directement  appliqué  à  cette  articulation.  Le  point  A 
doit  rester  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force  P  et  de  deux 
autres  forces  dirigées  suivant  AA'  et  AB,  lesquelles  sont  les 
pressions  ou  tensions  de  ces  deux  côtés  :  ces  deux  dernières 
forces  sont  donc  déterminées,  puisqu'on  connaît  leur  direction 
et  leur  résultante.  Le  parallélogramme  des  forces  fait  voir 

p 

que  A  A'  supporte  une  pression et  AB  une  tension  P  tanga. 

De  même,  si  nous  nommons  F  la  résultante  de  la  pression 

P 

subie  par  AA'  et  du  poids  suspendu  en  A',  nous  verrons 

que  P'  doit  être  tenue  en  équilibre  par  deux  forces  agissant 
dans  les  directions  A'B'  et  A'B,  de  sorte  qu'il  suffira  de  dé- 
composer P'  suivant  ces  deux  lignes  pour  en  conclure  les 
pressions  ou  tensions  correspondantes.  On  passera  ensuite  au 
point  B;  nommant  P'^  la  résultante  du  poids  suspendu  en  B 
et  des  forces  déjà  trouvées  qui  agissent  suivant  BA,  BA',  on 
décomposera  P"  suivant  BG  et  BB',  ce  qui  fera  connaître  les 
efforts  supportés  par  ces  deux  tiges.  Et  ainsi  de  suite,  en  par- 
courant successivement  les.  sommets  suivant  la  ligne  brisée 
AA'BB'CC. . .,  on  finira  par  avoir  déterminé,  de  proche  en 
proche,  toutes  les  forces  intérieures  du  système. 

Cette  méthode,  fort  simple  en  principe,  réussirait  toujours, 
avec  une  distribution  quelconque  des  charges  sur  les  som- 
mets; mais  elle  serait  d'un  usage  pénible,  si  l'on  voulait 
effectuer  graphiquement,  par  la  règle  du  parallélogramme  des 
forces,  les  nombreuses  compositions  ou  décompositions  qu'elle 
exige.  Dans  la  pratique,  il  vaudrait  mieux  employer  le  calcul 
et  procéder  comme  il  suit. 

Considérons  C  et  C  {Jig.  65)  comme  deux  sommets  dé  rang 


Digitized  by 


Google 


SYSTÈMES  ARTICULÉS   SANS  FROTTEMENT.  4^^ 

quelconque  ï,  le  numérotage  commençant  par  o  en  A  et  A', 
et  marchant  de  gauche  à  droite.  Nommons  : 

ipi  le  poids  attaché  en  C; 
7.p\  celui  qui  agit  en  C; 
T,"  la  tension  du  côté  BC  ; 
"//  celle  du  côté  incliné  CD; 
Q/  la  compression  de  B'C; 
qi  celle  de  CC. 

Les  mêmes  lettres  affectées  d'autres  indices  désigneront  les 
forces  analogues  agissant  avant  ou  après  les  points  C  et  C  II 
ne  peut  d'ailleurs  y  avoir  aucun  inconvénient  à  préjuger  d'a- 
vance, comme  nous  l'avons  fait,  la  nature  de  Teffort  intérieur 
subi  par  chaque  côté  :  quand  on  se  trompe  sur  le'sens  d'une 
force  inconnue,  elle  figure  partout  dans  le  calcul  avec  un  signe 
contraire  à  celui  qu'elle  devrait  avoir,  de  sorte  qu'on  est  averti 
de  l'erreur  en  trouvant  finalement  une  valeur  négative  pour 
cette  inconnue,  et  qu'il  est  alors  facile  de  rétablir  les  choses 
conformément  à  la  réalité.  Cela  posé,  ^équilibre  de  C  exige 
que  la  somme  des  projections  horizontales  ou  verticales  des 
forces  appliquées  à  ce  point  soit  égale  à  zéro,  ce  qui  donne 
les  équations 

(i)  t,+,  —  T/—  (^,-,  -f-  qi)  sina  =  o, 

(2)  (/,_,  —  ^i)cosa  — 2/i,  =  o; 

on  aura  pareillement  les  équations  d'équilibre  du  point  C  :    * 

(3)  Q,+,  —  Qi  —  (  ti  4-  qi)  sin a  ==  o, 

(4)  {^/— ^i)cosa  +  2/?;.  =  o. 

En  retranchant  l'équation  (2)  de  l'équation  (4)  telle  qu'elle 
est  écrite,  puis  de  cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  di- 
minué les  indices  d'une  unité,  on  trouve 

(5)  [ti—  //_,)C0Sa-f-2(/?/H-/?'.  )==:0, 

(6)  (gi-~î,-i)cosa-4-  2(p/H-/>;._J=:o; 

la  combinaison  des  équations  (i)  et  (2)  d'une  part,  (3)  et  (4) 
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d'autre  pari  fournit  aussi  les  relations 

( 7 )  Ti+t  —  T,  —  2 (gfi sina  -4-  /i,langa)  =  o, 

(8)  Q/+,  —  Q/  —  2{qiSmoc  —p'.  tangar)  =  a. 

Les  huit  relations  précédentes  sont  vraies  lorsque  Tindice  i 
est  au  moins  égal  à  i;  mais  pour  les  points  A  et  A^  répondant 
à  1  =  0,  il  faut  les  modifier  en  raison  :  i®de  la  force  ascen- 
dante P  qui  se  substitue  au  poids  2p,;  2?  de  Tabsence  des 
forces  Q.,  T„  /_,,  g_,,  p_^  :  en  tenant  compte  de  ces  change- 
ments, on  trouve  par  les  quatre  dernières  relations  ou  par  les 
quatre  premières 

cosa 

T,  =  a  5.  sin  a  —  P  tanga  =:  P  tanga, 

Qi  =  2  (g.  sina  —  /,  tanga)  =  2  (P  —  /,  )  tanga, 

résultats  qu'il  serait  aussi  facile  de  démontrer  par  la  méthode  de 
décomposition  successive  exposée  en  premier  lieu.  Maintenant 
on  connaît  les  valeurs  initiales  des  forces  généralement  dési- 
gnées par  t,  q,  T,  Q,  et,  comme  les  relations (5), (6), (7 )et (8) 
déterminent  leurs  accroissements  ou  différences  quand  l'indice 
augmente  d'une  unité,  il  sera  facile  de  former  toutes  les  va^ 
leurs  suivantes.  Voici  comment  le  calcul  pourrait  être  conduit. 
Écrivons  les  deux  suites  d'équations  tirées  de  (5)  et  de  (6)  ; 

(^—  tt)cosa  =  i{pt-\-p\), 
(ti  —  ti)  cosa  =2  2  (pi-hp\), 
(  /,  —  /,)  cosa  =  2  {pi-\-p\), 


(/;_,  —  ti )  cosa  —  ^(pi-^p\  ); 

(?•  —  ?i)  cosa  =  2  [p,^p\)^ 
(î«  —  ?>  )  cosa  =  2  (;>,  H-  p\  ), 
(î»  ~  ?s)  cosa  —  2  (/>,  +  /?',), 

{},..,  —  qi)  cosa  =  2  {pi  -h  p\_^  ); 
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si  Ton  somme  chacun  de  ces  deux  gtimpes,  ii  viendra 

{t$—  ti)cosa 

=  ^[{pi-^pt'^p,-h...-hpi)-¥-{p\-hp\-^p',-h...-hp])], 
(?o— î,)cosa 

=  ^[iPi-^Pi^Pz'h...'^Pi)'h(pf.'¥'p\^p\^...-hp\^,)]. 

En  substituant  les  expressions  (9)  ci-dessus  trouvées  pour  U 
et  qo,  et  posant,  afin  d'abréger, 

i.n\  )  Si  =  Pi-^p.-hp,^...-hpi, 

les  deux  équations  précédentes,  résolues  par  rapport  à  f«-  et  f^ 
deviennent  . 

/      p-2(s,^s:) 

)  cosa 

^  cosor 

Ces  formules  comprennent,  comme  cas  particulier,  les  deux 
premières  formules  (9),  pourvu  qu'on  regarde  S«  et  Sl^ comme 
nulles  [ce  qui  n'a  d'ailleurs  rien  d'incompatible  avec  la  défi- 
nition des  sommes  S,-,  SJ  contenue  dans  les  formules  (10)]; 
on  y  serait  arrivé  directement  et  très-simplement  si  Ton  avait 
exprimé  l'équilibre  en  projection  verticale  des  forces  appli- 
quées à  la  partie  du  système  comprise  entre  le  point  A  et 
un  plan  vertical  passant  d'abord  entre  C  et  D,  puis  entre 
C  et  C. 

Une  marche  analogue  donne  T.-  et  Q,.  D'abord  on  substitue 
dans  (7)  et  (8)  la  valeur  (i  i)  de  Çi,  et  l'on  trouve 

T,>i  -  T,  =:  atanga  (P  +  ;?,  —  2S1- aS'^), 
de  là  résultent,  en  faisant  i  successivement  égal  à  i,  2,  3,. . ., 
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les  deux  groupes  d'équations  : 

T,— T.=  2langa(P-+-p,— aS.— aS;), 
T,  — T,=  2tanga(P-+-/>,— aS,— aS'J, 
T4— T5=alanga(P-+-/?,—  aS,— aS^,), 

Ti4.i— T.=  atanga(P-4-/>.~aS.— aS;.i); 

Q,~Q.  =  2tanga(P-p',-aS.~aS'J, 
Q3-Q,=:3langa(P  — /?',  — aS,— aSrj, 
Q,-Q3z=alanga(P~/>',-aS3-aSr,), 

Qi+i-Qi=  2Ung«  (P— /,-  aS,~  aS;.i). 

DéOnissons  maintenant  deux  nouvelles  séries  de  sommes 
par  les  équations 

(    2,-  — Si-+-S,-4-S3H-..--f-Sf 

I         z=iipj-+-(i— i)/?,H-(i— a)/>,-f-...-f-a/>^.,H-/?/, 

et  faisons  la  sommation  de  chacun  des  deux  groupes  précé- 
dents; en  substituant  dans  les  résultats  les  valeurs  (9)  de  T. 
et  Qi .  il  viendra  définitivement 

(  T,^..==atang«[^^i-i-i^PH-Si-a2,-22;_J> 
(  Q/+.=  atanga  [(!-+- i)P-S;-a2,-a2;_J. 

Comme  les  sommes  8/,  S^ ,  2,  2^^  peuvent,  ainsi  que  la 
force  P,  se  calculer  immédiatement  au  moyen  des  poids 
donnés,  les  formules  (11)  et  (i3)  renferment  la  solution  la 
plus  générale  du  problème  que  nous  nous  étions  proposé. 
Nous  passons  maintenant  à  Texamen  des  cas  particuliers. 

Effet  d'une  charge  isolée,  suspendue  à  un  sommet  infé" 
rieur.  —  Si  la  charge  se  réduisait  à  un  seul  poids  ap*  sus- 
pendu à  Tune  des  articulations  B,  C,  D, . . .  de  la  ligne  infé- 
rieure, il  faudrait  supposer  p'i  constamment  nul,  et  par 
conséquent 

S^=2U=o; 
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de  même»  on  aurait 

Si=:0 

pour  toute  valeur  de  i  inférieure  à  A",  et 

lorsque  î  atteindrait  ou  dépasserait  k.  On  déduit  de  là,  par  la 
première  formule  (12), 

2/=:o    pour    i<ik^ 

li=:{i—k-^i)pi    pour    i^k* 

D'un  autre  côté,  nommons  »  -4- 1  le  nombre  des  sommets  tels 
que  B  compris  entre  les  deux  extrémités;  le  poids  npt  agis- 
sant à  la  distance  A*AB  du  point  A,  pendant  que  la  longueur 
totale  entre  les  appuis  est  (»  +  i)ÂB,  produira  en  A  une 

réaction  2/11  ( j  >  qui  ne  diffère  point  de  P  :  ainsi 

j.  n  —  k-^i 

Eu  égard  à  ces  premiers  résultats,  les  formules  (11}  et  (i3) 
donnent,  l'indice  i  étant  inférieur  à  A*, 

a/?it(yi  — A-  +  I) 
^'~^'"    (/i-f-i)cosa   ' 


(i4) 


A  i-f-l  — 


4/?*  tanga  (/i  —  A*  + 1)  f  /  +  -  j 


/i-H  I 


^  ^pk  tanga  (n  —  k  •4-i)(t-4-i) . 

y  1-4-1 î 

/l  -4-  I 


l'indice  i  étant  égal  ou  supérieur  à  fr. 


qi=ti 


^kpk 


(i5) 


(»-4-i)  cosa 
4A-p*  tanga  U  — '  +  ^j 


n-hi 


A     —  4^P*  tanga  (n  —  Q 

vi+i  — zrT~: 


n-t-i 
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Les  formules (i4)  et  (i5)  conduisent  à  quelques  remarques 
importantes. 

i"*  Les  valeurs  de  i  et  de  k  ne  pouvant  nécessairement  dé- 
passer n,  on  voit  de  suite  que  les  forces  T,+,  et  Qz+i  restent 
toujours  positives,  quels  que  soient  ces  indices.  Ainsi,  Tun 
quelconque  des  poids  attachés  en  B,C«D,...  comprime  les 
côtés  horizontaux  supérieurs  et  tend  au  contraire  les  côtés 
horizontaux  inférieurs.  Or,  le  théorème  général  du  n*»  63,  re- 
latif à  la  superposition  des  effets  produits  par  les  forces,  est 
applicable  aux  tensions  et  pressions  T,  Q,  t,  q,  car  si  Ton 
imaginait  la  pièce  coupée  en  deux  par  un  plan,  ces  forces  de^ 
viendraient  des  forces  extérieures  inconnues  pour  chacune 
des  deux  parties;  d'ailleurs  le  théorème  se  vérifie  sans  peine 
dans  le  cas  actuel,  au  moyen  des  formules  (i  i)  et  (i3),  après  y 
avoir  remplacé  P  par  sa  valeur.  Donc,  si  l'on  suppose  un  en- 
semble de  poids  analogues  à  2p*,  les  effets  partiels  de  chacun 
d'eux  étant  ici  tous  de  même  signe,  leur  somme  algébrique 
ira  toujours  en  s'augmentant  à  mesure  qu'on  ajoutera  un  poids 
nouveau;  et  comme  cette  somme  exprime  l'effet  total  dû  à 
Tensemble  des  poids,  on  voit  que  les  pressions  et  tensions 
dans  les  côtés  horizontaux  acquerront  leur  plus  grande  in- 
tensité lorsque  la  charge  sera  complète. 

a°  La  même  proposition  n'est  plus  exacte  en  ce  qui  con- 
cerne les  efforts  t  eiq  supportés  par  les  tiges  inclinées.  On 
voit  en  effet,  par  les  formules  (i4)  et  (i5),  que  /,•  et  qt  passent 
brusquement  du  positif  au  négatif  lorsque  i  devient  égal  ou 
supérieur  à  k.  Les  notations  ti  et  qi  désignant  les  efforts  de 
deux  tiges  qui  viennent  se  couper  sur  la  ligne  horizontale  su- 
périeure, en  un  point  tel  que  ÇI{fig.  65),  il  résulte  de  ce 
changement  de  signe  que  l'un  quelconque  des  poids  np^^V-* 
tachés  au  delà  de  C  vers  la  droite  produit  une  pression  dans 
la  tige  ce,  tandis  que  les  poids  2/?^,  suspendus  au  point  C 
lui-même  ou"  en  deçà  vers  la  gauche,  engendreraient  une 
tension  dans  la  même  tige.  Ainsi,  l'effort  total  de  la  tige  en 
question,  lorsqu'on  chargera  un  certain  nombre  de  sommets 
inférieurs  arbitrairement  choisis,  peut  varier  entre  la  pression 
totale  produite  par  les  poids  agissant  au  delà  du  point  C  jus- 
qu'à l'extrémité  de  droite,  et  la  tension  produite  par  les  poids 
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agissant  depuis  l'extrémité  A  jusqu'au  point  C  inclusivement. 
Les  deux  mêmes  combinaisons  de  poids  donnent  aussi,  comme 
on  le  reconnaît  facilement,  les  efforts  limites  de  la  tige  con- 
juguée CD.  On  a  toujours,  en  effet,  ^,  =  g,  lorsque  les  poids 
^p'  sont  tous  supposés  nuls. 

Effet  d'une  charge  uniforme  et  complète.  —  Supposons  un 
même  poids  ^p  en  chacun  des  sommets  inférieurs  ByC,D,. . .; 
afin  de  rendre  encore  plus  grande  l'uniformité  de  la  charge, 
on  pourrait  aussi  supposer  un  poids  p  à  chacune  des  deux 
extrémités  :  mais  cela  ne  changerait  rien  aux  résultats,  car  ces 
derniers  poids  seraient  détruits  par' une  réaction  égale  des 
culées.  Les  poids  2/1  étant  en  nombre  n,  il  faut  faire  P  =  np,\ 
on  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  définition  même  des  notations, 

S:==2;_,r:=0,       S,=  |>, 

la  substitution  de  ces  valeurs  particulières  dans  les  formu- 
les (  1 1  )  et  (  1 3  )  donne  en  conséquence 

ti  =^  Qi  = ' —J 

^  cosa 

T.+.nrr  ip  tanga  \n  M -+-  ^]  -^  «  —  i('  -*-  oj 

=i:[/i-h2/(7»-—  i)'\p  tang(Xy 
Q,-i.i=  ^p  tanga [»(i -4- 1)  —  «( t  + 1)] 
=:  2(i-f-i)(i»— i)/>  tanga. 

Lorsqu'on  examine  comment  varient  les  forces  exercées  sur 
les  divers  corps  du  système,  dans  le  cas  actuel,  on  voit  sans 
peine,  au  moyen  des  formules  (16),  que  les  pressions  et  ten- 
sions des  tiges  inclinées  diminuent  en  allant  de  l'extrémité 
au  milieu  de  la  poutre,  tandis  que  le  contraire  a  lieu  pour  les 
tiges  horizontales.  La  première  formule  (16)  indique  même 
une  valeur  nulle  pour  ti  et  qi  au  point  milieu,  en  supposant 
que»  soit  un  nombre  pair;  dans  le  cas  contraire,  »  — 21  ne 
peut  s'annuler,  mais  peut  descendre  seulement  jusqu'à  i  :  le 


(16) 
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minimum  — ^  de  ti  et  Oif  sans  se  réduire  à  zéro,  n'est  qu'une 
cos«        •      ^  '  >  ^ 

assez  faible  fraction  du  maximum — ^>  le  nombre  n  descen- 

cosa 

dant  rarement  au-dessous  de  5. 

Les  maxima  de  T^^.!  et  de  Qi^t,  lorsqu'on  fait  varier  i,  ré- 
pondent respectivement  à  i  =  -  et  à  i  = ?  c'est-à-dire 

qu'ils  ont  lieu  dans  les  côtés  qui  contiennent  le  point  milieu 
ou  lui  sont  adjacents;  ils  ne  peuvent  pas  se  produire  rigoureu- 
sement tous  les  deux,  puisque  i  ne  doit  recevoir  que  des  va- 
leurs entières,  mais  ils  se  produiront,  l'un  rigoureusement  et 
l'autre  à  très-peu  près,  pour  peu  que  n  soit  un  nombre  no- 
table. Ils  ont  pour  valeurs 

-/>  tanga.(/n-i)»     et     -p  tanga  [{n-^iy  —  i]; 

ils  sont  donc  sensiblement  égaux,  car  leur  différence  relative 
s'exprime  par  la  fraction  r ->  soit  ^  au  plus, 

^ffet  d'une  charge  permanente  uniforme  et  complète, 
jointe  à  une  surcharge  également  uniforme,  mais  pouvant 
être  à  volonté  complète  ou  incomplète.  —  Nous  supposons 
encore  tous  les  poids  attachés  aux  sommets  inférieurs.  Les 
remarques  faites  plus  haut,  à  l'occasion  du  premier  cas  (celui 
d'un  poids  unique),  montrent  que  les  côtés  horizontaux  se 
trouveront  dans  la  condition  la  plus  défavorable  et  supporte- 
ront les  plus  grandes  forces  quand  la  surcharge  sera  complète. 
Les  formules  (i6)  seront  alors  applicables,  puisque  en  somme 
la  poutre  soutiendra  un  poids  uniformément  réparti  sur  sa 
longueur  entière. 

Pour  chacun  des  côtés  inclinés  on  doit  ajouter  algébrique^ 
ment  l'effet  de  la  charge  permanente  [déjà  déterminé  au  moyen 
de  la  première  formule  (i6)]  avec  les  deux  effets  limites  de  la 
surcharge,  lesquels  s'obtiendront  en  surchargeant  toute  la 
portion  de  poutre  située  avant  ou  après  le  côté  en  question. 
On  a  donc  ici  besoin  de  déterminer  /,•  et  qt  sous  l'action  d'une 
surcharge  uniforme,  mais  incomplète,  commençant  à  l'une 
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des  extrémités,  et  finissant  au  côté  dont  on  s'occupe  ou  bien 
immédiatement  avant. 

Nous  allons  d'abord  traiter  cette  question  incidente  avec  un 
peu  plus  de  généralité,  en  plaçant  un  poids  api  sur  chacun 
des  k  premiers  sommets  B,  C,  D,  • . . ,  et  cherchant  ti  et  qt  pour 
une  valeur  quelconque  de  l'indice.  A  cet  effet  il  faut  employer 
les  formules  (ii),  après  avoir  calculé  préalablement  la  force  P. 
Or,  les  k  poids  2/>,  donnent  une  résultante  ^kpt  située  à  la 

distance  -  (A*  -f- 1)  AB  du  point  A,  qui  produit  en  ce  point  une 

,      r        I  //r-hiNI         .    /rfan  — /r  +  i)  ,    , 

pression  zkpi  1  i ( )    j  soit  — ^ pi  :  c  est 

la  valeur  de  P.  D'ailleurs,  S]  est  toujours  nulle,  et  l'on  a, 
pour  i  inférieur  ou  égal  à  k, 

Si=:ipi; 
donc  on  tire  des  formules  (i  i) 

^   ''  «      V'      cosa  L         ^-^^  J 

Lorsque  ï  atteint  ou  dépasse  A*,  la  somme  S,  ne  varie  plus,  mais 
conserve  la  valeur  constante  kpi  ;  la  formule  précédente  doit 
donc  se  modifier  en  remplaçant  1  par  k  dans  le  second 
membre,  d'où  résulte 

^        cosa  L         '*  "^  ^  J 

OU  bien 

/  Q>  /       ^  kp^{k-hl) 

(,8)  t,  =  q,  =  ^^j^^^^-^y^^^. 

Cela  posé,  on  a  vu  plus  haut  que  les  limites  de  /,•  et  qt  ré- 
pondent à  la  surcharge  des  i  premiers  sommets  B,  C,  D, . . . , 
ou  à  celle  des  n  —  i  sommets  restants  dans  l'intervalle  des 
appuis.  On  les  obtiendra  donc  en  faisant  /r  =  i  dans  la  for- 
mule (17)  ou  A- ?= /i  —  I  dans  Ja  formule  (18),  ce  qui  donne 
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successivement 

'^-«-~~û-hi)cos«' 

^^^  *      ^'  (n^i)cosa 

Si  Ton  résout  par  rapport  à  i  l'inégalité 

on  en  déduit,  toute  simplification  faite, 

donc  l'expression  (19)  l'emporte  en  valeur  absolue  sur  la  pré- 
cédente dans  la  première  moitié  de  la  poutre,  et  si  Ton  se 
borne  à  considérer  cette  moitié  (ce  qui  suffit  en  raison  de  la 
symétrie),  la  même  expression  fera  connaître  la  limite  de  j, 
et  ti  sous  l'action  isolée  de  la  surcharge.  En  y  Joignant  l'effet 
de  la  charge  permanente,  calculé  précédemment,  on  aurait 
finalement  pour  la  limite  qui  existerait  en  réalité 

'»'  ''=^-=5s;['»-">^'"~''!.r.'""i- 

formule  dans  laquelle  i  pourrait  recevoir  toutes  les  valeurs 
positives  ne  dépassant  pas  -  • 

On  voit  que  l'expression  (20)  décroît  paraboliquement  lors- 
que i  augmente,  depuis  le   maximum  ^\P'^P']  rénondant 

cosa  ^ 

à  «  =  o  et  à  une  charge  complète,  jusqu'au  minimum  dont  la 
valeur  est 

4(ii-+.i)cos«     <lans  le  cas  de  n  pair, 

— ;^^g^ dans  le  cas  de  n  impair. 

Le  rapport  du  minimum  au  maximum  s'exprime  respective- 
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ment  par 

I    ^"*"^       P*  t     '    p -4-(»-f-3)p, 

4*  n-f-i 'p-4-p,  4'     ^{p-^Pt)     ^ 

pour  le  rendre  aussi  grand  que  possiUe,  il  faut  supposer  p 
négligeable  devant  j»t  et  donner  à  n  sa  plus  iaible  valeur.  Les 

hypothèses  />  =  o,  nz=5  le  rendent  égal  à  ^^  ce  nombre  est 

une  limite  supérieure.  On  se  rapproche  de  la  vérité,  dans  les 
circonstances  ordinaires»  en  supposant /»=:/7i,  ce  qui  abaisse 

à  -2-  la  fraction  qu'on  vient  de  trouver;  avec  n  pair  et  égal 

à  4  ou  6,  les  résultats  seraient  encore  moindres  :  par  cette 

raison,  nous  adopterons  j  pour  valeur  générale  du  rapport 

dont  il  s'agit,  et  cette  évaluation  se  trouvera  plutôt  forte  que 
faible.  On  remarque  en  outre  que  la  parabole  représentative 
des  valeurs  de  l'expression  (20),  lorsqu'on  prend  i  pour 
abscisse,  tourne  sa  concavité  vers  les  ordonnées  positives; 
elle  est  donc  toujours  en  dessous  d'une  ligne  brisée  qui  join- 
drait son  sommet  aux  deux  points  extrêmes.  On  aura  donc 
une  limite  supérieure  des  efforts  U^  qt  en  les  déterminant  con- 
formément à  la  règle  que  voici  :  1°  Chercher  les  efforts  ^,,  q^ 
aux  environs  d'un  appui  dans  l'hypothèse  où  la  surcharge 
complète  agit  concurremment  avec  la  charge  permanente; 
2P  faire  décroître  uniformément  cette  valeur  initiale  en 
allant  d'une  extrémité  au  milieu  de  la  poutre,  non  plus 
jusqu'à  un  minimum  nul  {comme  dans  le  cas  d'une  charge 
uniforme  et  complète),, mais  seulement  jusqu'à  un  minimum 
égal  au  quart  du  maximum;  3*  répéter  symétriquement  les 
mêmes  résultats  dans  la^  seconde  moitié.  Telle  est  la  règle 
pratique  à  laquelle  nous  conseillons  de  se  conformer,  dans 
le  but  de  réunir  la  simplicité  des  calculs  à  une  exactitude 
suffisante. 

2*»  Extension  des  résultats  précédents  aux  poutres  en  treillis. 
—  Pour  passer  du  système  abstrait  que  nous  venons  d'étudier 
aux  poutres  en  treillis,  telles  qu'on  les  emploie  dans  les  ponts 
américains,  on  fera  usage  des  aperçus  approximatifs  suivants. 
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D'abord  les  tiges  horizontales  articulées  à  leurs  extrémités 
pourront  être  remplacées  par  des  poutres  dont  ABCD..., 
A'B'C'D'...  {Jig*6S)  seraient  les  fibres  moyennes;  car  ces 
poutres  n'ayant  que  de  petites  dimensions  transversales,  eu 
égard  à  leur  ouverture,  jouiront  d'une  flexibilité  considérable 
qui  permettra  de  les  assimiler  théoriquement  à  des  corps  for- 
més d'une  série  d'éléments  joints  entre  .eux  par  des  articula- 
tions. En  second  lieu,  on  imaginera  que  la  tige  inclinée  AA'  est 
subdivisée  en  plusieurs  autres  tiges  de  même  direction,  égale- 
ment espacées  et  réparties  entre  AA'  et  BB',  et  qu'une  trans- 
formation tout  à  fait  pareille  a  été  opérée  sur  les  autres  tiges 
inclinées.  On  conçoit  que  si  AB  est  une  fraction  suffisamment 
petite  de  la  distance  totale  des  appuis,  ce  second  changement 
n'aura  pas  encore  notablement  troublé  les  tensions  et  pres- 
sions des  côtés  horizontaux  ;  et  quant  aux  côtés  inclinés,  les 
groupes  compris  entre  deux  côtés  parallèles  et  consécutifs  du 
premier  système  travailleront,  en  somme,  à  peu  près  comme 
les  côtés  qu'ils  ont  respectivement  remplacés.  Ils  devront  donc 
avoir,  en  somme,  la  même  section.  La  section  de  chacun  d'eux 
en  particulier  pourra  se  calculer  comme  s'ils  travaillaient  tous 
également,  ou,  mieux  peut-être,  comme  si  le  changement  de 
tension  entre  deux  tiges  parallèles  consécutives  de  la  Jig.  65 
devait  s'effectuer  par  accroissements  égaux  dans  les  tiges  du 
treillis  (*).  Une  hypothèse  analogue  serait  applicable  aux  côtés 
horizontaux. 
En  vertu  d'une  remarque  faite  tout  à  l'heure,  il  conviendrait 


C^)  Si  lea  distances  AB,  BG, ...  étaient  subdivisées  en  k  parties  égales,  la 
charge  étant  formée  de  n  poids  3/7 appliqués  en  B,  C,  D,. . .,  on  pourrait  dire^ 
par  exemple,  qu'il  y  a  dans  chacune  des  k  tiges  substituées  à  AA'  une  même 

pression  •; — —  »  dans  celles  qui  remplacent  BB'  une  même  pression  ■        — —* 
"  kcoBtx.  '^  Acosa 

et  ainsi  de  suite.  Mais  il  serait  plus  convenable  d'effectuer  progressivement  le 

changement  de  pression  et  d'admettre,  au  lieu  du  seul  coefficient  n  de  la  quan* 

tite  T '  dans  l'intervalle  AB,  les  k  coefficients 

K  cos  oc 

I  S  5  I 

»-+-i  — p      n-t-i  — -,     n-t-i— -,...,     Il— I4--, 

éqaidi£férent8  et  donnant  la  même  valeur  moyenne;  pareillement  le  coefficient 
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que  le  treillis  eût  ufie  force  plus  grande  vers  les  extrémité^ 
que  vers  le  milieu,  tandis  que  les  longrines  ou  moises  hori- 
zontales seraient  dans  une  condition  contraire.  Des  expé- 
riences faites  en  Allemagne  sur  la  rupture  des  poutres  en 
treillis  ont  confirmé  ce  résultat,  car  la  rupture  du  treillis  a  eu 
lieu  dans  le  voisinage  des  extrémités. 

11  est  bien  entendu  que  pour  autoriser  le  dédoublement  des 
tiges  inclinées,  au  moyen  duquel  nous  avons  passé  du  système 
de  la  Jig.  65  à  la  poutre  en  treillis,  il  est  nécessaire  de  suppo- 
ser que  les  tiges  dédoublées  ne  sont  pas  liées  à  celles  qu'elles 
traversent  en  d'autres  points  qu'à  leurs  extrémités.  Cette  liaison 
existe  cependant  en  général  dans  la  pratique;  mais  comme  il 
serait  difficile  d'en  tenir  compte,  on  devra  en  faire  abstraction, 
ce  qui  aura  pour  effet  de  donner  un  surcroît  de  sécurité. 

178.  Autre  solution  du  problème  des  poutres  en  treillis.  — 
La  question  que  nous  venons  de  résoudre  peut  se  traiter  en 
adoptant  un  point  de  vue  un  peu  différent,  qui  cependant  con-. 
duit  à  peu  près  aux  mêmes  résultats,  mais  qui  a  l'avantage  de 
rattacher  la  théorie  des  poutres  en  treillis  à  celle  des  poutres 
.pleines,  et  permet  ainsi  d'utiliser  partiellement  les  propriétés 
démontrées  aux  §§  I  et  II  du  chapitre  HP,  ainsi  que  dans  la 
troisième  partie  du  Cours. 

Étant  donnée  une  poutre  en  treillis,  coupons-la  par  un  plan 
quelconque  AB  {fig.  66)  mené  perpendiculairement  à  son  axe. 
Toutes  les  forces  extérieures,  y  compris  les  réactions  des 
appuis,  qui  agissent  transversalement  sur  la  poutre  dans  le 
plan  de  la  figure,  entre  la  section  AB  et  une  extrémité  (celle 
de  droite  par  exemple),  peuvent  toujours  se  réduire  à  une  ré- 
sultante de  translation  P  et  à  un  couple  X.  Ces  deux  quan- 

n  —  3  du  second  intervalle  BG  serait  remplacé  par  les  k  coefficients 

et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  toutes  les  pressions  des  côtés  parallèles 
à  AA'  formeraient  une   seule   progression   arithmétique  ayant  pour   raison 

cpsa' 

I*   2*  ÉDiT.  3o 


Digitized  by  LjOOÇIC 


466  GHAPITIB  HDITltoU. 

tiiés  ne  sont  autre  chose  que  ce  qu'on  a  nommé  Y  effort  traor- 
chant  et  le  moment  de  flexion  dans  la  théorie  des  poutres 


1 


-V 

f 


droites;  nous  les  supposons  évaluées  en  adoptant  les  sens  po- 
sitifs indiqués  par  les  flèches.  La  partie  du  système  située  à 
droite  du  plan  AB  doit  être  en  équilibre  sous  Faction  de  la 
force  V,  du  couple  X,  et  enQn  des  réactions  qu'elle  reçoit  dans 
le  plan  AB,  en  vertu  de  sa  liaison  avec  la  partie  située  à  gauche. 
Ces  réactions  ne  sont  autre  chose  que  les  pressions  et  tensions 
des  tiges  rencontrées  par  AB  (*)•  Nous  supposerons  â /^riori  •• 
i""  que  toutes  le  tiges  parallèles  à  CD  sont  comprimées  et  que, 
les  tiges  parallèles  à  CE  sont  tendues;  a"»  que  ia  pièce  hori- 
zontale supérieure  éprouve  une  compression  Q,  et  la  pièce 
horizontale  inférieure  une  tension  T.  Les  erreurs  que  nous 
pouvons  commettre  sur  la  vraie  nature  des  efforts  ne  sauraient 
avoir,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  [n?nk)f  aucun  incon* 
veulent;  elles  se  manifesteront ,  dans  le  résultat  final,  par  les 
valeurs  négatives  des  inconnues,  et  alors  il  sera  bien  aisé  de 
les  rectifier.  Il  suffira  pour  cela  de  considérer  une  pression 
négative  comme  représentant  une  tension,  et  vice  versé* 

Toutes  les  tiges  parallèles  à  CD,  et  rencontrées  par  AB,  sont 
attachées  en  des  points  de  la  ligne  Ax  occupant  une  longueur 
au  plus  égale  à  Atanga,  en  nommant  h  la  hauteur  de  la  poutre 


(^*)  Chaque  tige  est  censée  articulée  en  ses  deux  points  extrêmes;  dans  Tin- 
tervalle  elle  ne  supporte  qiM  son  poids  propre,  lequdi  est  oonsidéré  eomme 
négligeable.  Dès  lors  il  faut,  pour  l'équilibre  de  eette  Uge,  que  les  deux  résul* 

tantes  appliquées  aux  deux  centres  d'articulation  soient  égales  et  contndres, 
et  par  suite  la  tige  n'éprouve  qu'une  tension  ou  compression  directe. 
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et  a  Fangle  des  tiges  du  treillis  arec  la  tvrtlcale;  Mes  forment 
la  moitié  des  tiges  dans  lequelles  nous  supposions  précédem- 
ment (n""  174,  2^)  qu'on  dédoublait  une  tige  mclinée  quel- 
conque de  la  Jig.  65,  CC  par  exemple.  Les  compressions  de 
ces  liges  étant  supposées  varier  4'une  manière  continue  avec 
Fabscisse  j?,  on  pourra  les  considérer  comme  égales,  parce 
que  i  tanga  sera>  par  hypothèse,  une  petite  fraction  de  la  lon- 
gueur de  la  poutre  (*);  nous  nommerons  -  leur  résultante, 

et  q  aura  ainsi  la  signification  qu'on  donnait  tout  à  l'heure  àft> 
De  même  toutes  les  tiges  parallèles  à  CE,  qui  viennent  cou* 
per  AB,  pourront  être  regardées  comme  également  tendues^ 

et  nous  désignerons  par  -  la  tension  résultante,  t  étant  ce 

qu'on  appelait  précédemment  ^i.  Les  deux  résultantes  -  et  -, 

provenant  de  forces  à  répartition  à  peu  près  uniforme,  seront 
appliquées  à  peu  près  au  milieu  de  la  hauteur  h. 

Cela  posé,  nous  écrirons  les  trois  équations  d'équilibre  des 
forces  qui  sollicitent  la  portion  de  poutre  comprise  entre  le 
plan  AB  et  l'extrémité  de  droite,  savoir  : 

Projections  horizontales  et  verticales, 

Q  — T-hi(g— ^)sin«  =  a, 

-(gH-/)cosa -f-P  =  o; 


{*)  Cette  condition  domine  tout  le  calcul  que  nous  allons  faire;  les  résul- 
tats seraient  fort  incertains  si  elle  n'était  pas  remplie.  Au  reste,  la  méthode 
exposée  plus  haut  (n^  174,  2^)  présente  le  même  inconvénient,  car  nous  avons 
4té  obligé,  dans  le  eouri  du  raisonnement,  de  faire  cette  restriction  :  »  AË 
(ou  3Atanga)  est  une  fraction  suffisamment  petite  de  la  distance  totale  de$ 
appuis.  Il  faut  donc  admettre  que  le  nombre  désigné  par  n  au  n9  174  est  assez 
:grand,  sans  quoi  Ton  pourrait  bien  calculer  les  forces  intérieures  dans  le  sys- 
tème simplifié  (n<>  174,  i*),  snaîs  le  passage  de  ce  système  an  treillis  aurait 
^■elqiie  chose  de  trop  arbitraire,  et  Ton  pourrait  en  dire  autant  de  notre 
seconde  méthode.  Dans  la  pratique ,  n  varie  le  plus  souvent  de  5  à  8  :  c'est  à 
.peine  si  cela  nous  parait  suffisant  ponr  la  justification  des  procédés  que  no«& 
faisons  connaître,  et  qui  sont  généralement  reçus. 

3o. 
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Moments  relativement  au  point  A, 

TA  -f-  i  (  /  —  5f)  A sin«  -f-  X  nr  o. 

On  n'a  ainsi  que  trois  équations  entre  les  quatre  încon- 
nues  T,  Q,  t,  q,  et  il  semble  que  pour  achever  de  les  déter- 
miner il  serait  nécessaire  d'avoir  égard  à  la  manière  dont  le 
système  se  déforme  sous  Faction  des  forces;  mais  pour  éviter 
cette  complication ,  nous  aurons  encore  recours  à  un  raison- 
nement approximatif.  On  a  vu  (n®  ilk)  que  si  tous  les  poids 
agissent  sur  la  longrine  inférieure,  il  en  résulte  la  relation  qt = /,-, 
c'est-à-dire  que  deux  tiges  inclinées  aboutissant  au  même 
point  de  la  longrine  supérieure  sont  Tune  pressée,  l'autre 
tendue  par  la  même  force  :  donc  t  ne  diffère  pas  beaucoup 
de  g,  car  il  s'agit  ici  de  tiges  inclinées  qui  descendent  en  par^ 
tant  de  points  assez  voisins  les  uns  des  autres.  Un  raisonne- 
ment tout  à  fait  analogue  s'appliquerait  au  cas  où  tous  les 
poids  seraient  attachés  à  la  longrine  supérieure;  la  conclusion 
subsisterait  donc  aussi  dans  le  cas  le  plus  général ,  en  vertu 
du  principe  de  la  superposition  des  effets  des  forces.  Si  en 
conséquence  nous  admettons  l'égalité 

la  première  des  trois  équations  précédentes  sera 

les  deux  autres  deviendront 

(21)  /cosa-f-P  — o, 

(22)  TA-+-X=:rO, 

ce  qui  fera  connaître  les  forces  t  et  T,  et  partant  leurs  égales 
jet  Q. 

Mais  il  faut,  pour  cela,  qu'on  soit  parvenu  à  trouver  par  un 
moyen  quelconque  l'effort  tranchant  P  et  le  moment  fléchis- 
sant X.  Cette  question  ne  peut  offrir  aucune  diiliculté  quand 
il  s'agit,  comme  au  n®  174,  de  pièces  simplement  posées  sur 
deux  appuis,  dont  la  Statique  élémentaire  fait  connaître  les 
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réactions,   car  on  connaît  alors  toutes  les  forcés  teriicales 

agissant  sur  la  pièce  depuis  une  section  jusqu'à  l'extrémité» 

et  il  est  facile  d'en  conclure  leur  somme  algébrique  P,  ainsi 

que  leur  moment  total  X,  relativement  à  un  point  de  la  section. 

Le  problème  est  un  peu  plus  complexe  quand  la  poutre  n'est 

pas  simplement  appuyée  en  ses  points  extrêmes  ou  quand 

elle  a  plus  detieux  appuis.  Voici  comment  on  le  ramène  à  un 

problème  déjà  traité  dans  ce  Cours. 

Un  élément  dx  de  la  longrine  supérieure  se  raccourcit  d'une 

Tdx 
longueur  —7-5  et  l'élément  de  la  longrine  inférieure,  situé 

Tdx 
directement  au-dessous,  s'allonge  de  — ï?-9   en  nommant  e' 

et  c"  les  ressorts  longitudinaux  des  deux  longrines  (n"  13 
et  14);  les  deux  plans  verticaux,  qui  comprenaient  entre  eux 
l'espace  dx  avant  la  déformation,  seront  inclinés  l'un  sur  l'autre 
dans  l'état  final,  et  leur  angle  s'exprimera  par  le  rapport  à  h 

de  Tdx  (  -T  -^  -i?)»  soit  par 


Tdx 
h 


Cet  angle  infiniment  petit  n'est  autre  chose  que  l'angle  de 

contingence  pour  la  poutre  déformée;  en  le  divisant  par  dx^ 

on  a  donc  l'inverse  du  rayon  de  courbure,  exprimé  aussi, 

d^y* 
comme  on  le  sait  {n«  142),  par  —  t-^;  ainsi  l'on  a 

^'r  _  T  /  1        I  \ 
dx^~  h  \e'      e^y 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (22), 

Imaginons  maintenant  une  poutre  fictive  dont  la  section  trans- 
versale ne  comprendrait  que  deux  éléments  w',  a/'j  séparés 
par  la  distance  verticale  h  et  doués  de  ressorts  longitudi- 
naux e',  e^  :  ce  sera  la  poutre  donnée,  débarrassée  de  son 
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treilliSi  mais  consefvant  use  emière  solidarité  entre  les  éeox 
longrines.  SopposOns*la  soumise  aux  mêmes  farces,  et,  la 
traitant  comme  une  poutre  à  section  continue,  appliquons-lui 
réquatlon  {i)du  n""  42;  Téquation  de  sa  fleiion  sera,  si  Ton 
appelle  er>  son  moment  d'inflexibilité. 


Or  le  centre  d'élasticité  de  la  section  transversale  (n*»  16)  est 

en  un  point  0  qui  divise  la  distance  tacù'  en  deuK  segments 

he^                       fie' 
0&)'=-7 y»  Oto"=.-7 ^9  inversement  proportionnels  à 

e'  et  e''  ;  donc 


ou  bien 


er'^Tr'\e'~^  e^f 


En  vertu  de  celte  relation,  les  équations  (aS)  et  (24)  de- 
viennent identiques  entre  elles,  et  par  suite  la  poutre  fictive 
fléchit  absolument  comme  la  poutre  donnée,  sous  Taction  des 
mêmes  charges.  Si  Ton  se  rappelle  maintenant  que  les  réac- 
tions des  appuis  d'une  poutre  sont  déterminées  par  les  con- 
ditions de  la  Statique  jointes  à  celles  que  fournit  Téquation  (24)9 
on  en  conclura  que  ces  réactions  sont  égales  dans  les  deux 
poutres;  les  charges  y  étant  déjà  supposées  les  mêmes,  il  y 
aura  donc  finalement  une  complète  identité  entre  leurs  mo- 
ments de  flexion  aussi  bien  qu'entre  leurs  efforts -tranchants. 
Ainsi  ces  deux  quantités  X  et  P  se  détermineront  comme  pour 
une  poutre  à  section  continue,  en  suivant  les  méthodes  et 
employant  les  formules  indiquées  au  §§  I  et  II  du  chapitre  III* 
de  ce  volume,  ainsi  que  dans  la  troisième  partie  de  notre 
Cours. 

176.  Comparaifon  de  la  s^uiion  précédàtte  €t/vee  celle  dm 
af  174;  4AseiV€Uions  diverses.  —  Dans  la  thème  <tu  n»  17*, 
les  pressions  et  tmisions  étalent  eonsUlérées  cmnme  des  bmc^ 
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lions  discontinues,  changeant  brusquement  de  Valeur  en  cer- 
tains points,  tandis  que  nous  les  avons  regardées,  au  n®  175, 
comme  des  fonctions  continues  d'une  variable  x.  Les  résultats 
obtenus  avec  ces  deux  hypothèses  ne  peuvent  donc  pas  être 
absolument  pareils;  mais  ils  se  ressemblent  dans  leur  physio- 
nomie générale.  C'est  ce  que  nous  allons  constater  dans  le  cas 
d'une  poutre  reposant  sur  deux  appuis  et  chargée  d'un  poids 
à  distribution  uniforme. 

Soient  2  a  la  longueur  de  la  poutre  et  m  le  poids  de  la  charge 
par  unité  de  longueur;  les  autres  notations  étant  celles  des 
articles  précédents  et  l'origine  des  abscisses  x  {Jlg.  66)  étant 
placée  sur  l'appui  de  gauche,  on  aura 

comme  il  est  facile  de  le  constater  de  suite,  puisque  abaque 
appui  exerce  une  réaction  ascendante  égale  k  tssa.  Par  suite, 
on  tire  des  formules  (21)  et  (22)  du  n®  17S 


'  cosa 

Q  =  T=:  — jcja:(2a  —  x). 


D'après  cela,  la  force  q  commence  par  être  positive  avec  x=zo, 

et  égale  à  -- — 5    ce  qui  prouve  que  les  tiges  parallèles  à 

CD  {fig.  66)  sont  comprimées  aux  environs  de  l'appui  gauche; 
sa  valeur  absolue  décroît  uniformément  avec  x,  devient  nulle 
au  milieu  de  la  pièce  et  repasse  ensuite  par  les  mêmes  gran- 
deurs en  ordre  inverse  ;  son  signe  est  négatif  à  partir  de  ar  =  a, 
et  dans  la  seconde  moitié  de  la  pièce  les  tiges  parallèles  à  CD 
supportent  effectivement  une  tension.  Quant  à  la  tension  T, 
elle  est  nulle  aux  deux  extrémités,  et  dans  l'intervalle  on  peut 
lia  représenter  parles  ordonnées  d'une  parabole  à  axe  vertical, 
4ont  le  sommet  se  trouve  sur  le  milieu  de  la  pièce  et  a  pour 
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ordonnée  — r-*    Voyons  maintenant  jusqu'à  quel  point  les 

mêmes  choses  ont  lieu  dans  la  théorie  du  n**  ITti',  nous  bor- 
nant d'ailleurs  à  supposer  le  cas  d'une  charge  uniforme  sus- 
pendue aux  articulations  inférieures. 

On  a  trouvé  pour  la  compression  du  côté  AA'  (Jig»6S)  — ^9 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  »  car  np  n'est  autre  chose 

^  cosa  '^ 

que  la  moitié  de  la  charge  totale  soutenue  par  la  poutre;  donc 
les  deux  méthodes  conduisent  à  la  même  compression  pour 
les  tiges  inclinées  dans  un  certain  sens,  aux  environs  de  l'un 
ou  l'autre  appui.  L'égalité  subsiste  encore  au  milieu  de  la 
poutre,  rigoureusement  si  le  nombre  n  est  pair  (n®  ITi),  ap- 
proximativement dans  le  cas  contraire.  Les  compressions 
déterminées  par  les  deux  théories  forment  ainsi  deux  séries 
de  quantités  uniformément  décroissantes,  depuis  un  même 
maximum  jusqu'à  un  minimum  nul  ou  à  peu  près  nul  :  elles 
restent, donc  toujours  sensiblement  égales. 

On  peut  raisonner  de  même  à  l'égard  des  tensions  suppor- 
tées par  le  surplus  des  tiges  inclinées;  elles  passent  en  effet 
par  les  mêmes  valeurs  que  les  compressions. 

Les  tensions  T,-  des  côtés  horizontaux  inférieurs  (fig,  65), 
ainsi  que  les  compressions  des  côtés  supérieurs,  ont  un  maxi- 
mum peu  différent  de  -/;(n  +  i)'tanga  au  milieu  de  la 
poutre  (n'*  174);  le  maximum  analogue,  dans  la  théorie  qu'on 
vient  de  faire,  a  pour  expression  — jr-  Or  on  a,  parla  défi- 
nition même  des  lettres, 

a=  (n-f-i)  Atanga,      p^ierAtanga; 
donc  aussi 


2 


ce  qui  démontre  l'identité  des  deux  maxima.  D'ailleurs  la  dé- 
croissance des  fonctions  T/  et  Q,-  d'une  part,  T  et  Q  de  l'autre. 
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à  partir  du  maximum,  s'opère  dans  les  deux  cas  suivant  une 
loi  parabolique  exprimée  par  une  fonction  entière  du  second 
degré;  enfm  les  fonctions  T,  et  Q,-,  si  elles  ne  s'annulent  pas 
tout  à  fait  pour  les  points  extrêmes,  se  réduisent  du  moins  à 
une  faible  fraction  du  maximum  quand  n  est  un  peu  grand. 
Donc  les  fonctions  T/,  Q,-  ne  peuvent  jamais  s'écarter  beaucoup 
des  fonctions  T,  Q,  sauf  le  cas  où  le  nombre  n  n'aurait  qu'une 
valeur  insufOsante. 

Ainsi  se  trouve  établie  la  coïncidence  approximative  que 
nous  avions  annoncée. 

L'angle  a  ne  doit  pas  être  choisi  arbitrairement,  car  il  influe 
sur  le  volume  total  du  treillis.  On  a  en  effet  reconnu  ci-dessus 
que  toutes  les  tiges  inclinées,  coupées  à  l'intérieur  même  de 
la  poutre  par  un  plan  vertical  donné  AB  {Jig.  65),  se  partagent 
en  ^eux  groupes  égaux,  dont  l'un  résiste  à  une  tension  to- 
tale -  et  l'autre  à  une  pression  -  de  même  valeur,  ce  qui  fait 

p 

en  tout  un  effort  t  ou  •   Si  donc  on  nomme  R  la  limite 

cosa 

des  efforts  longitudinaux  (pressions  ou  tensions)  par  unité  de 

surface,  les  sections  réunies  de  toutes  ces  tiges  donneront  une 

P  h 

somme  égale  à  n '  et  comme  elles  ont  pour  Ion- 

°  Rcosa  cosa  ^ 

gueur  commune,  leur  volume  sera  r=r •  Ces  mêmes  tiges 

^  Rcos'a  ° 

forment  une  longueur  Atanga  de  treillis,  mesurée  parallè- 
lement à  l'axe  de  la  poutre  :  ainsi  le  volume  de  matière  dépensé 
dans  le  treillis  sur  l'unité  de  longueur  horizontale,  aux  environs 

^        1        41»      »  .  PA  1  P 

du  plan  AB,  s  exprime  par  =î —-  •  7-- ou  par  r^—. — • 

^  »         F  F     Rcos'a    Atanga       ^     Rsmacosa 

Son  minimum,  quand  a  varie,  répond  au  maxin;ium  de  sin  a  cos  a 

ou  de  sin  2 a,  ce  qui  conduit  à  faire  l'angle  a  de  45  degrés. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  reconnaître  que  les  efforts  T  et 
Q  (n*»  175)  ne  dépendent  pas  de  a,  en  sorte  que  cette  variable 
n'exerce  pas  d'influence  sur  le  volume  des  longrines  horizon- 
tales. 

Le  volume  dépensé  en  treillis,  par  unité  de  longueur  hori- 

p 

zonlale,  aux  environs  d'un  plan  vertical  AB,  étant  -rr-: — r:r~» 
'  ^  '  Rsinacosa 


Digitized  by 


Google 


474  CnAPlTlB  HUITlftU. 

c'csl-à-dîre  -|r-  lorsque  cl  prend  sa  valeur  la  plus  favorable,  il 

est  bon  de  le  comparer  à  celui  qu'exigerait  une  âme  pleine 
qui  réunirait  les  deux  longrines  pour  en  faire  une  poutre  con- 
tinue avec  section  transversale  en  double  T.  On  sait  (n^'SS] 

que  Tâme  doit  avoir  une  section  capable  de  résister  à  Teffort 

p 
tranchant,  soit  une  section  -^  ;  le  volume  par  unité  de  longueur 

ne  sera  donc  que  la  moitié  de  celui  qu'on  vient  de  trouver 

pour  le  treillis.  Quant  aux  bandes  horizontales,  elles  se  trouvent 

soumises  aux  mêmes  pressions  et  tensions  dans  les  deux  cas, 

puisque  les  valeurs  du  moment  X  sont  les  mêmes  (n**  175)  et 

que  l'équation 

TA-hX  =  o 

pourrait  s'appliquer  aussi  bien  à  la  poutre  en  double  T  qu'à  la 
poutre  en  treillis  (*)  :  le  volume  total  dépensé  pour  ces 
bandes  n'est  donc  pas  plus  grand  dans  la  poutre  pleine,  et 
l'excédant  trouvé  pour  le  treillis  subsiste  sans  compensation. 
Mais,  comme  le  dît  H.  Edouard  Ck)llignon  dans  un  intéressant 
Mémoire  sur  le  sujet  qui  nous  occupie  (**'\^  malgré  cette  in- 
]»  fériorité  économique  du  treillis,  on  ne  renoncera  pas  à  ce 
D  mode  de  construction  pour  s'en  tenir  exclusivement  aux 
D  ponts  i  poutres  pleines.  L'élégance  d'un  treillis  bien  des- 
9  slné  et  l'aspect  repoussant  d'une  paroi  pleine  ramèneront 
»  toujours  un  grand  nombre  de  constructeurs  à  préférer  le 
»  système  le  plus  satisfaisant  pour  l'œil,  à  celui  dont  le  bon 
»  marché  constitue  l'avantage.  » 

Poids  de  la  poutre  en  treillis  par  mètre  'courant.  —  Quand 
la  poutre  doit  supporter  une  charge  permanente  uniforme 
jointe  à  une  surcharge  également  uniforme,  mais  pouvant  ne 
couvrir  la  poutre  que  partiellement,  on  a  démontré  (n®  174) 
que  les  longrines  horizontales  se  trouvent  soumises  aux  plus 
grands  efforts  sous  la  surcharjse  complète.  Il  n'en  est  pas 
généralement  de  même  pour  les  liges  inclinées;  mais  nous 
avons  posé  une  règle  pratique  d'après  laquelle  on  doit  déter- 

(*)  Cela  suppose  qu'on  néglige  la  résistance  de  l'àme  à  la  flexion;  mais  si 
Ton  en  tenait  compte,  la  eondasieB  suhsisterait  à  fortiori. 
{»«)  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1864,  !«'  semestre. 
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ininer  leurs  efforts  dans  le  voisinage  des  appuis  'en  supposant 
la  surcharge  cpmplète,  réduire  ce  maximum  au  quart  de  sa  va- 
leur pour  le  milieu  de  la  poutre,  et  enfin  calculer  les  valeurs 
intermédiaires  dans  l'hypothèse  d'une  variation  uniforme.  En 
somme,  on  voit  donc  que  c'est  la  surcharge  complète  qui  dé- 
termine toutes  les  pressions  ou  tensions  limites,  savoir  celles 
dont  on  a  besoin  pour  fixer  les  équarrissages  des  diverses  tiges. 
On  peut  appliquer,  dans  la  recherche  de  ces  pressions  et  ten- 
sions limites,  soit  les  procédés  du  n*  174*,  soit  la  méthode,  au 
fond  équivalente,  du  n^  175;  mais,  dans  les  deux  cas,  il  est  né- 
cessaire de  connaître  le  poids  is  par  unité  de  longueur  de  la 
charge  maximum,  surcharge  comprise.  Or,  le  poids  m  ren- 
ferme :  I*»  le  poids  propre  js/  de  la  poutre  ;  2®  le  poids  js/'  de  la 
construction  placée  au-dessus,  en  y  Joignant  une  surcharge 
dont  les  règlements  administratifs  ont  fixé  l'intensité  :  on  a 
donc 

W  =  O'  H-  0'% 

la  portion  m^  étant  une  donnée  immédiate  de  la  question, 
mais  m' étant  au  contraire  inconnu  à  priori*  Alors  on  détermine  ' 
souvent  is  en  attribuant  à  n/  une  valeur  prise  un  peu  au  ha- 
sard et  arbitrairement,  sauf  à  vérifier  plus  tard  que  le  poids 
réel  de  la  poutre,  d'après  le  projet  définitif,  n'est  pas  trop  au- 
dessus  de  celui  qu'on  a  supposé. 

M.  Edouard  Collignon,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  propose 
une  marche  plus  rationnelle,  et  en  développe  le  calcul  dans 
le  cas  d'une  poutre  en  tôle  reposant  sur  deux  appuis.  Voici  à 
peu  près  comment  il  procède. 

La  tension  ou  pression  dans  les  longrines  est  exprimée  en 
X 
chaque  point  par  -r-»  au  signe  près  (n«  175)  ;  ta  section  trans^ 

versale  correspondante  sera  en  conséquence  -r^  pour  chacune 
d'elles  (*),  et  leur  volume  total  \'  aura  pour  expression 


^'""arX 


Xdx; 


(*)  Suivant  Tusage  généralement  admis  en  France,  noua  n'adoptons  qu'une 
même  Taleur  de  Teffort  limite  R  pour  le  trenfîs  et  les  longrines. 
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OU  bien,  comme  X  est  représenté  par  les  ordonnées  d'une  pa- 
rabole ayant  2  a  de  corde  sur  -  wa*  de  flèche. 

Ce  résultat  suppose  que  X  aussi  bien  que  T  et  Q  s'annu- 
lent au-dessus  des  appuis,  et  que,  par  conséquent,  les  lon^ 
grines  y  reçoivent  une  section  nulle  :  cela  ne  pouvant  pas 
avoir  lieu  pratiquement,  M.  Colllgnon  force  un  peu  le  coeffî- 

cient  ^  et  le  remplace  par  -•  Il  prend  donc 

y;_3gya» 
~  2AK' 

Le  volume  du  treillis,  rapporté  à  Tunité  de  longueur  horizon- 
tale, doit  varier  proportionnellement  aux  efforts  /  et  g,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  proportionnellement  à  l'effort  tran- 

2P 
chant  P  :  il  s'exprime  par  -^»  lorsqu'on  donne  à  a  sa  valeur  la 

plus  favorable,  égale  à  4^  degrés.  De  là  résulte  un  volume 
total  exprimé  par 

l'effort  tranchant  devant  toujours  être  pris  positivement  sous 

le  signe  / .  Or,  la  charge  complète  donnerait  lieu  à  une  force  P 

variable  entre  les  valeurs  extrêmes  o  exxsa;  mais  on  vient  de 
rappeler  que,  pour  le  calcul  des  tiges  inclinées,  il  faut  sup- 
poser sa  variation  uniforme  entre  le  maximum  et  le  quart  du 

maximum.  On  aura  donc  -xsa(i  -+-  7  )  »  soit  g  cra,  comme  va- 
leur moyenne  de  P,  et  par  suite 

,r„  2  5  5  dû' 

La  somme  V'-t- V"  donne  la  plus  grande  partie  du  volume  Y 
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de  la  poutre  (*);  pour  avoir  égard  approximativement  aux 
portions  négligées,  telles  que  rivures  et  couvre-Joints,  pièces 
destinées  au  contreventement,  etc.,  il  sera  bon  de  poser 

Le  volume  moyen  de  la  poutre,  par  mètre  courant,  sera  donc 
— 9  ou  bî^n  ^  (â  "^  3  )  '  ®^*  ^^  ^*^^  désigne  par  D  le  poids 
du  mètre  cube  de  fer,  on  aura 

^=--R-U'^3J^ R ■U'^3)' 

ou,  en  résolvant  par  rapport  à  rs/f 


a      5 


Da      \Ti  "^  3/ 
On  peut  encore  en  déduire  le  poids  vs  —  w'  +  ia",  savoir 

R 


w 


=  VJ" 


«-""(M) 


Puisque  c/'  est  donné,  la  question  se  trouve  résolue* 

On  remarquera  que,  pour  une  certaine  valeur  de  a,  le  dé- 
nominateur de  Gj'  et  de  m  devient  nul,  en  sorte  que  la  poutre 
aurait  un  poids  infini,  et  que  la  construction  serait  impos- 
sible. Il  y  a  donc  une  limite  pour  la  portée  ia  d'une  poutre 
en  treillis  soutenue  par  deux  appuis  simples;  on  la  déduira 


(*)  M.  Collignon  calcule  encore  un  troisième  volume;  mais  outré  que  ce 
volume  est  peu  important  par  lui-même,  son  poids  porte  directement  sur  les 
culées  et  n^nflue  pas  sur  les  tensions  ou  pressions  dans  les  diverses  parties  de 
la  poutre.  D'ailleurs  nous  en  tenons  un  peu  compte  en  augmentant  légère- 
ment le  coefficient  de  \'  +  V'',  que  nous  prenons  égal  à  ^t  tandis  que  M.  Col- 
lignon indique  seulement  1 ,3  comme  râleur  moyenne* 
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de  l'équatioa 

qui  devient 

io«         fa      5\ 

quand  on  fait  £=  6. 10"  et  D=  7800.  La  limite  dépead  d*ail- 
leujfts  du  rapport  j;  pour  ^  =  5,  par  exemple,  on  trcnn'erait 

2.10*  , 

2. a  — p-  =z  160  mètres  environ; 


.3(5*1) 


mais  comme  cette  solution  conduit  à  une  hauteur  h  de  23  mè- 
treSy  qui  semble  exagérée,  il  serait  mieux  sans  doute  de  se  fixer 
d'avance  une  hauteur  maximum,  9  mètres,  par  exemple  :  alors 
la  limite  de  a  serait  donnée  par  Téquation  du  second  degré 


io<      a'      5 

i3       9       3^==' 

d'où  Ton  tire 

aa—  i52  mètres 

o. 


M.  Collignon  fait  encore  observer  avec  raison  qu'un  calcul 
analogue  serait  applicable  aux  poutres  en  double  T,  simple- 
ment appuyées  à  leurs  deux  extrémités,  et  construites  avec 
une  âme  pleine  au  lieu  d'un  treillis  ;  seulement,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut,  le  volume  V  devrait  se  réduire  à  moi- 

5  5 

lié,  et  par  suite  le  nombre  x  se  trouverait  remplacé  par  ^  dans 

les  expressions  définitives  de  gj'  et  de  cr.  Les  portées  li- 
mites répondant  àT  =  5etàA  =  9se  calculeraient  de  même, 
et  Ton  trouverait  des  nombres  un  peu  plus  grands,  savoir  : 

2a  =  a63  mètres,     pour    t  =  5, 
2a  =  161  mètres,     pour     A  =  9  mètres. 
1T7.  Poutres  améneames  dans  le  système  dé  Ho0.  —  Nofis 
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prendrons  d'abord  un  système  qui  sera  une  simple  modifica- 
tion de  celui  que  représente  la^^,  65;  au  lieu  de  faire  suc- 
céder à  chaque  tige  inclinée  une  autre  tige  inclinée  en  sens 
inverse,  nous  lui  ferons  succéder  une  tige  verticale  «omme 
l'indique  la^g*.  67  ci-dessous. 
Ce  système  étant  posé  sur  deux  appuis  et  chargé  de  poids 


quelconques,  il  est  facile,  par  des  procédés  tout  pareils  à  ceux 
du  n^  V7k,  de  connaître  les  pressions  et  tensions  qui  se  déve- 
loppent dans  les  divers  côtés.  Si  Ton  considère  notamment, 
entre  autres  distributions  possibles  de  la  charge  totale,  celle 
qui  consisterait  à  suspendre  un  même  poids  à  un  certain 
nombre  de  sommets  inférieurs  consécutifs,  en  commençant 
auprès  d'un  appui,  et  qu'on  nomme  : 

P  la  réaction  de  l'appui  Ao,  laquelle  se  calcule  immédia- 
tement par  les  formules  les  plus  élémentaires  de  la  Sta- 
tique; 

Çi  la  pression  du  côlé  incliné  A.B,-,  dont  le  bout  inférieur  A,- 
est  séparé  de  A*  par  i  fois  la  distance  Ao  Ai  ; 

/;  la  tension  du  côté  vertical  B,- A14.,  ayant  même  bout  supé- 
rieur que  le  côté  incliné  A,- B,-  ci-dessus  défini  ; 

Qi  la  pression  du  côté  horizontal  B|..iB,-; 

T,  la  tension  du  côté  horizontal  A/_,A,-; 

2p  une  charge  constante  appliquée  à  chaque  sommet  infé- 
rieur A„  Aj,  A3,. .  -i  A/,. . .,  Ait,  la  lettre  k  désignant  un^, 
indice  plus  grand  que  1  ; 

a  l'angle  constant  des  côtés  inclinés  avec  la  verticale; 

on  trouvera  les  résultats  que  voici  ; 
/,  =P-ai>, 

(25)  ;g,=-A-, 

^     '  »  ^       cos« 

Ti  =  Q,=  iPtenga— i(i 


i}ptanga. 
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La  loi  de  répartition  des  poids»  à  raison  de  iip  par  chaque 
sommet  inférieur,  étant  supposée  ne  pas  se  maintenir  au  delà 
de  A»  inclusivement»  les  dernières  valeurs  qu'on  déduira  des 
formules  (  a5  )  seront 


(26)  {  qk  = 


(^        co 
Ti  =  0* 


COSâC 


A-Ptanga  —  k{k — i)ptanga. 


En  supposant  que  les  sommets  suivants  Ai+t»  kh+ty. . .  »  jus- 
qu'à km  inclusivement»  portent  un  poids  np'  dilTérent  de  ^p, 
les  quantités  (216)  seront  prises  pour  valeurs  initiales  des  forces 
^9  Çy  T»  Q  dans  la  suite  de  la  poutre;  et  si  Ton  désigne  par  / 
un  indice  quelconque»  on  formera  les  valeurs  suivantes  par  la 
méthode  des  différences»  en  employant  les  expressions 

A//zrr  —  2/1% 

^  cosa 

AT/=AO/=://tanga. 

De  là  on  tire  facilement 


(^7) 


//  =  /|-2(/~A-)p'» 


^       cosa 


T/i=^0;r=Q*  +  (/-A^)t4tang«—(/~A){/~A^-i)/>' tango. 


Les  dernières  formules  fourniront  les  quatre  séries  d'in- 
connues t,  9,  T»  Q  jusqu'à  ^«,  9.»  T«+i»  Q«+i  inclusivement. 

On  pourrait  aussi»  sans  autres  calculs»  étudier  le  cas  où  il  y 
aurait  une  suite  de  sommets  non  chargés»  ce  qui  arrive,  par 
exemple»  lorsqu'on  suppose  la  poutre  sollicitée  seulement  par 
un  poids  concentré  unique  ;  il  suffirait  de  faire  poup'  =  o  dans 
les  formules  précédentes,  en  ayant  soin  d'ailleurs  d'employer 
la  valeur  convenable  pour  P,  suivant  le  cas  que  l'on  traite. 

Dans  le  cas  où  la  poutre  comprendrait  entre  ses  deux  points 
extrêmes  n  -h  i  intervalles  tels  que  A,A„  et  où  les  poids  ap  em- 
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brasseraient  la  longueur  entière  depuis  Ai  jusqu'à  An,  il  fau-- 
drait  faire  Vz=np  dans  les  formules  {i5)y  et  Ton  aurait 


(^8) 


ti  =  {n  —  !ii)p, 

^  '  COS  a 

T,  =  Q,'  =  i(n  ^i"hi)p  tanga. 


Afin  de  fixer  les  idées,  admettons  en  outre  que  n  soit  im* 
pair,  et  ne  raisonnons  provisoirement  que  dans  l'hypothèse 
de  la  charge  complète  ^np:  on  voit  alors,  par  les  formules  (  28}, 
que  //  et  qt  décroissent  comme  la  série  des  nombres  impairs, 

à  mesure  que  Tindice  i  augmente;  pour  /=i:-(/i  — 1)  on 
aurait 

ti^py 


^        cos  a 


puis,  si  Ton  continuait  à  faire  croître  i,  //  et  qt  deviendraient 
négatives,  c'est-à-dire  que  les  pressions  se  changeraient  en 
tensions,  et  réciproquement.  Cela  montre  la  nécessité  de  mo- 
difier l'arrangement  des  tiges,  en  arrivant  au  milieu  de  la 
pièce,  quand  on  veut  maintenir  des  actions  de  même  nature, 
soit  dans  la  série  des  tiges  verticales,  soit  dans  celle  des  tiges 
inclinées  :  cette  nécessité  est  d'ailleurs  indiquée  par  le  défaut 
de  symétrie  que  présenterait  la  Jig.  67,  si  on  la  prolongeait 
Jusqu'au  second  appui.  Il  faudra  donc  adopter  une  disposition 
analogue  à  celle  de  la^îg*.  68,  laquelle  est  construite  dans  l'hy- 
pothèse particulière  n  =  9. 
La  ligne  MM',  verticale  du  milieu  de  la  poutre,  la  partage  en 

Fig.  68. 


deuX:  moitiés  symétriques;  les  tensions  des  côtés  verticaux, 
à  partir  de  A|B„  sont  successivement  gji?,  7p,  5/>,  3/i,  ipy 
en  MM',  puis  redeviennent  3/?,  5/i,  7/1,  9/?;  les  pressions  des 

Ik    2^  ÉDIT.  3i 
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côtés  inclinés  depuis.  A^B»  jusqu'à  A«M'  sont 

.5£L,     -1£-,    j£__,    JP-,    J^, 

cos  a       cos  a       cos  a       cos  a       cos  a 

et  se  reproduisent  en  ordre  inverse  depuis  CiW  jusqu'à  (ub^> 
Enfin,  les  tensions  T,-  et  les  pressions  Q,  prennent  de  Ao  ou 
de  «o'' jusqu'à  M  les  valeurs 

9ptanga,  i6j9tanga,  aij^tanga,  34/'tanga,  ^pVàï\^a. 

Tous  ces  résultats  rentrent,  comme  cas  particulier,  dans  les 
formules  (28),  en  ayant  soin  de  n'appliquer  ces  formules  que 
pour  une  moitié  de  la  poutre  :  il  y  a  cependant  exception  pour 
la  tige  centrale  MM',  dont  la  tension  est  irrégulièrement  fixée 
à  la  valeur  2^  (*). 

Maintenant  il  est  facile  de  faire  dériver  du  système  simplifié 
que  représente  la  Jig.  68  les  poutres  américaines  dans  le  sys- 
tème de  How.  Il  faudra  pour  cela  :  1®  dans  chaque  rectangle 
élémentaire  tel  que  B3A3A4B3  ajouter  la  diagonale  manquante 
B2A4;  2**  la  figure  étant  ainsi  complétée  par  Tadjonction  d'une 
seconde  série  de  tiges  diagonales,  dédoubler  chaque  tige  ver- 
ticale ou  inclinée  en  un  certain  nombre  de  tiges  parallèles, 
qui  seraient  censées  supporter  en  somme  le  même  effort,  et 
qui  se  répartiraient  uniformément  sur  un  intervalle  tel  que 
As  A4,  compris  entre  deux  verticales  consécutives  de  la^g-.  68. 
C'est  la  même  opération  qu'on  a  déjà  faite  au  n""  174,  pour 
passer  de  la^g".  65  au  treillis  sans  montants  verticaux. 

Les  tiges  diagonales  telles  que  B.A2,  BjAj,  B2A4,...,  ajou- 
tées à  \'à.fig.  68,  afin  de  la  transformer  en  poutre  de  Hovs^,  sont 
supposées  n'avoir  aucune  pression  ni  tension  sous  la  charge 
complète  des  n  poids  ^p  :  elles  doivent,  quand  elles  sont 
mises  en  place,  toucher  simplement  les  sabots  qui  les  assem- 
blent avec  les  pièces  horizontales,  mais  elles  ne  leur  sont 


C^  )  Si  l'on  voulait  considérer  le  cas  de  n  pair,  on  pourrait  supprimer  le  poids 
élémentaire  3/»  attaché  911  M;  toattt  les  pvessioiHi  ou  tensions  dans  une  moitié^ 
de  la  pièce  seraient  alora  données  par  les  formules  (28),  y  compris  la  tension 
de  MM',  nulle  dans  ce  cas.  Mais  cela  produirait  une  petite  irrégularité  dans  la 
distribution  de  la  charge,  puisqu'il  y  aurait  une  lacune  près  du  point  central. 
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|ioint  liées  et  ne  doivent  pas  ies  presser.  C'estv  comme  on 
dit  dans  le  langage  technique»  une  question  de  règlement;  on 
parvient  à  la  résoudre  pratiquement  au  moyen  d'écrous  qui 
permettent  de  tetidre  plus  ou  moins  les  tiges  verticales  ou 
boulons,  après  que  la  poutre  a  été  mise  en  place.  Le  règle*- 
ment  se  trouvant  ainsi  efîeaué,  les  diagonales  supplémen*- 
taires  ne  travaillent  pas^  autant  du  moins  qu'il  y  a  une  charge 
uniforme  et  complète  :  elles  interviennent  seulement  quand 
on  foit  agir  des  charges  concentrées  en  certains  points,  ou  bien 
des  charges  réparties  qui  couvrent  incomplètement  la  poutre. 
De  là  résulte  la  nécessité  de  leur  donner  une  section  sufB^ 
santé  pour  résister  à  certains  efforts,  qu'il  y  aurait  par  consé- 
quent lieu  de  déterminer. 

Toutefois  on  se  dispense  assez  souvent  de  cette  détermina^ 
tion,  et  Ton  donne  à  chaque  diagonale  supplémentaire  une 
section  dans  un  rapport  constant  avec  celle  de  là  diagonale 
conjuguée  qui  la  traverse  en  son  milieu.  Par  exemple,  dans  le 
rectangle  élémentaire  fi2A»A4B3,  la  diagonale  A^Bj  pourrait 
être  formée  de  deux  tiges  égales  ayant  même  projection  sur  le 
plan  de  la  figure,  et  laissant  entre  elles  un  certain  intervalle 
dans  lequel  passerait  une  troisième  tige  B1A4  égalé  à  chacune 
des  deux  premières  :  le  rapport  dont  nous  venons  de  parier 
serait  alors  celui  de  t  à  2.  Il  est  évident  qu'on  lui  ferait 
prendre  une  valeur  quelconque,  en  modifiant,  suivant  le  be- 
soin, l'intervalle  libre  entre  les  deux  premières  tiges. 

Si  l'on  tient  à  procéder  moins  arbitrairement,  voici  ce 
qu'on  peut  faire.  Le  poids  ap  placé  en  ctiacun  des  points  Ai , 
Aa,. . .,  M,. .-,  Ojj  atj  [flg.  68)  comprend  généralement  une 
portion  permanente  2//,  et  une  portion  due  aux  charges  mo- 
biles sur  la  poutre;  la  seconde  n'agit  que  d'une  manière  acci- 
dentelle, et  l'on  est  en  droit  de  la  mettre  seulement  sur  tel 
nombre  de  points  qu'on  veut,  à  partir  de  Ai  ou  a,.  En  admet- 
tant cette  surcharge  incomplète,  la  poutre  se  divisera  en  deux 
parties,  l'une  chargée  à  raison  d'un  poids  sp  sur  ciiaque  som-- 
met  inférieur,  l'autre  à  raison  de  3//  seulement.  Alors  on  ren^ 
trera  directement  dans  l'application  des  formules  (aS),  (26) 
et  (27);  on  pourra  donc,  en  partant  de  chaque  culée,  déter- 
miner les  valeurs  des  compressions  q  subies  par  les  côtés  in- 

3i. 
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clinés.  Ce  calcul  fera  reconnaître  le  point  analogue  à  M^ 
(Jig.  68)  où  il  sera  nécessaire  de  renverser  la  direction  des 
côtés  dont  il  s*agit^  pour  éviter  que  les  pressions  ne  deviennent 
en  réalité  des  tensions  :  le  nouveau  point  M'  ainsi  trouvé 
pourra»  par  suite  du  défaut  de  symétrie  dans  les  charges,  ne 
plus  être  au  milieu  de  la  poutre,  et  la  disposition  qui  rempla- 
cerait celle  de  la^gr*  68  présenterait  alors  un  certain  nombre 
de  diagonales  supplémentaires,  dont  la  pression  serait  con- 
nue. On  répéterait  le  même  calcul  en  faisant  varier  le  point  de 
séparation  des  poids  ap  et  ^p\  et  l'on  prendrait  pour  chaque 
diagonale  supplémentaire  la  section  capable  de  résister  au  plus 
grand  effort  trouvé  dans  ces  divers  essais.  Mais  cette  méthode 
n'est  pas  encore  à  l'abri  de  tout  reproche,  car  on  admet,  assez 
gratuitement,  que  sur  les  deux  tiges  inclinées  qui  aboutissent 
à  un  même  point  de  la  longrine  supérieure,  il  y  en  a  une  qui 
supporte  une  pression,  pendant  que  l'autre  n'est  soumise  à 
aucun  effort  :  en  réalité  rien  ne  dit  qu'elles  ae  travaillent  pas 
toutes  deux. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  la  poutre 
de  How  reposait  seulement  sur  deux  appuis  :  s'il  y  en  avait  un 
plus  grand  nombre,  on  pourrait  employer  des  considérations 
analogues  à  celles  que  nous  avons  présentées  au  n®  176,  lors- 
qu'il était  question  des  poutres  en  treillis. 

La  poutre  de  How  exige,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  un 
règlement  :  celte  opération,  faite  une  première  fois  après  la 
mise  en  place,  doit  ensuite  se  renouveler  assez  fréquemment, 
en  raison  des  déformations  permanentes  qui  se  produisent 
peu  à  peu  et  qui  altèrent  le  serrage  primitif  des  boulons.  C'est 
un  premier  inconvénient  de  ce  système»  comparativement  au 
treillis  sans  tiges  verticales  (n®  17&);  mais  il  y  en  a  un  autre 
qui  consiste  à  exiger  l'emploi  d'une  plus  grande  quantité  de 
matière.  Il  est  facile,  en  effet»  de  reconnaître  d'abord  que  les 
sections  des  longrines  horizontales  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  systèmes;  mais»  à  égalité  de  poids  supporté  et  d'ouver- 
ture, l'ensemble  des  autres  tiges  formera  un  volume  plus 
grand  dans  celui  de  How,  même  en  négligeant  les  diagonales 
supplémentaires. 

Afin  d'établir  cette  dernière  proposition»,  remarquons  que 
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le  volume  de  chaque  tige  varie  proportionnellement  au  pro- 
duit de  sa  longueur  par  la  force  (pression  ou  tension)  qu'elle 
supporte;  donc,  si  Ton  nomme  C  un  nombre  constant,  le  vo- 
lume des  deux  tiges  A,B/,  Bi'A/4-i  (fig*  67)  s'exprimera  par 


CM(«-^.-)(.+3^); 


la  distance  AiAj+i  étant  Atanga,  on  dépense  donc  ainsi,  pour 
franchir  l'unité  de  longueur  horizontalement,  un  volume 

Cp(/i  — 2i)(n V-I7— — • 

'^  \       cos*a/  langa 

Quand  au  contraire  la  tige  verticale  B/Ai>i  est  remplacée  par 
une  tige  inclinée  en  sens  inverse  de  Ai-Bi-,  le  volume  des 
deux  tiges  devient 

9.Cph{n  —  2/) 
cos*  a 

et  comme  la  distance  franchie  horizontalement  est  3  A  tanga, 
cela  fait  par  unité  de  longueur 

Cjg(/i-—  a/) 
sin  a  cos  a 

Le  rapport  entre  le  résultat  précédent  et  celul-cî  a  pour  valeur 

sin«cosa  /  1     \ 

tanga      \        cos^a/ 

ou,  toute  simplification  effectuée,  i-4-cos»«;  donc  il  reste 
toujours  supérieur  à  i,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ce  calcul  conduit  aussi  à  déterminer  la  meilleure  valeur  de  a 
pour  les  poutres  de  How  :  il  suffit  de  chercher  le  minimum  de 
la  fonction 

rf    \       /     .       '      \       ■  cosa    ,  I 

•'^    '       \       cos'a/ tanga      sma       smoccosa 

On  posera  donc  l'équation 

ff(    \—     _  I  cog^ge  — sin'g 

j  ^a;_o— .      gJ^l^        sin'acos*a  ' 
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d'où  résulte  iounédiaiemeni 

tanga=:\/^, 
ety  par  suite, 

a  =  54»44'8". 

Pour  cette  valeur  particulière  le  rapport  i  4-cos*a,  ci-dessus 

£  3 

trouvé,  devient  égal  à  ^;  il  est  -  pour  a  =  45**;  enfin  si  Ton 

donnait  à  a  sa  valeur  la  plus  favorable  dans  chacun  des  deux 
systèmes,  savoir  «=:45*  pour  l'un  et  a  =  54* 44' 8'  pour 
l'autre,  le  rapport  dés  volumes  dépensés  deviendrait 


sîn45*cos45** 


(i  +  3)  =  v^  =  i,4i4. 


On  pourrait  encore,  comme  au  n*  176,  calculer  le  poids 
propre  de  la  poutre  par  mètre  courant.  La  seule  modification 
consisterait  à  augmenter  le  volume  V^,  qui  se  trouverait  ici 
multiplié  par  un  facteur  plus  grand  que  i.  Ce  facteur,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  voir,  ne  pourrait  guère  descendre  au- 

3 
dessous  de  -9  avec  l'angle  a  le  plus  favorabiet  môme  quand 

on  négligerait  les  diagonales  supplémentaires  :  pour  en  tenir 
compte  par  aperçu,  nous  multiplierons  une  seconde   fois 

par  ->  ce  qui  élève  à  |  le  facteur  eu  question;  alors  le 

5 
nombre^?  qui  entre  dans  les  valeurs  de  gj'  et  de  gj  (n®  176), 

O    Q  1 5 

doilêtreremplacépar  ^•^oupar-2--  La  portée  limite,  répon- 
^4  4 

dant  à  ^  ;=5,  éprouverait  en  conséquence  une  diminution  et 
sera\f, 

ia  =  — 7 pT-  =  i75  mètres. 

L'équatidn  du  second  degré  qui  donne  cette  limite  quand  on 
fixe  la  valeur  de  h  devient  ici,  pour  A  =  9» 

îo*      a*       i5 
i3       9       ^ 
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et  Ton  en  déduit 

2a=:i36  mètres. 

178.  Poutres  articulées  à  longerons  courbes,  —  On  peut 
faire  à  la  fig.  68  deux  changements  :  i**  remplacer  les  droites 
Ao^o  et  B060  par  deux  courbes  A»Mao,  AoM'«o  [fig^  69),  ayant 

Fig.Gg. 


chacune  leurs  deux  extrémités  sur  les  points  d'appui  Ao,  ^09  et 
représentant  les  axes  de  deux  longerons  ;  2P  intervertir  le  sens 
des  diagonales,  c'est-à-dire  avoir  des  tiges  inclinées  qui,  dans 
la  partie  A«H>  par  exemple,  descendent  de  gauche  à  droite,  au 
lieu  de  descendre  de  droite  à  gauche.  Les  montants  verticaux 
équidistants  sont  d'ailleurs  conservés;  de  plus,  les  deux  lon- 
gerons courbes  tournent  leur  concavité  vers  la  droite  Aoa«.  La 
poutre  ainsi  constituée  recevant  l'action  de  divers  poids  en 
ses  articulations  Ai,  As, . . . ,  H, . . . ,  ai,  61,  il  est  encore  fa- 
cile de  déterminer  les  efforts  supportés  par  tous  les  côtés  du 
système.  £n  effet,  si  l'on  coupe  la  pièce  par  un  plan  vertical 
quelconque  CD,  ce  plan  rencontrera  trois  côtés,  savoir  :  B3B3, 
BsAa,  AaA»;  en  chacun  des  points  de  rencontre,  il  s'exerce 
sur  la  partie  de  poutre  placée  d'un  certain  côté  du  plan  CD 
(à  gauche,  par  exemple)  une  pression  ou  tension,  de  direc* 
tion  connue,  provenant  de  l'action  exercée  par  l'autre  partie. 
Or,  ces  trois  forces  doivent,  avec  les  poids  appliqués  de  A«  en 
CD  et  la  réaction  P  de  l'appui  A«,  former  un  système  en  équi- 
libre :  égalant  donc  à  zéro  la  somme  des  projections  horizon- 
tales ou  verticales  et  la  somme  des  moments  par  rapport  à  B,, 
on  aura  trois  équations  qui  permettront  de  calculer  trois  de  nos 
inconnues.  On  agirait  de  même  à  l'égard  de  tous  les  quadrila- 
tères analogues  à  BiBsAaAs,  compris  entre  deux  montants  ver^ 
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ticaux  consécutifs  :  quant  aux  triangles  extrêmes,  il  suffira  de 
décomposer  les  réactions  de  chaque  appui  en  deux  forces, 
suivant  les  côtés  qui  aboutissent  à  cet  appui;  ainsi  en  Ao  on 
décomposerait  P  suivant  les  directions  AoB.  et  À* Ai,  pour  avoir 
les  pression  et  tension  respectives  de  ces  deux  côtés.  Il  ne 
restera  plus  alors  qu'à  trouver  les  tensions  des  montants  ver- 
ticaux :  on  y  parviendra  sans  peine  en  projetant  sur  leur  direc- 
tion les  forces  appliquées  à  une  articulation  quelconque. 

Lorsque  tous  les  poids  suspendus  aux  divers  sommets  infé- 
rieurs sont  égaux,  on  trouve,  en  appliquant  cette  méthode, 
que  le  longeron  supérieur  est  partout  comprimé,  et  le  longeron 
inférieur  partout  soumis  à  une  tension;  en.outre>  on  obtiendra 
généralement  des  tensions  dans  toutes  les  tiges  verticales  ou 
inclinées  qui  réunissent  les  longerons.  Nous  admettrons  que 
la  forme  des  courbes  a  été  choisie  de  manière  à  remplir  cette 
condition.  Alors  on  voit  que  si  Ton  complète  le  système  par 
Fadjonction  des  diagonales  supplémentaires  tracées  en  lignes 
ponctuées  sur  la  figure,  ces  diagonales  resteront  inactives  tant 
que  la  poutre  sera  uniformément  chargée  sur  la  longueur  en- 
tière; mais  elles  travailleront  si  nous  supposons,  comme  au 
n*  177,  qu'un  certain  nombre  de  sommets,  à  partir  de  Ai,  sup- 
portent un  même  poids,  pendant  que  chacun  des  autres  sup- 
portent un  autre  poids,  ce  qui  est  le  cas  d'une  surcharge 
incomplète.  Alors  le  point  analogue  à  M,  où  les  diagonales 
doivent  être  changées  de  sens  pour  n'éprouver  encore  aucune 
compression,  ne  restera  plus  au  milieu  de  la  pièce,  et  la^g-.ôg 
se  modifiera  en  perdant  quelques-unes  de  ses  diagonales  en 
traits  pleins,  qui  seraient  remplacées  par  leurs  supplémen- 
taires. Celles-ci  se  trouveraient  d'ailleurs  soumises  à  des  ten* 
sions  connues;  on  donnerait  à  chacune  la  section  capable  de 
résister  à  la  plus  grande  tension  obtenue  en  faisant  varier  le 
nombre  des  sommets  surchargés  à  partir  de  l'une  ou  l'autre 
extrémité. 

Une  autre  méthode,  aussi  imparfaite  sous  le  point  de  vue  de 
la  théorie  pure,  mais  peut-être  plus  commode  dans  l'application, 
consisterait  à  regarder  la  poutre,  avec  toutes  ses  diagonales, 
comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  autres  poutres, 
entre  lesquelles  on  partagerait  également  la  charge  totale  : 
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Tune  des  deux  serait  formée  des  longerons,  avec  les  montants 
et  les  diagonales  pleines;  dans  l'autre,  il  y  aurait  également 
les  longerons  et  les  montants,  mais  les  diagonales  seraient  les 
lignes  ponctuées.  En  réunissant  les  sections  obtenues  des  deux 
manières  pour  les  longerons  et  les  montants,  on  retrouverait 
en  somme  le  même  résultat  que  par  la  première  méthode  ;  les 
diagonales  pleines  seraient  d'ailleurs  réduites  à  moitié.  Il  y  a 
donc  là  quelque  chose  de  contraire  à  la  sécurité,  puisqu'on 
peut  craindre  que,  par  suite  d'un  règlement  mal  fait,  les  efforts 
ne  se  partagent  pas  également  entre  les  deux  systèmes  de  dia- 
gonales. Il  serait  prudent  de  conserver  à  chacun  d'eux  les 
sections  qu'il  devrait  avoir  s'il  fonctionnait  tout  seul  sous  la 
charge  entière. 

Les  montants  verticaux  et  les  diagonales  pleines  ou  ponc- 
tuées de  la^g.âg  peuvent  se  dédoubler  chacun  en  plusieurs 
autres,  comme  on  Ta  déjà  vu  à  l'occasion  des -poutres  en  treillis 
et  des  poutres  de  How  (n««  174  et  1T7),  de  manière  à  former 
une  espèce  de  réseau  à  mailles  plus  ou  moins  serrées. 

Les  poutres  dont  nous  venons  d'exposer  succinctement  le 
calcul  sont  le  type  de  deux  systèmes,  l'un  connu  sous  le  nom 
de  bow''String{*)y  l'autre  désigné  par  le  nom  de  son  auteur» 
M,  Pauli,  directeur  général  des  travaux  publics  de  Bavière. 
Dans  le  bow-string,  on  a  plusieurs  fois  remplacé  la  courbe 
inférieure  Ao  H/Zo  par  une  simple  droite,  et  en  même  temps  la 
courbe  supérieure  a  reçu  la  fo.rme  d'une  parabole  ayant  le 
point  M'  pour  sommet.  La  parabole  étant,  comme  on  le 
sait  (  n"*  166),  la  figure  d'équilibre  d'un  système  articulé  simple 
chargé  uniformément  suivant  l'horizontale,  on  conclut  sans 
peine  de  ces  données  :  i**  que  la  tension  dans  la  ligne  horizon- 
tale inférieure  a  une  valeur  constante,  laquelle  s'obtient  en 
décomposant  la  réaction  P  de  l'appui  suivant  la  direction  de 
cette  ligne  et  celle  du  premier  élément  A«  Bi  de  la  parabole  ; 
^**  que  la  tension  de  chaque  tige  verticale  est  égale  au  poids 
qui  est  censé  attaché  à  son  extrémité  inférieure;  S"*  que  la 

{*)  Nom  anglais  qui  signifie  littéralement:  arc-corde,  ou  arc  avec  sa  corde. 
Les  poutres  en  bow-string  ont  été  imaginées  et  plusieurs  fois  appliquées  en 
Angleterre  par  M.  Brunel,  fils  du  célèbre  ingénieur  qui  a  construit  le  tunnel  de 
Londres,  sous  la  Tamise. 
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compression  dans  Tare  supérîear  diminue  de  A«  en  H'  comme 
la  tension  dans  une  cliaîne  de  pont  suspendu^  ayant  même 
flèche,  même  ouverture  et  même  charge  ;  ùp  que  toutes  les 
diagonales,  aussi  bien  pleines  que  ponctuées,  restent  inactives 
sous  une  charge  complète  uniformément  répartie,  et  que  par 
conséquent  leur  section  doit  être  calculée  uniquement  en  vue 
des  poids  concentrés  ou  des  surcharges  incomplètes. 

Le  système  Pauli  est  une  espèce  particulière  de  bow-string 
dans  laquelle  on  a  disposé  des  deux  courbes  affectées  par  les 
longerons,  de  manière  que  la  tension  de  Tun  fût  égale  à  la 
compression  de  l'autre,  chacun  de  ces  deux  efforts  devant 
en  outre  rester  constant  sur  toute  la  longueur  de  la  pouure. 
On  ne  peut  remplir  ces  conditions  que  pour  une  certaine  dis-» 
tribution  de  la  charge,  la  distribution  uniforme,  par  exemple. 

Il  est  à  remarquer  qu'on  donne  souvent  des  dimensions 
assez  fortes  au  longeron  supérieur  d'un  bow-string,  afin  qu'il 
ne  se  déforme  pas  par  flexion  sous  les  forces  qui  le  compri- 
ment :  le  moment  d'inflexibilité  de  sa  section  transversale 
ayant  alors  une  valeur  assez  notable,  il  y  a  quelque  chose  de 
peu  satisfaisant  dans  l'hypothèse  qui  assimile  ce  corps  à  un 
système  articulé,  parfaitement  flexible  en  chacun  des  points  B„ 
Bs,  Bs,  etc.  Toutefois,  nous  avons  cru  bon  de  faire  connaître 
les  procédés  habituellement  employés  pour  vérifier  la  résis- 
tance de  ce  genre  de  poutres,  procédés  imparfaits  sans  doute, 
mais  jusqu'à  un  certain  point  sanctionnés  par  la  pratique.  Il 
est  d'ailleurs  plausible  d'admettre  que  la  rigidité  des  longe- 
rons augmentera  simplement  la  stabilité  de  la  poutre,  et  que 
les  dimensions  transversales  jugées  suffisantes  en  vertu  de  ces 
procédés  auront  pour  seul  inconvénient  de  pécher  un  peu  par 
excès. 

179.  Observation  sur  les  diverses  positions  qu'on  peut  attri-* 
buer  aux  points  d'attache  des  charges,  —  Dans  tout  ce  qui 
précède,  à  partir  du  n"*  174,  nous  avons  le  plus  ordinairement 
supposé  que  les  charges  étaient  attachées  aux  articulations 
inférieures  des  poutres  :  si  cela  n'avait  pas  lieu,  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus  seraient  un  peu  altères.  Des  procédés 
de  calcul  tout  à  fait  analogues  à  ceux  qu'on  a  vus  ci-dessus 
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réussiraient  aussi  bien  avec  l'hypothèse  d'une  charge  placée  à 
la  partie  supérieure;  mais  nous  croyons  devoir  nous  abstenir 
d'en  exposer  l'application,  afin  de  ne  pas  tomber  dans  des 
répétitions  fatigantes  pour  le  lecteur.  D'ailleurs,  la  théorie 
du  n*  175  ayant  été  faite  sans  supposer  aucun  mode  particu- 
lier d'attache,  ses  résultats  sont  applicables  dans  les  deux  cas, 
et  cela  semble  prouver  que  la  modification  dont  il  s'agit  ne 
doit  avoit*  qu'une  influence  secondaire  sur  les  pressions  et 
Jensîons  des  diverses  parties  du  système. 

Il  peut  arriver  aussi  que  les  poids  agissent  sur  le  réseau  de 
tiges  placé  entre  les  deux  longerons,  en  une  série  de  points 
distincts  de  ceux  où  elles  s'articulent  avec  ces  loiigerons.  Ce 
cas  se  ramène  aux  deux  que  l'on  vient  de  mentionner.  Soit, 
en  effet,  AB  (fig.  70)  une  tige  chargée  au  point  C  d'un  poids  ji?; 

on  décomposera  ce  poids  en  deux 
. -p-      autres  p'  et  p'^  agissant  aux  extré- 
mités B  et  C  de  la  tige,  lesquels  au- 
ront pour  valeurs  respectives 


Fig.  70. 


BC 
--p-='>     p 
^  AB       ^ 


AC 
'^AB 


Le  système  de  forces  p,  —  p\  —  p'' 
étant  en  équilibre,  on  pourra,  quand 
on  aura  fait  subir  la  même  opération 
à  toutes  les  tiges,  calculer  les  efforts 
exercés  dans  les  diverses  parties  de 
la  poutre  comme  si  elle  était  char- 
gée seulement  en  A  et  B,  ainsi 
que  sur  tous  les  autres  points  où  les  tiges  telles  que  AB 
viennent  rencontrer  les  longerons.  Ceux-ci  se  trouveront 
donc  encore  dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment  : 
mais  la  pièce  AB  devra  être  regardée  comme  soumise  :  i^à  la 
tension  résultante  produite  par  l'ensemble  de  tous  les  poids 
analogues  à  />'  et  p";  2<>  aux  trois  forces  p,  —  p',  —;>"•  Par 
suite,  il  faudra  qu'elle  puisse  résister  à  la  flexion,  en  même 
temps  qu'aux  efforts  longitudinaux  directs. 

Les  bow-strings  ayant  souvent,  comme  il  a  été  dit  plus  haut, 
un  longeron  supérieur  de  section  assez  forte,  le  poids  de  ce 
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longeron  tend  à  comprimer  les  montants  verticaux  :  on  peuv 
par  conséquent,  craindre  une  flexion  de  ces  pièces,  qui  sont 
assez  longues  vers  le  milieu  de  la  poutre,  et  qui  se  trouve- 
raient alors  comme  des  pièces  chargées  debout.  Mais  il  faut 
observer,  toutefois,  que  le  poids  du  tablier  et  les  autres  poids 
placés  à  la  partie  inférieure,  lesquels  sont  d'ordinaire  beau- 
coup plus  considérables,  ont  pour  effet  de  produire  une  ten- 
sion dans  les  mêmes  montants;  par  conséquent,  c'est  une 
tension  que  ceux-ci  doivent  finalement  éprouver.  Le  con- 
traire ne  pourrait  se  produire  qu'accidentellement,  pendant 
la  construction  de  la  pièce,  si  le  longeron  supérieur  ne  repo-^ 
sait  pas  sur  des  cintres  jusqu'à  ce  que  la  pose  du  tablier  et  de 
sa  charge  fût  complètement  terminée. 
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CHAPITRE  NEUVIÈME. 

DB  LA  POUSSÉE  DBS  TERRES  ET  DE  LA  STABIUTÉ  DES  MAÇOimERIBS. 


§  V.  —  De  la  poussée  des  terres  (*). 

180.  Hypothèse  sur  le  frottement  et  la  cohésion  des  terres. 
—  Un  massif  de  terre  étant  soutenu  par  un  mur,  la  théorie  de 
îa  poussée  des  terres  a  pour  objet  de  déterminer  la  pression 
totale  que  supporte  la  face  postérieure  du  mur,  et  la  loi  de  la 
répartition  des  forces  élémentaires  dont  cette  pression  totale 
est  la  résultante. 

La  solution  dépend  des  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur 
la  nature  des  forces  mutuelles  qui  agissent  entre  les  molé- 
cules de  terre,  lorsqu'elles  glissent  ou  sont  sur  le  point  de 
glisser  les  unes  sur  les  autres.  Supposons  d'abord  des  terres 
fraîchement  remuées  et-  à  peu  près  réduites  en  poussière  : 
on  observe  alors  qu'elles  prennent  naturellement  un  certain 
talus  ou  inclinaison  relativement  au  plan  horizontal,  et  que 
sous  cette  forme  elles  restent  en  équilibre.  Les  molécules 
situées  à  la  surface  libre  du  talus  se  trouvent  sollicitées  à 
glisser  par  la  composante  tangentielle  de  la  pesanteur;  si 
donc  elles  n'obéissent  pas  à  cette  action  malgré  leur  mobilité, 
c'est  parce  qu'elles  éprouvent  une  résistance  égale  et  con- 
traire ou  un  frottement  de  la  part  des  molécules  voisines.  Mais 
l'existence  du  frottement  ne  suffit  pas  pour  expliquer  tous  les 
faits  :  on  ne  saurait,  par  exemple,  expliquer  ainsi  comment 
certaines  terres  peuvent  se  maintenir  suivant  des  talus  à  pic, 
car  il  faudrait  supposer  au  coefficient  de  frottement  une  valeur 
infinie.  On  lève  cette  difficulté  en  considérant  les  terres  comme 
possédant  à  un  certain  degré  la  cohésion  qui  appartient  aux 

(^*)  Tout  ce  para<|;raphe  est  extrait,  sans  changement  bien  sensible,  du  Cours 
lithographie  de  M.  Bélanger,  professé  à  TÉcole  des  Ponts  et  Chaussées  pen- 
dant la  session  i848-i849. 
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corps  solides,  et  notdmment  ht  résistance  au  glissement  trans- 
versal simple. 

D'après  ces  considérations,  il  .semble  qu'on  peut  admettre 
riiypothèse  énoncée  par  Coulomb,  savoir-:  que  la  force  opposée 
au  glissement  mutuel  de  deux  portions  d'un  massif  de  terre 
sur  un  plan  commun  se  compose  de  deux  termes  :  i®  le  frot- 
tement, proportionnel  à  la  pression  normale,  comme  dans  le 
glissement  de  deux  solides  Tun  sur  l'autre;  2®  la  cohésion,  in- 
dépendante de  la  pression  normale,  mais  ayant  une  valeur 
déterminée  par  unité  de  surface,  ce  qui  veut  dire  qu'elle  est 
proportionnelle  à  la  surface  de  séparation. 

Cette  loi  peut  être  vérifiée  et  les  coefficients  de  frottement  ou  de  cohé- 
sion déterminés,  pour  chaque  espèce  de  terre,  par  l'expérience,  au  moyen 
des  formules  fournies  par  la  théorie  dans  les  questions  ci-après. 

181.  Premier  problème.  —  Un  massif,  dont  la  surface  supérieure  est 
dans  un  plan  horizontal  AB  {fig,  71],  est  terminé  latéralement  par  un 

plan  AC.  Il  s'agit  de  déterminer  l'ange  le 
'^'  ^  '  *  plus  petit  que  le  talus  AC  puisse  faire  avec 

» A ^B —      2g  verticale,  sans  qu'il  se  fasse  aucune 

I        /  >^  disjonction  dans  le  massif. 

I      /      >/  Soient  : 

\l^  ^  la  hauteur  donnée  CD; 

c  a  Tangle  cherché  de  AC  avec  la  verti- 

cale CD; 
n  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  massif; 
/  le  coefficient  de  frottement  des  terres  composant  le  massif; 
y  la  cohésion,  par  unité  de  surface,  entre  les  mêmes  terres. 

Imaginons  par  l'horizontale  C  un  plan  CB,  faisant  avec  la  verticale 
l'angle  BCD  =  ô,  et  séparant  du  massif  un  prisme  dont  le  poids  par  unité 

de  longueur  est  représenté  par  P  =£  -  n  A^  { tang^  --  tanga).  Ce  prismft 

est  en  équilibre  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des  réactions  qu*exerce  sur 
hii  ia  partie  du  massif  inférieure  au  plan  CB.  Soit  N  la  somme  des  compo- 
santes normales  de  ces  réactions,  et  soit  F  la  somme  de  leurs  composantes 
parallèles  as  plan  dans  le  sens  CD.  On  a,  ^  verlu  de  Téquilibro, 

N  =  Psinp    et    F  =  Pcosp. 

Cette  force  F  ne  peut  pas  dépasser  une  certaine  intensité  qui  a  lien 
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senlement  lorsque  le  glissement  est  sur  le  point  de  naître.  Dans  tout  autre 
cas  de  repos  ou  d'équilibre,  la  force  F  est  inférieure  à  cette  intensité, 
laquelle  est  composée  de  deux  parties,  Tune  /N  constituant  le  frottement, 
Fautre  7.GB  exprimant  la  cohésion.  On  a  ainsi  la  condition 


ou  bien 


ou  encore 


Pcosp^/Psinp  +  7^, 
P  (I  -/tangp)  ^7^(1  +  tang^P). 


Cette  inégalité  serait  évidemment  satisfaite  si  Ton  prenait  tangp  ==  tanga 

(parce  qu'alors  P  serait  nul)  ou  tangp  >  7;  la  dernière  valeur  de  tangp 

rendrait  Tinclinaison  de  GB  sur  Thorizontale  moindre  que  Tangle  du  frot- 
tement des  terres  sur  elles-mêmes ,  et  alors  le  frottement  deviendrait  à 
lui  seul  suffisant  pour  empêcher  le  glissement ,  sans  que  la  cohé^on  eût 
besoin  d'être  mise  en  jeu.  L'inégalité  dont  il  s'agit  ne  peut  donc  conduire 
à  une  condition  quelconque  pour  a,  que  si  Ton  y  fait  varier  tang^  entre 

tanga  et  71;  par  suite,  on  peut  en  diviser  les  deux  membres  par  le  fac- 
teur positif  I  •— /tangp,  et  alors,  en  y  substituant  la  valeur  d-desBus 
de  P,  on  trouve 

=  ^       û       «7  '1  -htang'p 

L'inégalité  doit  être  vérifiée,  si  l'équilibre  existe,  pour  toute  valeur 
attribuée  à  tang^  entre  les  deux  limites  qu'on  vient  d'indiquer;  donc  la 
plus  petite  valeur  admissible  pour  tanga-  sera  le  maximum  par  lequd 
passe  le  second  membre  lorsque  tang  p  varie  entre  ces  limites.  Pour  ob- 
tenir commodément  ce  maximum,  posons 

i-/tangp  =  ar     et     —  =  «; 
la  fonction  dont  il  faut  chercher  la  plus  grande  valeur  est 

ou  bien 

^[a4-/a-(i+/«)«-fi4-/')j]- 
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Celte  expieseion  ne  comprend  comme  partie  variable  que  les  deux  termes 

soustractifis  (i  -\'fa)x  et  (t+/')  -;  comme  leur  produit  est  constant, 

leur  somme  sera  minimum  (et,  par  suite,  Texpression  totale  sera  maxi" 
mum)  pour  la  valeur  de  x  qui  les  rend  égaux,  c'est-à-dire  pour 


/l±Z 


par  la  sobetitotion  de  celte  valeur  on  trouve  la  limite  inférieure  de 
tanga,  savoir  : 

IUDga  =^+  ^, [i  - ^(i+p)(i+fa)] 

Telle  est  la  valeur  cherchée  de  tanga;  elle  dépend,  comme  on  le  voit, 
de  la  hauteur  h, 

La  dernière  équation  résolue  par  rapport  à  h  donnera  la  plus  grande 
hauteur  h  sur  laquelle  le  massif  puisse  se  soutet^ir  avec  Tinclinaison  a. 

Pour  une  certaine  valeur  h'  de  A,  tanga  est  nulle  :  on  a  alors,  en  appe- 
lant a'  la  valeur  correspondante  de  a, 


d*où  résulte 


et  par  suite 


(2)  /*'=^(/4-v/TT75). 

Pour  des  valeurs  de  h  plus  petites  que  h'j  tanga  devient  négative.  En 
effet,  en  posant  dans  l'équation  (i) 

I       ay 
a      n/i 

et  différentiant  par  rapport  à  cette  quantité,  on  aurait 

rftanga,£^^^^/^-p^    ^^±/,  =  i^>>^7:r?^^    ^^+/       . 
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comme  le  second  membre  de  cette  équatioo-est  foitément  négatif;  il  en 
résulte  que  tanga  est  une  fonction  décroissante  de  w,  c'est-à-dire  une 
fonction  croissante  de  h.  Donc  tanga,  nulle  pour 
//  =  A',  doit  être  négative  pour  h  <  //'.  Mais  la 
théorie  précédente  ne  -s'applique  pas  au  cas  où 
tanga  est  négative.  Si  le  massif  était  profilé  comme 
dans  la  fig.  72,  un  prisme  ACB  tendrait  à  se  dé- 
tacher sans  frottement  et  ne  serait  retenu  que  par 
une  cohésion  soumise  à  une  loi  différente  de  celle 
qui  est  exprimée  dans  Tanalyse  ci-dessus. 
Les  formules  (i)  et  (2)  peuvent  servir  à  déterminer  les  constantes  /  et 
7  qui  conviennent  à  un  certain  terrain,  au  moyen  de  deux  expériences 
dans  lesquelles,  en  faisant  croître  A,  on  observerait  les  valeurs  corres- 
■  pondantes  de  tanga.  Un  plus  grand  nombre  d'expériences  permettrait  de 
vérifier  les  hypothèses  qui  servent  de  base  à  la  théorie. 

A  mesure  que  h  augmente,  tanga  approche  de  la  Jimite  7?  qui  con- 
viendrait à  une  hauteur  quelconque  si  la  cohésion  disparaissait,  comme 
dans  le  cas  des  terres  fraîchement  remuées.  Ce  résultat  est  conforme  à  la 
théorie  connue  du  frottement;  on  pouvait  d'ailleurs  le  prévoir,  parce 
que  pour  /i  =  00  le  poids  P  et  le  frottement  correspondant  sont  des  in- 
finis du  second  ordre,  tandis  que  la  cohésion,  simplement  proportion- 
nelle à  h^  nest  qu'un  infini  du  premier  ordre,  comparativement  négli- 
geable. Si  Ion  remplace /par  - — -^  ou  -^)  en  appelant  >  le  complé- 
ment de  l'angle  de  frottement,  on  trouve 

COS^  I      _.      2C0S'y^  ï 


•/+v/,+/^  =  -^  + 


sinA      sinX      asin^Xcosp^      tang^X 
et 


//'  = 


47 


ntang^X 


D  A    E 


i82.  Deuxième  problème.  —  Un  massif  d'une  nature  déterminée  pou- 
Fig.  73.  ^'cint  se  tenir  à  pic  de  X  en  B  (fig.  78  )f' 

ç  sur  une  huuteur  h\  on  demande  quelle 

"7  est  la  courbe  BM  du  profil  inférieur  que 

ce  terrain  doit  avoir  pour  être  à  la  limite 
de  stabilité  en  tout  point  compris  entre 
BetU. 

Soit  MC  un  plan  incliné  quelconque  ' 
faisant  avec  la  verticale  l'angle  CMD=  P; 

M  — >~ 

soit  la  hauteur  MD=:  j;  soit  enfin  P  le 
poids  du  prisme  mixtiligne  ABMC. 

I.    i'  ÉDIT.  32 
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L'équilibre  de  ce  prisme  exige,  comme  dans  le  cas  précédenti  qu'on  ait 

(3)  P(i-./tangP)  =  7r(i4-tang'P). 

Pour  exprimer  simplement  le  poids  P,  menons  par  M  une  droite  telle- 
ment inclinée,  que  l'aire  du  triangle  MEC  soit  égale  à  celle  de  ABMG,  ou 
que  l'aire  DME  soit  égale  à  DMBA.  Nommant  a  Tangle  EMD,  nous  aurons 

P  =  î^(tang?-tanga), 
et,  en  substituant  dans  (3], 

Tanga  doit  encore  ici  égaler  le  maximum  du  second  membre;  d'où  l'on 
conclut,  en  faisant,  pour  abréger,  — ^  =  ûr, 

(4)  tanga  =  i4-^,[i -/(!-+-/')  (i-h^)]. 

Maintenant,  pour  trouver  l'équation  de  la  courbe  BM,  soit  AD  =  a;  et  DE  =  z, 
on  a  tanga  =  -  et 

(5)  ?=X>' 

posons  encore  a=  by  en  désignant  par  b  la  constante  — ?  l'équation  (4) 
deviendra 

(6)  ^-jH-^Ji-v/li+Z^Ki+yZ'r)]. 

Des  équations  (5)  et  (6),  par  l'élimination  de  z,  on  conclut  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  BM, 

Cette  équation  s'intègre  facilement  en  remarquant  que  le  dernier  terme, 
égal  à  5— — —  djr  (  sauf  un  facteur  constant)  peut,  en  faisant  i  -hfix  =  u\ 
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être  remplacé  par 

^u^du  ,  du  du 

-7, )  OU         2<f«H ; , 

U^ —  1  U  —  \         U-\-l 

quantité  dont  l'intégrale  est 

aa  +  loghyp 


M  +  I 


Par  suite,  Fintégration  est  immédiate,  et  Ton  peut  écrire  l'équation 
cherchée 


'«^^j+jTgloghyp^-    ^^,^-     \/\-\-fbr 

La  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  assigner  à  x  est  h',  qui  répond  à 
tanga  =  o,  et  dont  l'expression  est 

Pour  X  =  ^\  on  trouve  d'abord 

on  en  conclut,  au  moyen  de  l'équation  (7), 


ou,  en  réduisant  au  môme  dénominateur  les  tenues  du  second  membre 
et  simplifiant, 

dx  _^  I 

'5^~a(/+ï/T+7^)* 

La  tangente  de  l'angle  fait  en  B  avec  l'horizon,  par  la  courbe  BE,  est 
donc 

résultat  remarquable  en  ce  qu'il  ne  dépend  pins  de  h\  ni  par  conséquent 
du  coefficient  de  la  cohésion. 

32. 
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183.  Détermination  de  la  poussée  totale  d'un  massif  de  terre 
dans  un  cas  particulier.  —  Un  massif  de  terre  s'appuyant  sur  la 

face  postérieure  AB  d'un 
™wr  [fig,  74),  et  ayant  sur 
une  longueur  indéfinie  le 
profil  quelconque  mais  con- 
sunt  BCDEFG,  on  imagine 
le  plan  AX,  et  Ton  demande 
quelle  serait,  par  unité  de 
longueur,  la  résultante  des 
fprces  qu'exercerait  sur  le 
massif  la  paroi  AB  du  mur, 
à  rinstant  où  le  prisme  serait  sur  le  point  de  glisser  en  des- 
cendant le  long  du  plan  AX  qui  resterait  fixe,  et  le  long  du 
plan  AB  qui  reculerait  sans  descendre. 

La  réaction  de  la  partie  du  massif  inférieure  au  plan  AX,  sur 
le  prisme,  résulte  d'une  multitude  de  forces  élémentaires  qui 
peuvent  se  réduire  à  trois  équivalentes,  savoir  :  une  pression 
normale  N,  une  force  tangentielle  analogue  au  simple  frotte- 
ment, proportionnelle  à  N  et  représentée  par  /N,  enfin  une 
force  également  parallèle  au  plan,  appelée  cohésion,  proportion- 
nelle à  la  surface  AX,  et  que  nous  représenterons  en  consé- 
quence par  cÇ,  en  faisant  AX=  Ç,  et  désignant  par  c  la  cohé- 
sion rapportée  à  l'unité  de  surface. 

La  réaction  totale  du  mur  sur  le  prisme  peut  également  se 
réduire  à  trois  forces:  une  pression  normale Q,  un'frottemenl 
/'Q  et  une  cohésion  ou  adhérence  c'A.  Nous  désignons  par/' 
le  coefficient  de  frottement  du  mur  contre  les  terres,  par  & 
l'adhérence  rapportée  à  l'unité  de  surface  le  long  du  mur  dont 
la  hauteur  AB  est  représentée  par  A. 

Enfin  le  prisme  est  sollicité  par  la  pesanteur.  Représentons 
son  poids  par  P. 

Les  forces  que  nous  venons  d'indiquer  satisfont  aux  condi- 
tions d'équilibre,  dont  Tune  est  que  leur  résultante  de  transla- 
tion soit  nulle.  Transportons  ces  forces  en  un  point  quelconque, 
par  exemple  en  un  point  de  la  droite  AX,  et  écrivons  que  les 
sommes  de  leurs  projections  parallèlement  et  perpendiculai- 
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remént  à  AX  sont  nulles;  nous  aurons,  en  faisant  Tanglè  à 
Thorizon  XAL  =  a  et  BAX  =  (3, 

/N  —  P  sina  -+-  Q  sin p  -f-/' Q  cos (3  -f-  c'h  cos(3  -+-  c^=r  o, 
N  — Pcosa  — Qcos(34-/'Qsin[3-{-c'Asin(3  =  o; 

d'où,  en  éliminant  N, 

O  —  P  (sin«— /cosa)—  c' h  (cos^ — /sinj3 )  —  cÇ 
^  —  sin(3  +/cos(3  +/'  (cos(3  — /siiTp) 

sîn  o 
Cette  formule  se  simplifie  en  remplaçant/ par et/'  par 

sincp'      ,       ,   ,.  ,  ,,  ,      ,    « 

— — -,9  c  est-a-dire  en  représentant  par  ç  et  9'  les  angles  de  frot- 
tement des  terres  sur  elles-mêmes  et  contre  le  mur.  On  ob- 
tient successivement 

^ Psin  (g  — 9)  —  c'h  cos((3-|-y) — c^  CQsy 

^~  sin([3+9)-f-/'cos([3  +  9)  ' 

^8\       Q     __Psin(g  — 9)  —  C'A  cos((3-+-9)  —  cgcosy 
^    ^    cosy'""  sin((3  +  9-i-9')  ' 

La  force ?  résultante  de  Q  et  de  fQ  étant  ainsi  connue, 

COS9'  yc  J  w. 

en  la  composant  avec  c'/i,  on  aurait  l'intensité  de  la  résultante 
totale  demandée. 

184.  Détermination  du  plan  de  rupture  et  de  la  poussée  to^ 
taie  en  négligeant  la  cohésion.  —  Le  plan  AX  indiqué  dans 
renoncé  précédent  est  considéré  comme  variable;  il  s'agit  de 
déterminer  la  position  de  ce  plan  à  laquelle  correspond  le 

maximum  de  la  force ;>  eu  égard  aux  frottements,  et  en 

COS9'  ° 

supposant  qu'on  néglige  la  cohésion  des  terres  et  leur  adhé- 
rence au  mur.  On  demande  en  outre  la  valeur  correspondante 

de  -■      -.?  qui  dans  ce  cas  devient  la  réaction  totale  du  mur. 
COS9'    ^  ■ 

Le  plan  AX,  déterminé  par  la  condition  que  la  réaction  du 

mur  nécessaire  pour  Téquilibre  soit  un  maximum,  s'appelle 

ordinairement /?/anv/e  rupture;  comme  l'a  remarqué  Coulomb, 
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si  la  réaction  du  mur  venait  à  être  inférieure  à  l'intensité  né- 
cessaire, et  que  la  rupture  de  massif  dût  s'effectuer  suivant  un 
plan,  ce  serait  en  effet  suivant  celui-là  qu'elle  aurait  lieu. 

Il  n'est  pas  certain  que  dans  la  réalité  la  force  --^»  ainsi 

"^  ^  COS(p' 

obtenue,  soit  la  valeur  exacte  de  la  réaction  mutuelle  du  mur 
et  des  terres,  même  en  admettant  comme  une  donnée  la  nul- 
lité du  coefBcient  d .  Rien  ne  prouve  en  effet,  quand  l'équi- 
libre existe,  que  le  prisme  BAX  soit  sur  le  point  de  glisser 
en  descendant;  il  pourrait  être  en  équilibre  stable,  ou  encore 
il  pourrait  être  sur  le  point  de  glisser  en  sens  contraire,  ce 
qui  exigerait  de  la  part  du  mur  une  réaction  plus  grande.  La 
force  maximum  que  nous  voulons  déterminer  sera  seulement 
une  limite  inférieure  de  la  poussée  des  terres  contre  le  mur, 
dans  l'état  d'équilibre.  Cependant  il  ne  faut  pas  croire  que 
cela  doive  probablement  entraîner  des  conséquences  dange- 
reuses :  si  le  mur  est  construit  pour  résister  seulement  à  cette 
limite  inférieure  et  qu'il  y  ait  originairement  une  poussée 
plus  forte,  on  peut  admettre  avec  assez  de  vraisemblance 
qu'un  petit  mouvement  du  mur  se  produira,  par  suite  duquel 
naîtra  dans  le  massif  de  terre  la  tendance  à  glisser  en  descen- 
dant, et  alors  le  système  s'arrêtera  dans  l'état  particulier  d'é- 
quilibre que  suppose  notre  calcul.  Il  n'y  aura  donc  probable- 
ment pas  de  risque  à  courir  lorsque  le  mur  ne  sera  capable 

que  d'une  réaction  égale  seulement  au  maximum  de ;• 

^  ^  ^  cos<p' 

Nous  allons,  en  conséquence,  procéder  au  calcul  de  cette 
force. 

D'après  l'hypothèse,  il  faut,  dans  la  formule  (8),  faire  c  =  o, 
c'=o;  désignons  par  R  la  réaction  totale  du  mur:  la  for- 
mule (8)  se  réduit  à 

(9)  _Q_^R  =  p.    sin(«-<p)     . 


cos<p'  sin  (P  +  ç-i-ç') 

On  obtiendrait  facilement  et  directement  cette  équation  de 
la  manière  suivante.  Représentons  dans  la  fig.  76  la  force  R 
faisant  l'angle  <p'  avec  la  perpendiculaire  à  AB.  Soit  de  même  S 
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la  réaction  du  plan  AX,  résultante  de  N  et  de  /N,  et  faisant 
l'angle  9  avec  la  perpendiculaire  à  AX.  Les  trois  forces  P,  S,  R 
transportées  en  un  même  point  ont  leur 
résultante  nulle.  Donc  on  a 


R 
P 


sin(P,S) 
sin(R,S)* 


Or  l'angle  (  P,  S)  est,  d'après  la  figure, 
supplément  de  a— 9;  et  l'angle  (R,S) 
augmenté  de  <p  -+-  9'  devient  supplément 
de  (3  ;  ainsi 


(R,  S)  =r  1800—  p  —  9  —  9'    et     sin  (R, S)  =  sin  ((3  +  9;-+-  9'  ); 

d'où  l'on  conclut  la  formule  (9). 

Il  faut  maintenant  y  mettre  une  expression  du  poids  P  du 
prisme  dont  la  base  est  ABGDEX. 

A  cet  effet,  on  déterminera  sur  le  prolongement  de  EF 
{fig.  76)  un  point  K  tel,  que  Taire  du  triangle  AKX  soit  égale 


u-^. 


à  celle  du  polygone  ABCDEXA.  Ce  point  K  est  indépendant  de 
la  position  du  point  X,  pourvu  que  ce  dernier  tombe  entre  E 
et  F,  puisqu'il  suffît  que  le  triangle  AKE  soit  équivalent  au  po- 
lygone ABCDEA.  On  mènera  de  plus  la  ligne  AT,  perpendicu- 
laire abaissée  de  A  sur  KX.  En  désignant  par  n  le  poids  du 
mètre  cube  de  terre,  on  a  pour  le  poids  du  prisme  AKX  ayant 
1  mètre  de  longueur 

P=in.ÂT.KX, 

3^ 
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et  la  formule  (g)  devient 

1  sin((3-{-(i)-ir9  ) 

Cela  posé,  voici  comment  M.  le  général  Poncelel  (*)  déter- 
mine le  point  X  qui  donne  à  la  pression  R  sa  plus  grande  valeur. 
Le  rapport  de  sin(a— 9)  à  sin(p-i-9-H<p')  se  remplace  par 
celui  de  deux  droites  de  la  figure  :  pour  cela  on  mène  AO  fai- 
sant avec  AB  Tangle  9  -i-  9',  et,  par  conséquent,  avec  AX  l'angle 
|3  -i-  9  -+-  9'  ;  on  mène  AM  faisant  avec  Thorizontale  AL  l'angle  9, 
et  conséquemment  avec  AX  Tangle  a  —  9;  puis  on  mène  XX' 
parallèle  à  AM,  de  sorte  que,  dans  le  triangle  AXX',  l'angle 
A  =r  (3  -f-  9  -h  9'  et  Tangle  X  =  a  —  9.  On  en  <;onclut 


sin  (a~9)      AX' 

sin((3-i-9-f-*^""'XX"'' 


et,  par  conséquent, 

R=:-nAT.KX.4^. 
^  XX' 

Il  y  a  ici  trois  variables  KX,  XX',  AX',  qui  dépendent  de  la 
position  du  point  X  et  qui  sont  dans  trois  directions  diffé- 
rentes. On  en  remplace  deux  par  d'autres  qui  soient  dans  la 
direction  de  la  troisième  :  on  mène  KK'  parallèle  à  AM  et  à  XX', 
et  Ton  a 

KXz=K^  =  ,     XX^z=0X7^, 

OA  OA 

d'où  résulte 


„       i„AT.OM     R'X'.AX' 


2  AM  OX' 

T -^       *   ^«^  '  AT.OM  ,        ,  1.1 

La  quantité  connue  — = —  peut  s  exprimer  plus  simple- 

am 

ment  en  remarquant  que  ÂT.OM  est  deux  fois  Faire  du  tri- 


(*)  Mémoire  sur  la  stabilité  des  revêtements  et  de  leurs  fondations^  inséré  au 
n«  i3  an  Mémorial  de  V Officier  du  Génie,  i84o. 
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angle  AOM,  et  qu'en  la  divisant  parÂM  considérée  comme  base, 
on  a  la  distance  du  sommet  0  à  AM  ou  AO  sinOAM.  Donc 


(lo)  R=:n.AO  •       il—      >  SinOAM. 

OX' 

Le  général  Poncelet  trouve  par  la  Géométrie  le  point  X 

K'  X' .  AX' 

qui  correspond  au  maximum  de  — =^ Le  Calcul  dif- 

<  OX'  • 

férentiel  le  donne  aussi  très-aisément. Soient,  en  effet,  OA  =  a, 

ÔKf=:k  et  W'  =  x,  on  a 


K^X\AX^  _(x-^k){a—x)_^      f^_^_^ 
ÔX"       ~  ^  ~"  X  ' 

expression  dont  le  maximum  répond  i  x  =  \Jafc  et  a  pour 
valeur  a  -+-  k —  2  ^ak .  La  valeur  de  R  devient  alors,  en  rempla- 
çant AO  par  a  9 

(11)  Rr=  -  n  SinOAM. (a  —  )/âk)\  ..  -r--^^      -^-^ 

ce  qu'on  peut  encore  écrire  de  cette  manière     ;,         #   »  #- 


*y 


(12)  R  =  -n  SinOAM.  AX'S  \      ,.  "      J 

en  notant  que  le  point  X'  est  déterminé  par  la  relation 


(t3)  OX'  =  VaO.OK', 

Remarque  L  —  L'angle  OAM,  égal  à  BAM  -1-9  +  9',  est  par 
conséquent  égal  à  BAL +  9';  d'où  il  suit  que  sinOAM  est  égal 
au  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  une  droite  fai- 
sant avec  AB,  du  côté  opposé  au  massif,  un  angle  9'  égal  à 
celui  du  frottement  des  terres  sur  le  mur. 

Remarque  IL  —  Les  lignes  KK',  XX',  MA  étant  parallèles, 

il  en  résulte  que  les  longueurs  OX',  AO,  OK'  sont  respecti- 
vement proportionnelles  à  ÔX,  ÔM,  ÔK;  la  condition  (i3) 
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peut  donc  encore  prendre  ia  forme 

ce  qui  permet  de  trouver  ÔX  à  priori  par  une  construction 
ou  par  le  calcul. 

OX'      OK^ 
Remarque  III.  —  L'équation  (  1 3  )  donne  -=-  == «  Les 

OK'       OK 
parallèles  XX',   KK'  donnent  •r-^TT^=-=-  Par  conséquent 

OX'      OX 

-=-  =  ==•;  d'où  il  suit  que  la  droite  KX'  est  parallèle  à  AX. 
AO       OX  ^  ^ 

Remarque  IF.  —  L'angle  AOK  peut  être  petit  et  le  point  0 
tellement  éloigné  de  AK,  qu'il  soit  incommode  d'opérer  gra- 
phiquement pour  connaître  OK',  OA,  et,  par  conséquent, 
OX'  et  AX'.  On  peut  faire  ces  déterminations  par  le  calcul. 

Soient  6  l'angle  donné  OKA  et  Ç  l'angle  OAK,  dont  la  valeur, 
avec  la  disposition  de  la^îg^.  76,  est  ç  -4-  <p'  —  BAK.  On  a 

sm(  0-1-0 
sm(0-i-Ç) 

ÔK'rzrÔK. ^^ ■ 

OK  -I-  KM 


Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  AX'  =  OA  —  VoÂ.OK'. 
Remarque  F.  —  La  droite  AO  peut  être  parallèle  à  KO.  Alors 
ÔÂ  et  ÔK'  sont  infinis;  mais  ÂK'  est  fini  et  égal  à  KM,  et  AX' 

a  pour  valeur  -  KM.  En  effet,  l'équation  (i3)  peut  s'écrire 
(()K'  +  K^)*=ÔF(ÔK'-hAK^),  ou  2K^-+-^=AK', 


OK' 


équation  qui,  pour  OK'  =  00  ,  devient 


K'X'=:-AK'=-KM. 

2  2 
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Remarque  FL—  Les  droites  KM  et  AM  peuvent  être  parai- 


Fig.  77. 


quelconque  AKX,  les  équations 


.\h\Qs(fig.  77  ).  Dans  ce  cas,  les 
points  0,  K',  X'  se  confon- 
dent ,  et  Ton  a  pour  le  maxi- 
mum, ou  plutôt  la  limite  deR, 

Texpression  —  sinOAM.OA  ; 

on  le  trouverait  directement 
en  posant,  pour  un  prisme 


d'où 


^^p      sîn(g~y)      ^pOA 
sin(p-+-<p-f.(p')         ox' 

P^^KX-ÔAsinOAM, 
2 


j  2     KX 

R=:-nsinOAM.OA  .=, 
2  ox 


quantité  dont  le  maximum  répondant  à  KX  —  oo  i=:  OX  est 


R=:~n  SinOAM.OA 

2 


Remarque  FIL  —  La  rencontre  0  des  droites  KM,  AK'  peut 
être  du  côté  du  massif  au  delà  de  M  {fig.  78).  En  répétant  pour 


ce  cas  les  raisonnements  précédents,  on  reconnaU  sans  diffi- 
culté que  l'expression  de  la  pression  totale  sur  AB  est  en- 
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core 

Ri    insiHOAM.AX'', 

le  point  X'  éunl  déterminé  par  la  relation  OX'  —  ÔÂ .  ÔK?. 

Les  remarques  I,  II,  III  ci-dessus  subsistent  également; 
dans  la  quatrième,  il  faudra  poser 

ÔA 


0K':^Ok.== — ==     et    AX'-zvOA.OK'-OA. 
OK —  KM 

185.  Plan  de  rupture  et  poussée  totale  quand  on  néglige  la 
cohésion  et  le  frottement  entre  les  terres  et  le  mur  qui  les  sou- 
tient. —  Les  auteurs  qui,  avant  M.  Poncelet,  se  sont  occupés 
de  la  poussée  des  terres,  négligeaient  le  frottement  des  murs 
de  soutènement.  Si  à  celte  simplification  théorique  on  joint 
rhypothèse  que  la  surface  supérieure  du  massif  MB  soit  hori- 
zontale', on  arrive  à  un  résu  Itat  remarquable  par  sa  simplicité* 

L'angle  <p'  étant  supposé 
nul,  les  trois  angles  MAL, 
BAO,  AMB  (fig.']9)  sont 
égaux.  Les  deux  triangles 
AOB,  AOM  sont  sembla- 
bles, comme  ayant  leurs 
angles  égaux,  et  donnent 

OÂ         OM       .  777»         jr^   -r^j 

r=T^  — ^=.     ou     OA  =OB.OM. 
OB       OA 

On  a  d'ailleurs,  suivant  la  remarque  II  ci-dessus, 
Ox'zr:ÔB.ÔM; 

par  conséquent  ÔÂ  =  OX;  d'où  il  suit  que  l'angle  OAX  est 
égal  à  OXA,  lequel  est  égal  à  XAL.  Donc  AX  est  bissectrice  de 
l'angle  OAL,  et  par  conséquent  de  l'angle  BAM.  (Théorème 
donné  par  de  Prony,  en  1802,  pour  le  cas  particulier  d'une 
paroi  verticale,  et  par  Français,  en  1820,  pour  le  cas  d'une  paroi 
inclinée.) 

D'après  la  remarque  III,  BX' est  parallèle  à  AX,  et,  par  con- 
séquent; dans  les  hypothèses  ci-dessus  énoncéos,  le  triante 
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OBX'  est  isocèle.  Donc  AX'  =  BX ;  d'où  Ton  conclut 
lli=  -HsinBAL.Bx'. 

2 

L'étal  actuel  de  la  science  ne  permet  plus  d'admettre  ces 
résultats. 

186.  Répartition  de  la  poussée  totale  sur  le  mur  dans  V hypo- 
thèse d'un  terrain  à  profil  rectiligne ;  indications  succinctes 
sur  le  cas  général.  —  En  admettant  que  sur  toute  portion  AB 
de  la  paroi  A„B,  portion  prise  à  partir  du  sommet  B,  la  poussée 

du  massif  soit  égale  au  maximum  R  ou  -  Il  sin  OAM .  AX'  trouvé 

précédemment,  il  s'agit  de  déterminer  le  centre  de  poussée 
sur  A«B,  c'est-à-dire  le  point  de  passage  de  la  résultante  de 
toutes  les  pressions  élémentaires  réparties  sur  A«B  et  faisant 
partout  avec  cette  paroi  l'angle  complément  de  ©'. 

La  solution  est  très-simple  dans  le  cas  où  la  surface  supé- 
rieure du  massif  est  un  plan  MB  [fig.  80),  ayant  d'ailleurs  une 

Fig.  80. 


Oi 


inclinaison  quelconque.  L'expression  de  la  poussée  sur  BA, 
variable^avec  la  longueur  BA,  est  alors  proportionnelle  au  carré 
de  cette  longueur.  En  effet,  pour  deux  points  A,  A„  auxquels 
correspondent  des  points  X,  X„  on  a 


OX'  =OK'.OA    et    O.X;  zrrO,K',.O.A,. 

Or  _ 

OK^         OA        BA  . 

o;k\  ~  ôiâ;^  bâ;' 

donc 

ôx;'  ^  bTi' 
0x7'      bâ' 
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On  voit  ainsi  que  les  lignes  OA  et  OX'  sont  toutes  deux  dans 
un  rapport  constant  avec  BA,  et,  par  suite,  qu'il  en  est  de  même 
de  la  différence  OA  —  OX'  ou  de  AX'.  (Le  lieu  des  points  X' 
est  une  droite  passant  enB.) 

En  représentant  par  z  la  longueur  BA  prise  à  partir  de  l'o- 
rigine ou  extrémité  fixe  B,  et  en  désignant  par  C  la  constante 

I  ÂX? 

-  n  sin  OAM  •        3  1  on  peut  donc  poser  pour  la  poussée  sur  AB 

^  BA 

donc  la  poussée  élémentaire,  sur  une  longueur  dz  accroisse- 
ment de  Zy  serait 

dlk=:iCzdz. 

Toutes  les  poussées  élémentaires,  depuis  B  jusqu'à  A^,  sont 
des  poussées  parallèles  dont  la  résultante  passe  en  un  point 
ou  centre,  dont  la  distance  Z  au  point  B  est  déterminée  par  la 
propriété  des  moments,  savoir  : 


t/O 


7,Cz^dz 


^-         Czl         -3^- 

Donc  le  centre  de  la  poussée  sur  BA»  est  au  tiers  de  cette 
longueur  à  partir  de  l'extrémité  inférieure. 

Lorsque  le  profil  transversal  du  massif  n'est  pas  très-acci- 
denté, on  peut  admettre  que  le  centre  de  pression  est  à  peu 
près  au  tiers  de  la  hauteur  de  la  partie  de  mur  considérée. 
Dans  le  cas  le  plus  général,  sachant  trouver  la  poussée  R  sur 
la  portion  BA  de  la  paroi,  on  construirait  la  courbe  représen- 
tative de  ces  poussées  en  prenant  BA  pour  abscisse  et  R  pour 
ordonnée  correspondante.  La  poussée  élémentaire  en  chaque 
point  du  mur  serait  proportionnelle  au  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  à  cette  courbe  ;  et  comme  toutes  les  poussées 
élémentaires  sont  parallèles,  on  trouverait  le  point  d'applica- 
tion de  la  résultante  par  lé  théorème  des  moments. 

i87.  De  la  butée  des  terres.  —  M.  le  général  Poncelet,  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité,  a  étendu  la  théorie  précédente  à  la  butée  des  terres, 
'  c'est-à-dire  à  la  résistance  que  les  terres  établies  au  pied  d'un  mur,  du 
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côté  opposé  au  massif  soutenu,  exercent  sur  le  mur  en  sens  contraire  du 
mouvement  que  le  massif  principal  tendrait  à  lui  faire  prendre.  A  cet 
effet,  il  considère  dans  les  terres,  en  avant  du  mur,  un  prisme  qu'il  dé- 
termine par  la  condition  que  ce  prisme  exige  le  minimum  de  force  de  la 
part  du  mur  pour  être  sur  le  point  de  glisser  en  remontant  sur  le  plan  de 
rupture.  La  marche  à  suivre  dans  cette  théorie  est  semblable  à  celle  qui 
convient  au  cas  de  la  poussée,  et  les  résultats  ont  une  parfaite  analogie. 
D'abord,  si,  en  conservant  dans  la^.  74  le  profil  BGDEF  et  les  lignes 
AB,  AX,  dont  la  première  représente  la  face  antérieure  d'un  mur  et  la 
seconde  un  plan  de  rupture  hypothétique,  on  demande  la  résultante  des 
forces  qu'exercerait  sur  le  massif  la  paroi  AB  à  Tinstant  où  le  prisme  BAX 
8€|rait  sur  le  point  de  glisser  en  montant  le  long  du  plan  AX,  qui  resterait 
fixe,  et  le  long  du  plan  AB,  qui  avancerait  sans  monter,  on  trouve,  les 
notations  étant  les  mêmes  qu'au  n**  i83, 

/N-h Psina  -  Qsinp  +/'Q cosp  -h  c'hcos^ 4- cÇ  =  o, 
N—  Pcosa  —  Q  cosp— /'Qsinp  —  c*hsmp  =  o, 

d'où  résultent  les  équations 

O  _  P(sina-|-/cosa)4-g'^(cosP-|-/sinp]  +  cg 

^~"         sinp— /cosp —/'(cosp -f-/sinp)        ' 

Q     _Psin(a  + 9>) -hc'Acos  (P— "  ©) -4-cÇcos^ 


(i4) 


coso'  sin(p  — ^  — <p') 


Secondement,  on  fait  c  =  o  et  c'=  o,  et  l'on  demande  de  trouver  la 
direction  du  plan  de  rupture  à  laquelle  répond  le  minimum  de  la  force 

,  donnée  par  la  formule  {i4).  D'après  ces  hypothèses,  si  l'on  pose 

Q 

B  =  —-=— : ,  on  a 

COS<}>" 

(i5)  ■        8in(«4-»     , 

^'^^  "      Sin(p -(?-?') 

Le  polygone  ABCDXA  se  remplace  d*abord  par  le  triangle  équivalent  AKX 

Fig.  81. 


Ifig.  81),  et  alors  il  en  résulte  P  =  in. AT.KX.  On  mène  ensuite  AM  fai- 
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sant  avec  rhorizon  l'angle  MAL  =  ©,  puis  XX'  parallèle  à  AM  et  faisant 
par  conséquent  avec  la  direction  cherchée  AX  Tangle  a  -f-  7  ;  enfin  on 
trace  AO  faisant  avec  AB  l'angle  <p-l-y'  et  par  conséquent  avec  AX 
Tangle  p  —  9»  —  y'.  De  là  on  conclut 

B..p|£  =  in.lT.KX.îE. 

XX'       a  XX' 

KK'  étant  une  parallèle  à  AM,  cela  donne 

Kx  =  iiëx'.-i^,    xx'  =  ox?.-4^, 

AO  AO 


et  par  suite 

B=         _.        

^  OX' 


B  =  in.AO^-^^  sinOAM. 


Pour  trouver  la  valeur  de  OX'  qui  correspond  au  minimum  de  B,  on  fait 
ÔX'  =  ^,  ÔA  =  «,  ÔK'  =  A-,  d'où 

OX'  ^'  ^ 

dont  le  minimum  répond  à  ^  =  ^oÂ, 
On  en  conclut  le  minimum  de  B,  savoir 

B  =  i n sinOAM  {a  ^- v^)', 

ou  bien 

B  =  insinOAM.!^'', 
2 

le  point  X  devant  satisfaire  à  la  condition 


OX'  =  VOA.OK'. 

Ces  résultats  sont  analogues  aux  formules  (12)  et  (i3)  du  n^  184. 

On  peut  faire  sur  le  cas  de  la  butée  des  remarques  analogues  à  celles 
du  n°  184.  Ainsi,  par  exemple,  on  a 

Ôx'=5M.()K,  ^ 
et  KX'  est  parallèle  à  AX. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  supérieure  du  massif  serait  hori- 
zontale et  où  Ton  négligerait  le  frottement  du  mur,  on  arriverait  à  con- 
clure, par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n""  185,  que  la  ligne  AX 
est  bissectrice  de  Fangle  OAL'. 

Quant  à  la  répartition  de  la  butée  totale  sur  le  mur,  c'est  un  problème 
dont  la  solution  est  identique  à  celle  qui  est  donnée  au  n°  186,  pour  le 
cas  de  la  poussée. 
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§  II.  —  De  la  stabilité  deâ  maçonnexias  (*). 

188.  Généralités. —  Lorsque  la  forme  d'un  massif  de  ma- 
çonnerie est  telle,  qu'elle  rentre  dans  la  définition  d'une  pièce 
droite  ou  courbe  (n**  30)  ou  que  le  massif  peut  être  considéré 
comme  formé  de  plusieurs  de  ces  pièces,  pour  calculer  les 
pressions  et  tensions  intérieures  dans  les  divers  points,  sous 
l'action  de  forces  connues,  on  suivra  les  indications  données 
au  n°  32. 

Il  arrive  souvent,  surtout  si  la  maçonnerie  est  construite  en 
pierres  taillées  et  appareillées  régulièrement,  qu'on  fait  abstrac- 
tion de  la  cohésion  des  mortiers,  et  qu'on  s'impose  pour  con- 
dition d'avoir  une  stabilité  suffisante,  même  en  supposant  cette 
cohésion  nulle.  Comme  en  réalité  elle  ne  l'est  pas,  on  obtient 
ainsi  un  surcroît  de  sécurité;  le  mortier  n'est  alors  regardé 
qge  comme  un  moyen  de  bien  asseoir  les  pierres  les  unes  sur 
les  autres,  malgré  l'imperfection  de  la  taille.  Dans  ce  cas,  toute 
la  portion  du  massif  située  d'un  même  côté  d'un  des  plans 
d'assise  devra  être  considérée  comme  un  corps  posé  sur  une 
base,  sans  adhérence.  Maintenant,  si  les  forces  appliquées  à 
cette  portion  peuvent  être  réduites  à  une  seule,  l'équilibre 
exigera  d'abord,  comme  on  le  sait,  qu'elle  fasse  avec  la  nor- 
male au  plan  d'assise  un  angle  plus  petit  que  l'angle  de  frotte- 
ment, et  qu'elle  passe  à  l'intérieur  de  la  base.  Il  faudra  en  outre 
qu'elle  tende  à  produire  une  pression  sur  celte  base,  mais 
que  la  pression  par  unité  de  surface  en  un  point  quelconque 
n'atteigne  pas  la  limite  indiquée  par  l'expérience,  comme  le 
plus  grand  effort  dont  on  peut  charger  la, matière  sans  avoir 
d'altération  à  craindre.  C'est  ce  qu'on  vérifiera  en  calculant  la 
pression  maximum  au  moyen  des  considérations  exposées 
dans  le  §  V  du  chapitre  P^  Une  vérification  analogue  sera  faite 
pour  tous  les  plans  d'assise,  ou  tout  au  moins  pour  un  certain 
nombre  de  plans  dont  deux  consécutifs  comprendraient  entre 


{*)  Dans  les  cours  de  construction  sont  traitées  diverses  questions  qui  pour- 
raient être  comprises  sous  ce  titre,  comme  la  stabilité  des  voûtes,  des  bajoyers 
d'écluse,  d'une  fondation  en  béton,  soumise  à  la  sous- pression  de  l*eau,  eto. 
C'est  pourquoi  nous  nous  contenterons  ici  de  quelques  explications  succiactei. 

I.     2*^   ÉDîT.  33 
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eux  plusieurs  assises.  Nous  laisserons  de  côté,  comme  peu 
pratique,  le  cas  où  les  forces  ne  seraient  pas  réductibles  à  une 
seule. 

Dans  certains  cas,  il  peut  y  avoir  diverses  manières  d'assimi- 
ler un  massif  de  maçonnerie  à  un  prisme,  et  Ton  serait  ainsi 
conduit  à  considérer  plusieurs  fibres  moyennes.  Prenons,  par 
exemple,  un  mur  de  réservoir,  auquel  nous  attribuerons,  pour 
plus  de  simplicité,  la  forme  d'un  parallélipipède  rectangle, 
ayant  deux  faces  horizontales  et  quatre  faces  verticales.  Ce  mur, 
envisagé  d'abord  comme  un  prisme  dont  les  sections  normales 
seraient  le  profil  même  du  mur(c'est-à-dire  des  plans  verticaux 
perpendiculaires  à  la  face  mouillée),  sera  un  solide  chargé  trans- 
versalement et  exposé  à  la  flexion.  Au  contraire,  si  les  plans 
horizontaux  étaient  pris  pour  sections  normales,  chaque  sec- 
tion supporterait  une  force  inclinée,  résultante  des  actions 
'  exercées  pac  Teau  et  la  pesanteur  sur  la  portion  du  mur  située 
au-dessus  du  plan  dont  il  s'agit.  On  pourrait  imaginer  une  fouie 
d'exemples  semblables.  Quel  est  alors  l'axe  qui  devra  être  pris 
pour  fibre  moyenne,  quand  on  voudra  s'assurer  de  la  stabilité? 
C'est  ce  qu'il  serait  peut-être  difficile  d'indiquer  clairement 
d'une  manière  générale,  et  le  sentiment  de  l'ingénieur  devra 
souvent  lui  servir  de  guide.  Ainsi,  dans  l'exemple  ci-dessus, 
si  le  mur  est  établi  sur  des  fondations  très-solides,  on  peut  ad- 
mettre qu'elles  annulent  complètement  par  leur  résistance  la 
flexion  transversale  qui  tend  à  se  produire,  et  il  suffirait  alors 
de  vérifier  la  stabilité  au  second  point  de  vue.  Si  le  terrain  de 
fondation  offrait  peu  de  résistance  aux  actions  horizontales,  le 
premier  point  de  vue  ne  devrait  pas  être  négligé ,  et  la  pru- 
dence commanderait  alors  de  faire  deux  vérifications  au  lieu 
d'une. 

La  stabilité  des  massifs  de  maçonnerie  est  toujours  natu-> 
rellement  subordonnée  à  celle  des  fondations,  mais  Tappré- 
ciation  de  cette  dernière  est  bien  plus  dans  le  domaine  de  la 
pratique  et  de  l'expérience  acquise  que  dans  celui  de  la  théo- 
rie. Nous  nous  bornerons  à  rappeler  que,  lorsqu'un  ouvrage 
est  soumis  à  des  forces  dont  la  résultante  ne  passe  pas  au 
centre  de  la  base  d'appui,  la  pression  n'est  point  uniformé- 
ment répartie  ;  quoiqu'il  soit  à  peu  près  impossible  d'indiquer 
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la  répartition  véritable  qui  se  ferait  sur  un  terrain  plus  ou 
moins  compressible,  ce  fait  ne  doit  pas  être  perdu  de  vue, 
quand  on  fixe  l'étendue  de  la  base. 

189.  Stabilité  d*un  mur  de  soutènement,  ^  Cette  question 
est  une  des  applications  les  plus  simples  des  généralités  qu'on 
a  vues  au  n*»  188.  Soient  ÀBCD  {Jig.  82)  le  profil  transversal  du 
Fig.  83.'  mur,  et  BE  celui  du  terrain.  Admettons 

d'abord  que  les  fondations  sont  très*ré- 
sistantes.  On  déterminera,  comme  il  est 
dit  au  n""  18S,  la  poussée  totale  R  sur  la 
face  BD  du  mur,  et  on  la  composera  avec 
le  poids  P  de  ce  mur,  ce  qui  donnera  la 
résultante  S.  Pour  l'équilibre,  il  faudra  : 
1*  que  S  passe  entre  les  points  C  et  D; 
2®  que  cette  force  fasse  avec  la  verti- 
cale un  angle  plus  petit  que  l'angle  du 
frottement  du  mur  sur  sa  base;  3*  que 
la  pression  par  unité  de  surface,  en  un  point  quelconque 
de  CD,  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite  dépendant  de  la  na- 
ture de  la  maçonnerie,  ce  qu'on  pourra  vérifier  à  l'aide  des 
formules  du  n""  29,  si  la  base  CD  est  un  rectangle.  Il  serait  bon 
de  faire  un  calcul  analogue,  en  prenant  pour  base,  au  lieu 
de  CD,  d'autres  sections  horizontales  du  mur,  en  nombre  plus 
ou  moins  grand,  suivant  la  hauteur. 

Si  le  mur  s'appuie  en  CD  sur  un  terrain  compressible,  le  mi- 
nimum au-dessous  duquel  ne  devra  pas  descendre  la  dis- 
tance CH  croîtra  en  même  temps  que  la  compressibilité. 

S'il  y  avait  de  la  terre  du  côté  de  AC  sur  une  certaine  hau- 
teur, il  serait  facile  de  tenir  compte  de  la  butée  (n*»  187); 
mais  cette  force  pourra  être  négligée  dans  les  cas  les  plus  or- 
dinaires. 

Ici,  comme  dans  l'exemple  du  mur  de  réservoir,  donné  au 
n"*  188,  la  flexion  peut  se  produire  avec  des  circonstances  lo- 
cales favorables  ;  il  faudrait  s'assurer  alors  que  les  dimensions 
sont  suffisantes  pour  résister  à  cet  effet. 
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TABIiS  VI.  —  Résultats  d'expériences  concernant  les  charges  susceptibles 
de  produire  l'écrasement  des  pierres  et  mortiers. 


DÉSIGNATION  DES  SUBSTANCES. 


PIERRES  VOLCANIQUES,  GRANITIQUES  ET  SILICEUSES. 


Bnsaltes  de  Suède  et  d'Auvergne. 

Lave  dure  du  Vésuve,  près  Pouzzoles . . 

Lave  tendre  de  Naples 

Porphyre 

Granité  vert  des  Vosges 

Granité  gris  des  Vosges 

Granité  gris  de  Bretagne 

Granité  de  Normandie 

Grès  très-dur 

Grès  de  divers  échantillons.. . . . .'. 

Grès  bigarré  des  Vosges 


PIERRES  CALCAIRES. 


Marbre  noir  de  Flandre 

Marbre  blanc  veiné,  statuaire  et  turquin.  .. 

Pierre  noire  de  Saint-Fortunat,  très-dure  et 
eoquilleuse \ 

Roche  de  Ghâlillon,  près  Paris,  pure  et  peu 
coquilleuse 

Liais  de  Bagneux,  près  Paris,  très-dur 

Roche  douce  de  Bagneux 

Roche  d'Arcueil,  près  Paris 

Pierre  de  Saillancourt,  près  (  la  plus  forte. . 
Tontoise (  la  plus  faible 

Pierre  ferme  de  Conflans 

Pierre  tendre  (lambourde  et  vergelée)  em- 
ployée à  Paris,  résistant  à  l'eau 

Lambourde  de  qualité  inférieure,  résistant 
mal  à  l'eau r 

Calcaire  de  Givry,  près  Paris  j 

Calcaire  de^Caumont  (Eure) 

Calcaire  de  Tîle  d'Anglesey 

Calcaire  lithographique. ...    

.Calcaire  oolithique  ou  sablonneux,  en  moyenne 


CHARGE 

par  centi- 
mètre carré 

capable 
de  produire 
récrasement. 


2000 
590 
230 

2470 
620 
420 

65o 
700 
870 
i5o 
400 


790 
3io 

63o 

170 
440 
i3o 
25o 
140 
90 
90 

60 

20 
3io 
120 
420 
23o 

280 

100 


OBSERVATIONS. 


Tons  les  nombres  de  ce  ta- 
bleau ,  non  accompagnés 
d'une  observation  spéciale, 
sont  empruntés  à  M  le  gé- 
néral Poncelet   (Intbodug- 

TION  à.  Lk  MÉCANIQDB  inDDS- 
TBIBIiLB.) 


Moyenne  d'essais  faits  poar  le 
pont  Britannia,  en  Anglet. 

Moyenne  d'expériences  faites 
au  Gonserr.  des  Arts  et  Met. 


Expériences  du  Conserratoire 
des  Arts  et  Métiers. 

Expériences  pour  le  pont  Bri- 
tannia 

Expériences  de  M.  Vicat. 

Idem. 
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DÉSIGNATION  DES  SUBSTANCES. 


BRIQUES. 


Brique  dure  très-cuite 

Brique  rouge * . 

Brique  rouge  pâle : 

Maçonnerie  de  briques. .  .^ 

Brique  crue,  simplement  sécbée  à  l'air. 

PLATRES   ET   HOaTlERS. 


Plâtre  g&ché  à  Teau , 

Plâtre  gâché  à  Teau,.  très-ferme 

Plâtre  silicate ' 

Mortier  ordinaire  en  chaux  grasse  et  sable 
Mortier  ordinaire  en  chaux  grasse  et  sable,  âgé 

de  1 4  ans 

Mortier  avec  chaux  hydraulique  ordinaire.. 
Mortier  avec  cha\ix  éminemment  hydraulique. 


CHARGE 

par  cenll- 
mèlre  carré 

capable 
de  prodoire 
l'écrasement. 


i5o 
60 
40 
36 
33 


kl 
90 
48 
35 

19 

74 

144 


OBSERVATIONS. 


Essais  faits  poor  le  pont  Bri- 

tannia. 
Expériences  de  M.  VicaL 


Idem. 
Idrm. 

S  Expériences  da  Conserratoire 
■    des  Arts  et  Métiers. 
Expérlenc«sde  M.  Vicat. 


Idem. 
Idem. 
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